Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


THE    aiKT   OF 


I 


PA1.IPHLETS,    P5NDtJLUM. 

Contonta. 

1.-  BothfJ.   Ueher  c\i_-i  bewegpmß  ^3lhes  penr^els  nit  bewoglloheri 

aufnängepnnXt. 
2.-   BräuePiP.   Uebor  f^le  T^ewegizng  cleB  pendele  nit  cardanlaoher 

auf hängung» 
3,"  PegerljJ.   Ableit^mg  rtor  BohwingiingBcUmer  d.oR  nathenatlR^jhen 

•     4»-  Orofe,G.    Ueber  die  pernio lhe^'/egi\ng  an  (ior  erdoborf laeohe . 
5.-  Hammerl,K.   B-^itrag  zirn  fall  auf  der  schiefen  ebene  und  zur 

t  pendelbe^vegung . 

I 

6.-  HeReel,C.   Beiträge  55...drehung  der  pendelebene, 

r7.-  Hosefeld, A.   Das  fadenpendel. • . 

8.-  Krüger, P.  Ro^.ationR-ix.   pendelbewegung  einea  Xörpora   in 

einer  flÜRRlgVeit. 
9.-   Lorentzen,G.    Tbe^-^ie  des   Gansaiaohen  pendeis. 
10. -Lübeck, Cx.   Ueber  den  einf lussjwolc-jjion  au.f  die  be^regung  eines 

pendeis  ^it  ein^^n  Xugelfömigen. . . 
ll.-llayenberg,J.   Die  hauptsätze  der  oentral~u.   pendal-be^vogung. . . 
12.-Saenger,T.    :?;ine  verallgemelnorung  des  '^usaTinengosetzten  pendeis. 
lo.-Sa)nter,H.   Theorie  des  Ganssif^(^hen  pendeis.  •• 
14. -Schimpf ,E.   Eine  veral3.genoinonuig  des  pendel^^robieTus. 
15.-ZwinK,M.   Die  pendel-uh?'en  in  luftdicht  vors-^hlossenen  räume. 


^xffenfc^afttxd^c  ^Seigaße 


gu  im 


3ttl)re0beritl)t  1883/4. 


Suliii«  8«tt :    U6er  bit  Swegiuig  einte  iptnbtU  mit  itli»glt($em  S(iiPiigct>unlt. 


— »st®*^6*s*- 


Sttn,  1884. 


1884.    ^08t.*.  608. 


r 

o 


Gift  cf 
Prof.  A.  Z  V 
Sept,  13    iu 


Über  bie  jBetDepng  eineB  )OenbelB^  beffen  ^nfliangeintnkt 

beioeglui)  i|l.  ^ 


Pie  borliegenbe  Unterfu^ung  bef^aftigt  ftd^  mit  ben  ©efe^en  ber  äSemegung  etneS 
mai]^ematif(!^en  ^mbt%  meI$eS  fidd  bon  bem  gemöl^nltddcn  baburd^  unterfd^eibet^  ba^  fein  ^uf« 
l^fingcpunft  bcmcglid^  ift  unb  stoar  auf  einer  gegebenen  feften  §orijontaIen*  3)er  Segriff  be8 
ntat^ematifd^en  $cnbeIS  bebingt  eS,  bag  mir  bie  $enbelftange  ali  eine  gemiddtSIofe  ®erabe 
anfeilen.  9lur  bie  beiben  ®nbpunfte  fotten  mit  3Waffe  berfel^en  fcim  Son  iegli(|er  fi(|  bei 
ber  Semegung  unferer  5ßunfte  geltenb  maddenben  Steibung  feben  mir  ab.  S)ie  Stöfee,  meldbe 
unferem  Sßunftf^fteme  am  Slnfang  ber  S3emegung  mitgeteilt  merben,  befd^ränfen  mir  auf  fold^e, 
meiere  nur  eine  Semegung  in  einer  (Sbene  julaffcn.  S)iefe  fällt  offenbar  mit  bcrjenigen  SJer* 
tifalebene  gufammen,  meldte  burd^  bie  ali  S9abn  für  ben  bemeglid^en  Slufbängepunlt  t)or« 
geft^riebene  ©origontale  beftimmt  ift.  Sie  fei  bie  xy-®bene  eineS  red^tminfligen  ftoorbinaten* 
f^ftemS,  bie  x-Slje,  pojitiö  nad^  red^tS,  fei  ibentifd^  mit  ber  gegebenen  ©origontalen,  bie  y-älje 
fei  im  Sinne  ber  Sd^mere  pofltiö  genommen.  S)er  Slufbangepunlt  fei  mit  A  bejeiddnet,  ber  mit  i^m 
burd^  bie  ftarre  5ßenbelftange  öerbunbene  Jßunft  mit  B.  ®rfterer  mit  ben  ffoorbinaten  ?  unb  o 
babe  bie  2Raffe  (i,  le^terer  mit  ben  Soorbinaten  x  unb  y  bie  aWaffe  m.  a)ie  eingige  SBebingungS- 
gleid^ung  beS  S^ftemS  ift  bei  ber  angenommenen  Sage  beS  toorbinatenf ^ftemS : 

(x-|)«  +  y^  =  a^ 

menn  a  bie  S&nge  ber  ^enbelftange  bebeutet.  3ur  SluffteQung  ber  ä3emegung8g[eid(iungen 
bebienen  mir  un8  be8  d'Alembertft^en  ^rindpg  unb  jmar  in  feiner  transformierten  ©eftalt 
ber  fogenannten  jmeiten  Lagrangefd^en  f^orm.  @S  lommt  bann  gunäddft  ouf  bie  @inffibrung 
inbepenbenter  ßoorbinaten  an.    ^ie  Subjiitution : 

X  —  5  =="  a  sin  y,  y  =  a  cos  y 

lelftet  baS  ®rforberIi^e.  2lu8  ibr  gelten  x  unb  9  ober  ?  unb  y  0I8  inbepenbent  bwDon 
Sß&l^Ien  mir  bie  le^te  Kombination.  3)a  megen  ber  alleinigen  SOlHrfung  ber  Sd^mere,  alS 
lontinuierlid&er  Kraft,  eine  Kräftefunition  ejiftiert,  fo  l^aben  mir  belanntlidd  bie  »emcgungg* 
gleiddungen  in  ber  f^orm: 

*   (^\        l_(?+5)    A  (^\       J  (T+ü) 
dt  Vd^/    ^"   '      d^      'dt  Vdfc/'/  ^"         d(p  '"' 

menn  T  bie  lebenbige  Kraft,  II  bie  Kräftefunftion  unb  y'  unb  ?'  bie  S)eriöierten  öon  y  unb 
%  nacb  ber  3eit  t  bebeuten.    3)ie  lebenbige  Kraft  T: 


T  =.^^m..(xr'  +  yr^  +  z\^) 


tft  für  unfcr  ©Aftern 


m 


tofil^rcnb  U  =  mga  cosy  ift. 
3)tefe  2Berte  fubftttutert  in  bie  aQgemeinen  ©letc^ungen,  erl^alten  toir: 

TT  (m-|-jit  $'-|-macos  yy')  =-=  o 
unb  TT  (ma*  y'-|-  ma  ?'  cos  y)  =  —  ma  $'9'  sin  y  —  mga  sin  y. 

3)ic  crfte  ©leid^ung  crgicbt  fofort: 

(m-j-  fi)  I'  -J-  ma  cos  (fcp^   -=  b, 

»cnn  b  eine  nod^  ju  bcftimmcnbc  Äonftantc  bcjcid&nci 
gut  5'  folgt: 

.  b  —  am  cos  fp(p' 

3>icfcn  SBcrt  in  btc  jtDcttc  ©Icid^ung  ctnflcfü^rt,  crgicbt  fid^ 

d    ,      -.   .  ,  b — amcosg)cr'  ,  .  b — amcoscpo)'     .         . 

---  (ma'cp'+ma  ; ^^^  cosw)  =■---   —  mffasmcp  —  ma  ; •--    sincpcp'- 

dt  *  °i+/*  o  ^  m-f-/* 

b.  &•  acp^  (l  —  — r—   cos  V)  -4-    — r-   sm  o)  cos  W*  ==  — gsin«) 

3«r  abfü^ung  ^f^  ^  r  gefefet:- 

2)     (p"  (1  —  y  cos  *y)  +  y  sin  (p  cos  99)'*  =  —  -  sin  y. 

a 

3ur  Sntegrotton  bcr  ©Ictd^ung  2)  feticn  mir  na^  eineni  ficfannten  Setfal^ren 

2)ann  ift: 

2  dy  dV       du 

'^  Tt  dt«   -  dt  """ 

j^  dy  d*y  du  dqp 

dt  dt«  ^  dy  dt 

j^  d*y  du 

dt^  ~  d^ 

(1 — /cos^y)  ^ -+  2y8inycosy,u  =  —   2    -  siny 

d  R 

d^  [^  (1  —  ^  <5ös  V)]   =  —   2  I  sintjp 


u  (1  —  Y  cos  *9>)  =  —  2    -    sin  y  dy  —  k 
y'*  (1  —  Y  cos  *y)  =  2  -  cos  (p  —  k. 


3)    aV^  =  2agcos(ip-a»k 
^  1  —  Y  cos  *g) 


4)     t  =  a 


V       1  —  Y  cos  V         , 
K  2  ag  cos  9  —  a*k 


hierin  crgicbt  ftd^  bcr  SBcrt  für  btc  Äonftantc  k  au8  bcn  jur  3ctt  t  -  o  auf  baS 
S^pcm  toirlcnben  SWomcntanMften,  toobon  inbeg  fpfitcr» 

S)ic  gctoonncncn  9lcfultatc  1)  unb  3)  fül&rcn  un8  ju  bcr  befanntcn  3^rf^flttwg  bcr 
93cb)C0ung  cincS  ebenen  @9ftem8  in  feiner  @bene  in  eine  XranSlation  unb  in  eine  Flotation 
^xxci  einen  mit  ber  Seit  betoeglid^en  Sßunft  (A)  biefer  ®Bene.  gaffen  ö)ir  junfttiöft  bie  Äota« 
tion  in  bag  Sluge,  beren  @ef(5toinbigfeit  burc^  bie  ©leiddung  3)  reguliert  toirb*  ®ie  ©röfte 
berfelben  beträgt: 


•    ^    _    1  i/2  ag  cos  y  —  a'k 
^  a   '^        1  —  Y  <^os  ^if 


Ö)0  a%  =  2  ag  cos  a  —  c*  (1  —  y  cos  *«)» 

iDcnn  c  bie  au8  ben  fär  t  =  o  gegebenen  ©tSgen  nod^  ju  bereti^nenbc  SlnfangSgefd^toinbigteit 
bc8  Sßunfteg  B  begeit^net  unb  «  ber  8lnfang8tt)ert  bon  y  ift» 

S)a  bie  ©leidjung  3)  bie  Seit  ejplicite  niddt  enthalt,  fo  folgt,  bafe  beim  toieberl^olten 
Sßaffteren  berfelben  ©tette  ber  relatiöen  »al^n  ber  Sßunit  B  btefelbe  ®ef(^ö)inbigfeit,  abfolut 
genommen,  befi^en  toirb*  S)a  ferner  bie  redete  ©eite  bon  3)  il^ren  SBert  niddt  änbert,  ioenn 
(f  übergel^t  in  —  qp,  fo  ^at  ieber  Jßunft  auf  ber  einen  ©eite  bcr  SSerttlalen  —  öon  biefer 
finb  ia  bie  SBinlel  y  gu  red^nen  —  auf  ber  anberen  ©eite  einen  il^m  berartig  entfpretiöenben 
Jßunft  in  glcid^er  ^S^e,  ba^  B  bort  btefelbe  ®ef(|ti)inbigfeit  annimmt  gür  y  -  o  nimmt 
bie  redete  Seite  bon  3)  il^ren  abfolut  größten  SBcrt  an,  inbem  bann  gleid^geitig  ber  W^ln 
am  größten  unb  ber  SRcnner  am  fleinften  ift  t5ffit  qp  =  o  l^at  alfo  bie  gunftion,  ö)el(|e  bie 
®efc^tt)inbigfeit  barftellt,  einen  ^IminationSpunlt  (S8  erl^ebt  fltiö  We  grage,  ob  bcrcn  nod^ 
mel^r  cjiftieren.    3nbe8  babon  gleid^  nac^l&er* 

9la(^  ben  gemaddten  SSemerfungen  lönnen  toir  ben  ^n!t  B  in  feiner  relatiben  93a]^n 
berfolgen.  ®e^t  er  bon  y  -  «  mit  ber  anfangggcfd&toinbigfeit  c  att8,  fo  fällt  er  —  ber 
(5infa(|§ett  falber  follen  bie  gur  3eit  t  -  o  »irlenben  ©töfee  ein  Ratten  be8  Sßun!te8  B  be* 
bingen  —  gunfic^ft  big  y  =  o  mit  guncl^menber  ©efd^toinbigfeit  ®a  feine  ©efd^toinbigleit 
l^ier  alfo  nid^t  berfd^miTibet,  fo  gelangt  er  über  ben  tiefften  Sßunft  feiner  »al^n  l^inaug,  unb 
feine  ©efd^toinbiglcit  burd^Iäuft  bei  ber  nun  folgenben  Steigung  biefelben  SBerte  toie  beim 
i&erunterfallcn,  nur  in  umgelel&rter  Orbnung.  3n  y  =  «  l&at  er  toieber  feine  SlnfangS^ 
gefd^toinbigfeit  c,  mit  bcr  er  feinen  SBcg  in  berfelben  SRid^tung  nodö  fortfe^t,  big  cosy 

a^k         ak 

=  2äff  '^  2ff    fl^^^^^^"  ^ft»    ®2  ^^^fl^"  "^^  berfddiebene  SWöglid^feiten  bor: 

I    k    =    0 

II  k  >  Ol         ^       ..  ak    ^  ,     ^.  ak        ^     «v  ak  ^     . 
ink<o|"-ä»arl)2-<l    2)2^=.=  1    3)  ^^  >  1 

TT 

gfaH  I  9)  =  —  2  b.  1^.  ber  5ßunft  B  lommt  gerabc,  menn  bie  Sßenbelftange  bie  l^ort» 
gontale  Sage  erreiddt,  gur  Shil^e.  @g  beftel^t  bie  Sebingungggleid^ung  für  ben  älnfanggmoment : 


C  St    CO  8  et 

0  ^^  2  ag  cos  a  —  c  *  (1  —  y  cos  *«)  obcv  ^ 


2g        1  —  y  cos  *a 


c« 


b.  l).  bic  ©cfd^mlnbigfcltspi^c  ^    ift  glcid)  bcr  im  SScrl&altnlS  öon  (1  — /cos««):  1  öcr= 
gröfecrtcn  ©ntfcrnung  be8  5ßunltc8  B  in  feiner  »nfangSIafle  öon  ber  gegebenen  ^origontalen. 
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gfatt  II  1)  <p  =  —  «1/  2  ^''i^''^-  ^-  ^^^   *""^    ^  ^^^^**  ^^^  Stu^elage 
unterhalb  ber  gegebenen  iporigontalen.    @2  befielet  für  ben  ^nfangSmoment  bie  ®leid^ung 

c*  a  cos  a  -     i  ^ 

-  -=^ >,,/  >  0 

2g         1  —  y  cos  *a 


c« 


b.  1^.  bie  ©efdöminbigfeitSl^ö^e  ;-,-  ift  Keiner  als  bie  im  gatt  I  angegebene  ©röfee- 
g-aH  II  2)  ift  unmöglich,  benn  c8  mü^te  für  t  —  o  bit  (Sleic^ung  befte^en 

c*  (1  — ycos^a)      .     ^ 
cos  tt     -  — ^^ — .r-^ ^  +  1. 

2ag  ' 

gall  II  3)  ebenfattS  nnmöglidd,  ba  cos  y  ben  SBert  1  überfd)reiten  mürbe* 
gall  III  3)  ift  überl^aupt  unmoglid^  au8  bemfelben  ©runbe  mie  öorl^cr* 
'gatt  III  1)  nnb2)  ftnb  nur  infofern  unmöglid^,  aU  ber  Sßunit  B  megen  ber  geftigfeit 
bcr  gegebenen  ©origontalen  biefe  nid^t  überfrfireiten  fann.    ®§  mirb  alfo  nad^  eingetretenem 

SSerluft  öon  ®efd)tDinbigfeit  in  <p  =-=  —  ^  bie  Sftüdfel^r  ftattfinbcn,  unb  bann  lommt  biefer 

%aU  auf  %aU  I  jurüd.    SBir  fd^Iiefeen  if)n  öon  ber  ferneren  Setrad^tung  au8.    63  bleiben 
alfo  nur  bie  3)lögli(^lelten  I  unb  II  1)  übrig»    ©emgemäfe  gelangt  ber  jpuuft  B  nacft  Um- 

ttl)x  feiner  SetoegungSrid^tung  auf  ber  ©eite  ber  pofUiöen  SBinf cl  bis  9  -=+  %  ober  bis 

V^^if  o  >  «1  >  «/  «ni>  nun  mieberl^olt  fidö  bie  relatiöe  Scmegung  in  ber  befd&riebenen 

Seife  immerfort»    3)ie  SWoblfllation  unfcrer  SJetrad^tung  für  beu  %oSi,  bafe  bie  SlnfangS- 
gefd^minbigteit  c      0  ift,  ift  leicht  erfld^tlidö. 

9lad^  biefer  Unterfuc^ung  fönnen  toir  gur  SSeantmortung  ber  oben   aufgetoorfenen 
tJrage  f(^reiten,  ob  für  bie  gunition  ^'  nod)  me^r  SutminationSpunfte  ejifticren  als  y  =  o^ 

SQßenn  mir  gu  bem  3tt)edC  -^  =  0  bilben,  fo  erl^alten  mir  nad^  einigen  Slebuftionen : 


b.  ^.     1)  siny   -  o 

^.  ak     ,    1/  .ak\«     1 

2)  cos  cp  -  ^  2-  +  \  (2g)  -  ^ 

S)en  g-aH  1)  l^aben  mir  fd^on  früher  erlialten.  Sa  nur  bie  a)ioglid)feiten  I  n.  II 1) 
für  unfcr  Sßroblem  in  Setrad^t  fommen,  fo  mirb  cosy  im  gmeiten  gatt  ftetS  imaginär,,  ba 

y=—  —^  ein  ödster  SSrud^  ift.    Sllfo  l^aben  mir  feinen  meiteren  ^IminationSpunlt., 


2BaS  nunbie  in  iebem  SRoment  auger  ber  betrachteten  9!otation  beS  ©^ftemS  nod^  t)0X' 
l&anbene  XranSIatton,  bie  einjige  Semegunfl  beS  SftotattonScentrumS  A,  betrifft,  fo  betragt 
bte  ®ef(!^t9tnb{gtett  berfelben  na$  1) 

r  =  b-^"^^Q«yy'^  jpj,  b  beflniert  ift  bur(§  bte  ©leid^ung 

_b-cmco3«      ^^  g^j^^^  ^  ^^  ^^^  p^.^y^  j^^^ 
b^  1^.       b  --^  5'o   (^  +  /*)  +  cm  cos«. 

®8  ftnb  ieöt  3  gätte  ju  unterfd&etben  b  >  o,  b  --  o,  b  <  o.  S)a  ber  Äaum  unS 
m(]^t  geftattet,  alle  3  gfille  ju  erlebigen,  f o  bel^anbeln  tolr  nur  ben  tntereffanteften  b  =  o  ober 

cmcoscr 

S)iefer  ^oa  entl^SIt  bte  SSebingung,  baB  bie  ^nfangggefc^toinbigteit  beS  ^unfteS  A 
ber  ©lö^e  nac^  glet<|  ber  l^origontalen  Komponente  ber  9totationS<$[nfangggefd^tt)inbigIett  beS 
©d^toerpunfteS  fei,  ber  9lid^tung  nad^  il^r  entgegengefe^t.    Um  bieg  nad^jutoeifen,  l^&tten  toir 

c  m 

gu  geiflen,  baft  —7—  bie  StotationSgef (j^löinbigleit  be8  ©ddtoerpunftcS  gur  3^^*  *  =  ^  ^^- 

geiddnet    3^^  ^^  ®nbe  bereifen  tt)lr  guerft,  bafe  — , —  bie  Entfernung  be3  ©d&toerpunfteS 

unfereS  ©^ftemS  bom  Sßunfte  A  bebeutet»  3ft  nämlic^  q  bie  aUgemeine  ©ntfernung  eineg 
SRaffenpunlteS  m  öon  A,  gefd^ä^t  ouf  ber  Sßenbelftange  AB,  fo  liefert  un8  ber  Segriff  beS 
©d^toerpunlteS  bie  ä3egie]^ung: 

M  als  9Raffe  beS  gangen  S^ftemS,  q'  alS  Entfernung  beS  SiJ^toerpunlteS  bon  A  genommen* 
S)ieS  giebt  in  unfercm  %a\l 

,         am 
m-j-/i 

3ft  ober  q'  bie  Entfernung  beS  6(Jöö)erpunfte8  bom  Zentrum  ber  9*otation,  fo  be* 
ftimmen  xoxx  feine  anfangSgefd^toinbigleit  c'  auS  ber  Jßroportion 

c'  :  c  --  — -. —    :  a 
m  +  /i, 

5.    1;  /  cm. 

b»  9.        C  = 


m  -}-  |i* 

®er  8lu8brud  für  ?' 

am  cos  c/y' 

-     ~  m+^ 

lel^rt,  bog  bie  ©efddminbigfeit  beS  $unfte8  A  nur  bon  ^  ab^ngt,  ba  \a  ayxd^  (p'  nur 
gunftion  bon  g>  ift,  b*  1^.  immer  mit  y  benfelben  Söert  annimmt,  ferner,  bafe  fie  il&r  S3or* 
geid&en  immer  mit  y'  änbert-  %viäi  erhalten  ioir  l^ier  toie  früher  für  bie  9lotation8« 
geft^toinbigfeit  y'  einen  SuIminationSpunft  für  y  —  0.    Sßur  entfpri(]^t  einem  Max.  öon  ^' 


ein  Min.  bon  qf  unb  umgefe^rt.  Um  bte  U6erjeuguiig  t^on  ber  ^uSf(|negIi(|fett  biefeg 
ÄuIminationSpunlteS  ju  gctolnncn,  bilbcn  totr  g^  =  <>♦  3)i«  äugfü&runfl  bcr  angcbcutctcn 
S){fferentiatton  ergiebt  nad^  einigen  9iebuItionen : 

sin  (f(^t  cos'y  —  3g  cos  qp  -j- ak)  =  o, 

®ie  erfte  3BögIi(^Ieit  sin  y  =  o  toieber^olt  nur  ScfannteS.  3)ic  jtoeite  (cosy^x  gefegt) 

g  Z'  X*  —  3g  X  -|-  ak  -  0 

lommt  für  unfer  5ßrobIem  nur  in  8etra(!^t,  »enn  bie  SBurjeln  ber  aufgeftellten  fubif(|en 
©leid^ung  innerhalb  getoiffer  ©renjcn  liegen-  ßefetere  ergeben  fld^  au8  ben  früher  gegebenen 
Sebingungen : 

1)  k  =  0        2)  k  >  o        ak  <2g 

für  1)  aI8  X  =  1  unb  x  -=  o    (y  =  o  unb  y  -  ^) 

ak 
für  2)  als  X  =  1  unb  ^  =  s"  ^^^^  ""*^  ^  ^  ^^ 

®8  l^anbelt  P(|  alfo  barum  ju  beftimmen,  ob  bie  linfe  Seite  (f)  unferer  fubiftiöen 
@leid^ung  innerl^alb  ber  angegebenen  ©renken  i^r  äSorjeid^en  mec^felt 

l)k=.o    fx=-l         f-gC;'  — 3),  olfo  f<o 

\x  =  o  f     0 

2)  k>o    X--1       '  f^gC;'  — 3)  +  ak 

f=g{(.-3)  +  f} 

i=Z{y-\-fl\  alfo  f<o 

^=i{'(S)'-^}'*'<° 

ak 
x---f,  2^<«<1  aud^  f<o 

^^tfo  toed^felt  bie  f^unltion  f  innerhalb  ber  angegebenen  @ren)en  il^r  äSor^eid^en 
nid^t,  b.  ^»  5'  l^at  feine  »eiteren  filuIminationSpunfte» 

3)er  Ort  beS  5ßunfte8  A  ift  beftimmt  burd^  bie  ©leid^ung 

bj  —  am  sin  <jp 
m-[-|it 

ba  b  =  0  genommen  loorben,    ®arin  l^at  \  ber  ©letc^ung  gu  genügen 

b|  —  am  sin  a 


h 


m  +  ^ 


ober  bj  =  ?o  (^  "h  i"^)  "h  ^^  ^^^  ^' 

m  So  unb  «  fid^  auf  bcn  SlnfanflSmomcnt  begießen.    SJcmnad^  crl^alten  totr  für  ? 

?  =  5oH -r-   (sin  a  —  sm  f/)) 

SRcnncn  loir  bcn  SBlnfel,  meieret  bte  pc^ftc  Sage  bc8  5ßunftc8  B  in  feiner  relatiöcn 
Sa^n  begcid^nct  toiebcr  a^,  fo  beträgt  bie  größte  ©ntfcrnung  ?i  beS  ^nftcS  A  öom  SlnfangS* 
punft  ber  ^oorbinaten 

II  5  =:  5  -| —  (sin  «  4"  sin  «,) 

bie  fleinfte  i^  bagegen 

III  It  =  f •  H ; —  (sin  a  —  sin  a, ) 

SluS   Dorftel^enben    ©leid^ungen  fc^Iiegen  mir,   baß  ber  $uult  A  fid^  gun&ddft  \m 

,      (sina-|-sina,)  nad^  ber  Seite  ber  pofltiöen  SBinlel  tp  belegt,  toäl^renb  B  bon 

feiner  älnfangSlage  bis  ju  g?  =  —  «i  aufftelgt*  SBcnn  in  ber  Btoifd&enaeit  y  =  o  wirb, 
fo  befinbet  P(§  A  in  ber  urfprünglidöen  ©(^toerpunftSöertilalen  unb  ift  nur  ^alb  fo  toeit  öon 
feiner  änfangSIage  entfernt  ö)ie  für  y  =  —  «♦    ftel^rt  B  in  (p  =  —  a^  feine  SetoegungS« 

riddtung  um,  fo  gel^t  au(§  A  jurud  unb  rüdt  nun  um  ba8  ©tüi  — -r—  (sin  «^  —  sin  «)  nad^ 

ber  ©ette  ber  negatiöen  SBinf el rp über  feine urfprünglid&e Sage l&inauS,  toä^renb  BbiS q)  =  aj^ 
aufftcigt»  SBenn  in  ber  3^Uci&cngeit  y  ben  SBert  o  annimmt,  fo  befinbet  ftdö  A  ioieber  in 
befc  ©d^merpunftSöertifaten  ber  3^it  t  =  o  unb  für  ben  SlnfangStoert  y  =  «  toieber  in 
feiner  3(nfangglage»  9lad^fte]^enbe  S^t^^n^^fl  ft^I'^t  bte  periobifd^e  Setoegung  beS  ^nfte§  A 
für  ben  öon  unS  bel^anbelten  %aU  b  =  o  bar: 

CoH r— (sma — smaj,  Sof  ^oH r— sma,  lt  +  ^ — i — smcr.  ^^H i — (sina+smofi) 


für  (p=^ai  (p=^a  (p=»o  (p  =^  —  a  tp 

3u  unfern  3  ©leid^ungen  fügen  toir  no(^  bie  4. 

IV  5^_5,=2-^-^sina,, 


«1 


n 


rocld^e  ben  Spielraum  öon  A  angiebt.    gür  ben  gatt,  baß  Sßunft  B  bis  +  ^  aufftelgt,  ift 

ftatt  sin«!  in  ben  ©leid^ungen  II  —  IV  1  ju  fefeen*  Saburd^  toirb  alfo  ber  Spielraum 
öon  A  öergrößert,  inbem  nid^t  nur  baS  größte  ?  ju*,  fonbern  aud^  baS  fleinfte  ?  abnimmt, 
^ür  ben  Specialfall,  baß  bie  SlnfangSgefd^minbigleit  ber  Flotation  öerfd^minbet,  maS  bei 
unferer  Snnal^me  b  =  o  aud^  baS  äSerf d^toinben  ber  SlnfangSgef d^koinbigleit  $'  beS  ^nfteS 
A  beblngt,  gelten  bie  3  legten  ber  aufgeftettten  ®Ield^ungen  über  in 

H'     ?,=?o+2^^sina        IIP     ?,  =  S, 
IV'    S,-?,=2-^sina 
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3)cr  Sßunft  A  gelangt  alfo  bann  in  ncgatiöcr  SRid^tung  niemals  über  feine  2lnfang3* 
läge  l^inauS.  2)ie  @Ieid^ung  IV  entl^olt  ben  8a^,  bag  ber  Bpxdxaum  be§  SßunfteS  A  glei^ 
ift  bem  ©opuelten  ber  gr&fetcn  öorfornmenbcn  Sßroicftion  ber  (Entfernung  beS  Sd^merpunfteS 
t)Dm  älufl^angepunft  auf  bie  ^origontale. 

3nterefFant  ift  bie  Setoegung  beS  @<]^U)erpun!teg  unfereg  S^ftemS  bei  ber  ^nnal^me 
b  =  o.  Vermöge  ber  9lotation  bewegt  ftd&  namli*  ber  gd^toerpunft  mit  ben  8  jengcfd&toinbig* 
feiten 

am  ^  am 

cos  qry'  uno -7-  -  sm  yy' 


SSermoge  ber  £ran§IattonSbett)egung  beS  S^ftemS  aber  erl^ält  ber  ©^merpunft  na(| 
ber  Ji-%tt  in  iebem  SRoment  bie  gleid^e  ®efd^tninbigfeit,  meldte  il^m  bie  9%otation  nad^  biefer 

am 

Slje  erteilt,  nur  bon  entgegengefe^tem  3^^^^,  »ie  bie  gormel  ?'  = nr~  ^^^  W'  ^^^^^^ 

@r  erlangt  alfo  }u  feiner  ©efamtbemegung  nur  eine  @efd^tDinbigfeit  I&ngg  berx-älj^e,  t)on 

&m 

ber  (Srofee  -^  sin  rpfp^    ®a  biefer  SluSbrudt  öerfd^winbet  fotool^I  für  qp  =  o  aI8  aud^ 

für  y  =  ^  ref J)*  =  «, ,  fo  fd^Iiefeen  mir,  bafe  bie  ©efd^toinbigf eit  beS  gd^toerpunfteS  auf  ber 

genannten  @tredEe  minbeftenS  @ine  ^ulminaiiün  l^at  SQSir  uberjeugen  unS  ober  leidet,  bag 
nur  ®ine  Kulmination  bort  ftattfinbet» 

—^ '  =  o  ergicbt  auSgefül^rt,  nad^  einigen  Äebuftionen 

f  =  cos  *ff ~^  cos  *y  +  2«» cos  y  +  -  =  ^/ 

ak 

too  ^  =  —,  alfo  na(|  unfercn  frül&eren  (Erörterungen  enttoeber  =  o  ift  ober  ätoifd^en  0  unb 

1  liegt  ©ollte  nun  bie  ©d^locrpuriftSgefd^toinbigfeit  mcl^rere  SRale  fulminiercn,  fo  mfifete  bie 
öorftel^enbe  (Sleid^ung  ätoif^en  ben  ben  eben  unterfd^iebenen  %&Utn  cntfpred^enben  ©rengen 
mel^rere  SBurgeln  l^aben,  b.  l^*  bie  linfg  öom  ©leid^^eitSäeid^en  fte^cnbe  gunftion  f  raüfetc 
»enlgftenS  (Sin  Max.  unb  (5in  Min.  l^abcn  stoifdEien  benfelben  ©renjen.  Unterfud^en  toir  alfo 
il^re  ©eriüierte  (nad&  tp),  toeld^e  rebugiert  unb  für  cos  ff  =  x  gefehlt  lautet 

tp  (x)  =  4x^-2--—^  x  +  2  '^^^-^^  =  o, 

tnbem  »ir  bie  SäKe  ^  =  omi  0<^<1  untcrfd^eibcn: 

1)    ^  =  0         fürx  =  l  v^(x)  =  6(l— -)  tp(^)<o 

,,    x  =  6  ^(x)  =  6f(l — -)  — ^  V^W<o 

o<><l     toO  i7>o 


9 
2)    o<^^<lfürx  =  l  i//(x)  =  A— i)  (6  — 2if)  «/^(x)<o 

„    x  =  ^  tp {x)  =  (l —^  i»  -  71  ^(x)<o 

^  ^<6<1        tDOfj>o 

®ic  tJunftion  «//(x)  öcrfd^ti)mbct  alfo  nld&t  äla)if(|cn  bcn  in  33etrad)t  fommcnbcn 
©rcngen,  alfo  l^at  aud^  bic  gunftion  f  lein  Max.  unb  Min.  in  bcmfclbcn  ®ebict,  öcrfd&iöinbct 
bcmnad^  nid^t  mcl&r  als  (Sin  3RaI,  b.  1^.  bic  ©cfdötoinbigfeit  bc8  ©d^toerpunftcS  l^at  feinen 
»eiteren  ffiuIminationSpunft.  S)a  bie  Sered^nung  beS  ÄuIminationgpunfteS  für  gp  feinen  ein» 
fachen  SOSert  ergiebt,  fo  mag  jie  l^ier  unterbleiben. 

Segfid^nen  toir  bie  Entfernung  beS  ©d^tuerpunfteS  bon  ber  horizontalen  mit  ^,  fo 
l^aben  mir  nadf(  Dem  SBegriff  ber  (äcfdötoinbigfeit 

r/  = -j—  sinqpf/)'  b,  ^.  integriert 


am  am  am 


•« 


cos  (p  f  fji  =  — -j — ,  fj%  =        ,        cos  «1 


'"■m  +  /t^^°^'''^""m  +  |i.'  '*"■  m+|ii 

am 

Joo  /?!  u.  ^,  analog  toie  in  unferen  früheren  ©leid^ungen  II  — IV  ju  nehmen  finb*  3)er 
Spielraum  iji  —  i?,  loirb  am  größten,  ö)enn  ber  Sßunft  B  jioif^en  -^  unb  —  g  oScittiert* 

Über  bie  SJetoegung  be3  ©d^ioerpunfteS  miffen  mir  nunmel^r  goIgenbeS-  3)a  feine 
©efd^minbigfeitSfomponente  nad^  ber  §origontalen  für  benfelben  ejiftiert,  fo  !ann  er  fid^  nur 
auf  ber  burdf)  feine  SlnfangSIage  beftimmten  (f^on  B.  7  ermähnten)  SSertifalen  bewegen, 

am 

meldte  ben  2lbftanb  ?„  -| — -j—  sin  «  öom  SttnfangSpunft  ber  Äoorbinaten  l^at.     %aVit  ber 

Sßunft  B  öon  y  =  of  big  5P  =  o,  fo  rüdtt  ber  ©d^merpunft  auf  feiner  SSertifalen  fortmdl^renb 
itad^  unten  mit  guerft  ju-  bann  abncl^menber  ©efd^minbigfeit,  in  y  =  o,  menn  ^  =  «/i,  ftei^t 
er  einen  Sßoment  ftilt  (sin  y  öerfd^minbet),  tritt  bann  feine  Slüdttour  an  (wegen  sin  (—  9) 
=  —  sin  9  änbert  bie  ®ef d^minbigfeit  ba8  SSorjeid^enj,  burd^Iäuft  feine  SSertifale  mieber  mit 

crft  äu=  bann  abnel^menber  ®cfdf(minbigfeit,  ftel&t  in  9?  =  —  «i  refp»  9  =  —  ^^  ^^^  v  =  v^f 

iDieber  ftifl  (qp'  üerf4iminbet),  fel)rt  feine  SetoegungSri^tung  um  (y'  änbert  baS  3^1^^")^  ift 

für  (p  =  o  mieber  in  feiner  tiefften  unb  für  y  =  «i  (f)  lieber  in  feiner  pc^ften  2age  unb 

fo  fort.  Sie  SBenbung  be«  Sc^merpunfteS  in  ber  tiefften  Sage  finbet  altemal  ftatt,  menn 
g)  =  o  ift,  bie  in  ber  l^öd^ften,  menn  <p  feinen  abfolut  größten  SBert  annimmt-  3)er  ©d^mer^ 
punft  befd^reibt  feine  SBal^n  nod^  einmal  fo  fd^neff  als  ber  Slufl^ftngepunft  ober  ber  Sßunft  B. 
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mx  ermitteln  ie^t  no(ii  bte  abfolute  SBa^n  beS  fünftes  B.  S9ei  ber  SSetrad^tung 
ber  rclattoen  Scttjegunfl  öon  B  l^attcn  mix  In  ber  ©leid&ung  x  —  j  =  a  sin  y  5  fonftant  ju 
nel^metu  2)aburd^  bag  toir  je^t  $  bie  äSariabilitat  iDal^ren,  fugen  toxx  beut  $un!te  B  bte  i6m 
aufeer  ber  Dotation  nod^  änfommenbe  2;ran8Iatton  l^tngu.    ®8  tft  frül^er  gefunben: 

am 

2f  =  ?o  H f —  (sin  <Jc  —  sin  cp) 

m-j-ffr  ^ 

2)emnad9  x=  Jo  H i —  sm  «  -^ j—  sm  y 

am 

©etfen  »tr  x  —  |^ j—  sin  «  =  z,  fo  tft 

m-|- ju- 

au 
z  =  — j —   sm  cn, 
m-f-fi 

»orauS  mit  ^injunal^me  ber  gu  x  — J  =  asin9)  geliörigen  ©leid^ung 

y  =  a  cos  flp 

folgt: 

b.  1^.  ber  $untt  B  befd^ietbt  bei  unferer  Slnnal^tne  h  =  o  eine  @Kipfe,  beren  äßittelpunft  bte 

am 

Roorbtnaten  0  unb  ?o  H — -j—  si^ «  Ö^t,  nnb  beren  ipalbajen  refp.  ftnb :  a,  bte  ßänge  ber 

^enbelftange  unb  — ^ ,  bie  (Entfernung  be8  ©ci^toerpunfte»  öom  Sßunite  B.  ®ie  grofee  Slge 
2a  tft  längs  berjentgen  äSertüalen  gerici^tet,  n)eld^e  mir  als  93a]^n  beS  Sci^tDerpuntteS  gefunben 

2  a/* 

l^aben,  bie  Heine  2ljc  -—^  längS  ber  feften  iporigontalen,  ber  SSal^n  beS  SßunfteS  A.    ®ie 

»rennpunfte  l^aben  bon  ber  ©orijontalen  bie  Entfernung  +  — j—  Km(m+2jii-)^ 

@S  liegt  nun^  naäjibtm  bte  93a]^nen  ber  beiben  in  unferm  @i)ftem  t)ortommenben 
materiellen  fünfte  unb  beS  ©d^toerpunfteS  unterfud^t  finb^  bie  grage  nai^e,  toelti^eS  bie  SBal^nen 
ber  übrigen  (geometrifd^en)  ^nlte  ftnb*  SBenn  s  einen  äd^ten  SJrud^  Begeid^net,  fo  lönnen  »ir 
ben  älbftanb  eines  beliebigen  ^untteS  unferer  $enbelftange  Dom  Slufl^&ngepunft  mit  a«  be< 
seidenen«  ^ie  am  älnfang  unferer  Unterfud^ung  für  ben  $untt  B  aufgefteEten  (Sleid^ungen 
gelten  für  einen  beliebigen  Sßunft  ber  Sßetibelftange  bann  über  in 

X  —  5  ==  a«  sin  qp  y  =  a«  cos  y. 

SSerfal^ren  toir  l^ier  ebenfo  toie  oben,  fo  ergicbt  fic^  als  SSal^n  cincS  beliebigen  SßunfteS 
ber  Sßenbelftangc  bie  (Sttipfe 

-Z-  +  _  ^' =  1 

V        m-[-/[i/ 

bereu  aßtttelpunft  jufammenfäUt  mit  bemjenigen  ber  für  B  gefunbenen  @Qipfe*     SBegen  ber 
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aSartabtUtät  Don  «  cntl&ält  borfte!)cnbe  ®Ici(|unfl  bic  für  ben  aufpngcpunft,  bcn  ^ditotu 
pmtt  unb  bcn  (Snbpmift  flcfunbencn  .aI2  fpcctette  götte  in  fl$  für 

€  =  o,fi  =  -^—  unb  €  =  1  (©rengfall)* 

®ic  ©Ictd^ung  Icl^rt  ferner,  ba&  für  ben  tn  ber  SÄltte  stoifd^en  Slufl^änge*  unb  ©d&iöcr* 

Dunft  flelegenen  SlSunft  aI8  SBal^n  ein  ßreiS  ftd^  crgiebt  mit  bem  3labtu8  V»»--^^,  ha  für 

biefcn  t5fatt  « =  Vi  -^7-  iu  nel^men    ift.    3)iefer  ÄreiS  bilbet  ben    Öberganfl    öon  bem 

softem  ber  ©ttipfen,  beren  große  2lje  üertifal  gerietet  ift,  ju  bemjeniflen  ber  (Slltpfen  mit 
l^origontalen  grofeen  2l£en*  (Srftere  fommen  allen  Sßunften  ber  Sßenbelftange  üon  bem  focben 
be3ei(]^neten  mittleren  $un!t  bis  jum  @nbpunft  ju,  legtere  ben  oberl^alb  ieneg  9){itteIpunIteS 
big  gum  ^uf^&ngepunlt  gelegenen.    2)er  2)urd^gang  ber  elfteren  (SQipfen  burd^  eine  ©erabe 

für  €=— ^,  b.  ff.  für  ben  ©d^iocrpunft  erHärt  fid^  leidet,  »enn  man  bebenft,  bafe  für  ge^ 

badete  (Sttipfen  bie  Keine  äje  gleid^  ber  Entfernung  beS  betreffenben  ghmfteS  bom  ©d§»er» 
punß  ift,  biefe  alfo  für  ben  ©d^ioerpunft  felbft  berfc^ioinbet*  ©an?  SlnalogeS  flnbet  fic^ 
bei  bem  gueiten  @i)ftcm  ber  EQipfen*    Mt  genannten  (SQipfen  l^oben  bie  gemeinfame  @igen» 

fd&aft,  baß  bie  3)ifferenj  refp*  bie  ©umme  i^rer  ©albajen  afu-afc ^\  refp*  a«  unb 

a  (-^ «)  (bie  3)ifferens  für  bie  Sßunfte  unterl^alb  beS  Sd^toerpunfteg,  bie  Summe  für 

am 

bie  ^nfte  oberl^alb)  eine  fonftante  ©röfee  ift  -^^  (Entfernung   beg    ©d^toerpunlteS  öom 

Sluf^ängepunft).  2)iefelbe  !)dngt  alfo  üon  ber  SSerteilung  ber  ÜRaffen  in  unferem  ©ijftem  ab. 
3ft  bie  aJioffe  beS  3[uf!)angepunlte8  fei^r  grofe  im  Serl^altniS  p  berienigen  beS  @nbpunlte8, 
b*  1^.  /[*  =  00,  fo  nimmt  jene  Siffereng  refp.  ©umme  il^rcn  fleinften  SBert  =  o  an,  b.  l^» 
bie  EQtpfen  gelten  in  ^etfe  über.  SBir  l^aben  bann  ben  %aU  beg  gemdl^nlid^en  $enbelg, 
inbem  bie  93ett)eglid^!eit  unfereg  Slufl^angepunftcg  burd^  bie  Slnnal^me  /*  =  00  aufgehoben 
wirb,  (©efeen  toir  /*  =  00  in  unfere  (Sleic^ungen  für  bie  ©efd^toinbigfeiten  unb  bie  3^*, 
fo  erl^alten  loir  bie  entfpred&enben  ©leid^ungen  beg  getoß^nlid^en  ^enbelg*)  3ft  bagegen  bie 
ÜJJaffe  beg  ©nbpunfteg  B  fel^r  grofe  im  S5erl^altnig  ju  berienigen  beg  Slufl^ängepuntteg  m = 00 , 
fo  iji  ber  SBert  Jener  3)tffereng  ober  ©umme  am  größten  =  a.    ®ann  befd^reibt  ber  Jßunft 

B  eine  SSertifale,  feine  ©ttipfe  gel^t  über  in  eine  (Serabe  (« ^  =  1  —  1  =  0).    ©inb 

aber   bie  3Jlaffen  unferer   beiben  Jßunite  gleid^  m=fi,  fo  ift  jene  Sifferenj  ober  ©umme 

ovyi  o 

=  0/  ^^^  Ö^^öfee  Slxe  ber  (Sttipfe  beg  Sßunfteg  B  ift  bag  SJoppelte  ber  fleinem    3)er 


m-}-jit        2 

Jßunit  ber  Sßenbelftangc,   »elc^er  einen  Sreig  befd^reibt,  liegt  um  'U&  bom  Stufj^üngepunft 
entfernt, 

a)ag  eigentümlid^e  Äefultat  unferer  Unterfud^ung,  bag  unter  einer  getoiffen  Soraug» 
fe^ung  aufeer  bem  äuf^ängepunft  aud&  nod^  ber  ©d^merpunft  unfereg  S^ftemg  eine  ®erabe 
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utib  jtoar  fcufrcd^t  ju  bcricniflcti  bc8  auftängcpunfte^  betreibt,  Icl^rt,  bafe  totr  bic  Sctocgung 
unfcrcS  Sijftemg  au^  J^eröorbringcn  fönncn,  lucnn  tütr  2  fcfte  5ßunftc  einer  ©tange  gtoiiiflen, 
2  gu  einanber  fenfred^tc  ©erobe  gu  befdjrciben  unb  bann  paffenbe  ^äfte  anbringen*  ((SÜiptifd^c 
$ijt)oci)floibenbett)egung0  3)a  ferner  bie  ben  beibcn  fcften  fünften  ber  oben  eingeffil^rten  Stange 
auferlegte  SScblngung  jur  golge  ^at,  bafe  bei  ber  Setoegung  bie  ©tange  ftetS  alS  Xangente  an 
ber  fogenannten  SlftroiS  l^erumglcitet  (cf.  ©c^eH,  Xl^eorie  ber  Setöegung  unb  ber  Äräfte 
©♦  39  Sluflage  1),  fo  fönnen  tt)ir  bic  bei  unfcrcm  Sßenbel  frei  öorfommenbe  Setpegung  aud^ 
fo  ergioingen,  bafe  tt)ir  bem  5ßunfte  A  feine  ©orijontale  aI8  35af)n  antoeifen,  bie  mit  il^m 
öerbunbene  ©tange  aber  an  ber  genannten  SlftroiS  aI8  Tangente  l^erumglciten  laffcn* 

Sa  eS  bei  einem  Problem  ber  S^namif  in  lefetcr  Snftang  barauf  anfommt,  ben 
Drt  aU  gunftion  ber  3^it  barjufteUcn,  fo  mürben  mir,  ba  ja  im  SBorflel^enben  nic^t  t, 
fonbern  (p  al8  unabl&angigc  SBariable  auftritt,  mit  imferer  Untcrfud^ung  no(i^  nic^t  ju  ®nbe 
fein.  SQ8ir  müßten  für  jebeS  y  nod^  ba8  gugePrige  t  beftimmen,  b.  f).  mir  müßten  ba& 
3ntegral 

*^  V^  1  —  ;'  cos  *  (p 
t  =  a  — ^^  ""     d(f 

V  2agcosf/' — a*k 

umtel^ren*  äßangel  an  9taum  Verbietet  unS  aber,  biefer  Slufgabe  n&l^er  gu  treten.  @S  mag 
l^ier  genügen,  auf  biefelbe  l^ingemiefen  gu  l^aben*  2Bir  geben  nur  noci^  bie  Sßeriobe  T  ber 
9totationSbemegung  an 

^'^V    1  — y  COS    \p 

dqp 

V  2agco8qp  —  a*k 

®8  erübrigt  nun  no$,  bie  SntcgrationSfonftanten,  meld^  im  Saufe  ber  Unterfuci^ung 
aufgetreten  finb,  au3  ben  ©tögen,  bie  bem  ©))ftem  am  Slnfang  ber  äSetoegung  mitgeteilt  merben, 
abguleiten.  ®iefe8  gefd^ief)t  auf  folgenbe  SBeife.  SBenn  ber  ^nlt  A  ben  ©tofe  r  in  ber 
3Hd^tung  feiner  35a^n  —  anbere  ©töfee  fommcn  für  il^n  ia  nic^t  in  SSetrac^t  —  erhält  unb 
ber  SlSunft  B  na(|  ben  Sljcn  bie  ©töfee  ref^  p  unb  q,  fo  ergiebt  d'Alemberts  Sßringip 

(|u.?'  — r)d?  +  (mx'  — p)dx+(my'  — q)dy  =  o, 

mo  x',  y\  s',  dx,  dy,  rf?  an  bie  33ebingung 

(x-5)«  +  y*  =  a* 

gehtüpft  finb.    5ßa(|  ben  ©ubftitutionen 

X  —  ^  =  a  sin  q)  unb  y  =  a  cos  q> 

erl^alten  mir 

x'  =  J'  -|-  a  cos  <f>q>'  ,y'  =  —  a  sin  q>q/ ,  d  x  =  dj  -|"  *  ^^^  q>  6  (f,dy  =  —  a  sin  (pd  (p, 

toeici&e  SBerte  ber  crften  (Sleid^ung  folgenbe  ©cftalt  geben: 

(/ii$' — r)(J5-f-  (m  J'-|-macosyy' — p)  ( J^ -f" * ^^s </) rf y)  +  (masinyqp'-|-9[)  asinqpd9)=o. 

SBegen  ber  SBittfürlic^fcit  öon  dj  u.  dy  fpaltet  fi(^  biefe  ®Iei<]&ung  in  bic  beibcn 
folgenbcn : 

(m  +  i")  J'  +  ma  cos  qpqp'  —  (p  +  r)  =  o 
(ra?'  -|-  nia  cos  rpq)*  —  p)  a  cos  y  -|-  (ma  sin  fp(p'  -|-  q)  a  sin  (p  =i  o^ 


T  =  2a 
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3)arau8  ergeben  jlci^  für  y'  unb  ?'  bie  SBertc: 

p4-r 

p  cos  (f  —  q  sm  <f  —  ~[~~   ™  ^^^  V 
^' = °^  '  ^ 

am  (1 r—    cos  *<3p) 

p  sin  *y  -f"  <1  si^  9^  ^os  y  +  r 

(m  +  M)  (1 ^|-      cos  V) 

®iefc8  jlnb  bie  ©efd^toinbtgfeiten  ffir  t  =  o  unb  y  =  «♦  ®a  toxi  bte  ÄotationS- 
anfangSgefd^kPtnbigleit  beS  fünftes  B  frül^er  mit  c  unb  bie  ^ranSIationggef^toinbigteit  mit 
S'o  bejeic^net  ^oben,  fo  ift  bemnad^: 


p  +  r 

U    UVÖ   c*  —  U    »Xll   w  

^  ^  ] 

t  =  0,    C  = 


p  cos  a  —  q  sm  a  —     --. —     m  cos  a 


*•  0 


m  (l , —   cos  *a) 

^         m-[-f* 

p  sin  *a  +  q  sin  a  cos  a  -|-  r 
(m  +  u)    (l j —    cos  *a) 

SDer  tJatt  b  =  o,  auf  ben  »ir  unS  in  ber  öorliegenben  Unterfud^ung  befd^r&nft  l^aben, 
bebingt  nun  nod^ 

p-j-r  =  o 
ba  b  =  J'o  (m  +  iii)  +  m  c  cos  a. 

3unt  @d^Iug  no(]^  bie  S9emerlung,  bag  analog  mie  beim  gelDöl^nlid^en  ^enbel  baS  bem 

in  ber  öorliegenben  Unterfud^ung  betrachteten  matl^ematifd^en  entfpred^enbe  pl^^jif(ä^e  Sßenbel 

ber  gorm  nad^  biefelben  S9eU)egungSgleid^ungen  l^at  mie  baS  mat^ematifd^e,  iDorauf  einjugel^en 
tDir  on  biefer  ©teile  ber§id^ten  muffen- 


\ 


's>'ii'^ '  .^  ii'      v«:,^  ^.ry.  -ttm^^ . 


Die  ganze  lebendige  Kraft  des  Systems  bestellt  aus 
derjenigen   dee   Ringes,    die  mit    T*,    und   derjenigen    des 
Pendels,  die  mit  T^  bezeichnet  werden  möge.     Es  ist; 
T,=\S  {^"  +  y*  +  2")  dm, 

T^  =  kS  (=«"  4-  y'  +  '=■•) '''».. 

Bei  der  Berechnung  von  T,  sind  die  Formeln  1)  an- 
zuwenden.    Es  ist: 

X   =  —  {x,  sin  5,  +  y,  cos  q,)  q,' 
y  =  (x,  eo8  q,  —  y,  sin  y,)  5,' 
z'=0. 

ai'"  -j-  y'  -j-  e*  =s  x,''  sin  *y,  ji''  --|-  2  a;,  j,  sin  q,  cos  5'  i/,'' 
+  Si*co8'?i  ?i''  +«i'cos'?i  Vi'  —  23;,  1/,  sing,  cos  y,  q,'' 
+  y,'  sin  'j.  g,''  =  j,"  (a;,'  +  y,') 
n  =  i  C,  ?,". 
Um  Tt  zu  berechnen  wendet  man  die  Formeln  3)  an. 
Es  ist: 

x  =  —  z»  (sin  ji  sin  5,  g,'  —  cos  y,  cos  *^,  g,') 
—  X,  (cos  5,  sin  q,  q,'  -j-  cos  y,  sin  y,  y,')  —  y,  cos  q,  q,' 
y  =  a,  (sin  j,  cos  y,  5.'  +  cos  5,  sin  q,  g,') 
^  «,  (sin  q,  sin  y,  ji'  —  cos  q,  cos  j,  g,')  —  y,  sin  j,  5/ 
2  =  —  z,  sin  9,  ?,'  —  x,  cos  y,  y,'. 


Ordnet  man  die  rechten  Seiten  nach  q,'  iir 
quadrieili,  so  erhalt  man: 

'^"  +y''  +  g''=  ?i''  (^i'  8™  '?s  sin  'g,  -|- 


■d?; 


dmt  -j-  ji'  5i'  fsin  j,  /  k,  y,  dm,  —  cos  q^fy^  z»  rfmii  ^ 
T  ?' '  1^1  H*  ^*  ^'"^  '?»  ~t"  *-^'  '^"^  *?>  ~l~  2  ^'"  9'  •'"^  2> 
Jar,  2,  dm,I  +  i  ?»*  ^i  +  ?i'  ?»  |si°  Ji/^:,  y,  dm, 
—  cos  Si/yi  Zj  dni,j. 

Die  Integrale  /  »,  y»  dni),  /a:,  z,  dm,,  /  y,  a,  dm, 
haben  nun  den  Wert  Null,  wenn  die  Coordinatenaxen 
zugleich  Hauptträgheitsaxen  des  Pendels  sind.  Ist  nun 
die  eigenthche  Masse  des  Pendels  mit  der  Stange  des 
letzteren  so  verbunden,  dass  die  3;,-Axe  mit  einer  der 
durch  den  Schwerpunkt  des  Pendels  hindurchgehenden 
Hauptrtigheitsaxen  zusammenßUlt,  so  ist  auch  für  den  Coor- 
dinatenanfang  die  x, -Axe  eine  der  HaupttrSgheitsaxen.  ■) 
Durch  eine  Drehung  der  Masse  des  Pendels  um  die  3;,-Axe 
kann  dann  immer  erreicht  werden,  dass  auch  die  beiden 
anderen  Hauptträgheitsaxen  mit  den  Coordinatenaxen  zu- 
sammenfallen. Hat  die  Masse  z.  B.  die  Form  eines  Rotations- 
körpers, dessen  Drehungaxe  die  a:,-Axe  ist,  so  ist  die  obige 
Bedingung  von  selbst  erfüllt;  bei  jeder  anderen  Form  der 
Masse  aber  lässt  sich  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen 
leicht  durch  Rechnung  feststellen.  Dann  ist: 
6)   r=  \qi''  \C,-\-Aj  sin  '5,  +  C,  cos  '9,!  -}-  {  ?,"'  S,; 

-7— r  =  q%    \C,  -j-  j4,  sin  'y,  +  C\  cos  '71I 


iT 


-  =  5, 


ß,. 


Es  ist  die  Kräftefunktiou : 
V  ^  —  g  f  X  dmi  —  g  f  X  dm,  =  —  9  f  {^t  cos  y,  — 
y,  sin  q,)  dm,  —  g  f  (a:,  cos  5,  cos  9,  -j-  z,  cos  q,  sin  f , 
—  y,  sin  5,)  dmx  =  —  ff  cos  qifx,   dm,  -J-   g  sin  ^, 

';  Poisson,  Traite  de  ini.'Ciiiiique,  tome  II.  Cliapitre  III. 


Wert  reell  ist,  rnuas  die  Form  des  Pendels  eine  derartige 
sein,  dass  ^,  ]>  C  ist 


Integration  für  den  Fall  kleiner  Schwingungen. 

Die  Schwingungen  des  Pendels  seien  so  klein,  dsBS 
in  der  Entwickeluog  der  einus  und  cosinus  nur  das  erste 
Glied  genommen  zu  werden  braucht.  Dann  sind  die  Be- 
wegungsgleichungen : 

Die  Integration  ergiebt: 
10)     },  =  a,  cos  kit  -\- b,  sin  A,  ( 
q^  ^  qt  008  k^t  -\-  bx  sin  k^  t. 

Behufs  Bestimmung  der  Constanten  werde  festgesetzt, 
dass  für  /  =  0,  5,  =  0  ^  =  t)„  für  ( =  T,  j,  =  o  ^? 
=  V,  sei.  Es  wird  also  die  Zeit  von  dem  Augenblick  an 
gerechnet,  in  welchem  sich  die  a;,-Axe  (Stange  des  Pendels) 
in  der  xz- Ebene  befindet,  l  ist  die  Zeit,  nach  welcher 
dieselbe  Axe  in  die  a^y -Ebene  gelangt.  Die  obigen  Glei- 
chungen lauten  dann: 

Ol  ^  7^  sin  i,*:  o.  =  7^  sin  k,  (t  —  11; 

'  i,  '  *j 

Bezeichnen  T,  nnd  T^  die  Zeiten,  welche  verfliessen, 

während  y,  resp.  y,  von  ihren  Nullwerten  bis  zum  nJlelisten 

Maximum  resp.  Minimum  gelangen,  so  ist: 
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Fig.  II  in  ihren  auf  einander  folgenden  Phasen  dargestellte. 
Je  nach  dem  kleineren  oder  grosseren  Werte  von  e  geht 
die  Gestalt  1)  langsamer  oder  schneller  in  die  Gestalt  2)  ii.  S. 
über.  In  den  Figuren  III  und  IV  sind  die  aufeinander  fol- 
genden Gestalten  der  Bahn  für  die  Verhältnisse:  m -.  n  = 
3  :  4  -|-  E  und  m  :  n  =  4  :  5  -|-  e  dargestellt  Welche  der 
dort  gezeichneten  Phasen  zuerst  eintritt,  hängt  von  dem 
Werte  der  Grösse  4  ab. 

Diese  Curven  stimmen  überein  mit  den  Lisaajous'schen 
Figuren,  welche  die  Schwingungscurven  darstellen,  die  aus 
den  Schwingungen  zweier,  in  zu  einander  senkrechten 
Ebenen  schwingenden  Stimmgabeln  resultieren'). 

Der  Wert  des  Verhältnisses  der  Grössen  m  und  n  lilsst 
sich  aus  der  gegebenen  Masse  und  Gestalt  des  Pendels 
bestimmen,  da  m  ;  h  =  yß'^  ■_  yc,  -f-'C,  ist. 

Integration  für  den  Fall  von  Schwii^ninsen 
endlicher  Grösse. 

Eine  weitere  Vereinfachung  der  DifTerentialgleichungen 
für  die  Bewegung  des  Pendels  tritt  ein,  wenn  man  der 
Bedingung  A^  =  C,  noch  hinzufügt,  dasa  zugleich  S,  = 
(7,  -j-  Ai  sein  soll.  Wie  diesen  Bedingungen  durch  die 
Verteilung  und  Form  der  Masse  des  Pendels  entsprochen 
werden  kann,  soll  am  Schluss  an  eiuem  Beispiel  gezeigt 
iverden.  Die  Bewegungsgleichungen  sind  dann; 
13)        ^  =  —  2_1_  em  q,  cos  y, 

')  lAesAJous,  Anital.  de  Ch(!niie  3.  serie,  L.  I.  147.  Helmholti, 
die  Lehre  tod  den  TonempfiD düngen.     4.  AuR.     S.  206  n.  206. 


k 


1 


_  i*_ 
Wird   nach  einer  Zeit  X  vom  Anfang  der  Bewegung 
an  gerechnet  der  Winkel  i)>j  =  o,  so  ist: 

A:]/2*  /  l/coB  1^1,  —  coa  a, ' 

woraus  durch  Substitution  erhalten  wird: 
1    /if»            dtft 
16) 


1  /"" 


Bin  —  sin  '(p. 
Zur  Ahküizung  bezeichnet  man: 
17)       sin  -^    =  m,'      sin  — '  =  m,'.    Dann  ist: 

tp,  =  an»  {fe(,  m,),  *(i,  =  am  (ä:((— t),  mj). 
Bezeichnet  man    mit   T,  resp.  7",  die  Zeiten,   welche 
verflieasen,  während  (f ,  resp.  (p,  von  Null  bis  —  anwachsen 
und  mit  K,  resp.  Kj  die  vollständigen  eUiptischen  Integrale 
der  ersten  Gattimg,  so  wird: 

18)       r,  =  ^,        7\  =  ^*  und  daher 
(p,  =  am  (^^1  (,  m.)        f,  =  am  (^J|  ((  - 1),  «i,), 
zugleich  besteht  die  Beziehung:  —^  ^  - J ;  femer  ist: 

sm  ^-  =  m,  sm  am  =*  t 

2  '  T,       (mod  »,) 

Ein^  =  m,  Bin  am  -f?  ((  -  i) 

CO.  *l  -  4a»,  5.;  «i^_^^        00.  \'  =  4  ™  j;('-')„ 

woraus  man  erhält: 

sin  },  =  m,  Bin  am   ^r  «  i  «»»  ^-  ('  —  i) 
-|-  wi,  sin  am  — '  (( —  i)  4  um   ^  f. 


18 

Da  die  Coordinatcn  nach  Verlauf  einer  Zeit  t  =  47", 
wieder  dieselben  Werte  annehmen,  so  beschreil^t  joder 
Punkt  der  a;,-Axe  eine  geschlossene  Curve. 

Die  Projektion  derselben  auf  die  y2- Ebene  besitzt 
einen  Mittelpunkt  (y  =■  o,  z  ^  o),  denn  die  Coordinaten 
1/  und  s  nehmen  nach  einer  Zeit  (  =  27",  dieselben  Zalilon- 
werte  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  an.  Bezeichnet 
man  den  Winkel,  welchen  die  durch  den  Schwerpunkt  dos 
l'endels  gehende  bewegliche  a!,-Axe  mit  der  festen  x-Axe 
bildet  mit  Xt  so  ist 
25)    ooaz  =  — ^=1— m,'('8in'am-'(+8in'am-'((-T)\ 

Esi8t-^  =  — 2n!,  y^  jsmam^l  tcosam  -'t^am  ,-^'t 


4-  sin  am 


;■  (t-t)  cos«™  5  (,_i,4„„|.  ((_£)/. 


Berücksichtigt  man,  dass  sin  amv  =  —  sin  am{ — w) 
COB  amv  =  eos  am(—v),  ^amv  =  ätim( — n), 
Bin  am  (K  +  v)  =  sin  am  (K  -  ,,) 
COB  am  (K  -\-  v)  =  -  COB  am  (K  —  v) 
Aam  {K  +  v)  =  4«m  (K  ~  v) 

ist,  so  findet  man,  dass  — -— =  =  o  wird  für: 


.  ?■,  +  i,  2^,  +  , 


Zur  Entscheidung,  wann  ein  Maximum  resp.  Minimtnn 
eintritt,  würde  — ^J-^  zu  bilden  sein,  doch  gelangt  ma« 
einfacher  zur  Entscheidung  durch  Vergleichung  der  den 
Worten  f  ^  —  und  t  =s  T,  -\-  —  entsprechenden  Werfe 


f,    rf-MfA^l 


^-ÜtZJ 


il 


XL  ^aÜFes-ScF 

Landes-Oberreal 

\  ÄÄHR.-0STRÄU 


für 


iü- 


^<^  j     das   S  c  h  u  I  i  a  h  r   1 

Ti  .p  HpTausgegebcn 

^  f  von   dcF  'Direation. 
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,'*#«- 


T-;i«3«f^eäÄ 


l&V^* 


TH/ 


«^  "■_!. 
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Ableitung 
der  Schwingunggdauer  des  mathematische 


I. 

Unter  einem  mathematischen  Pendel  versteht  man  einen  c 
der  an  einem  gewichtslosen,  undehnbaren  Faden  aufgehängt  ist. 
materielle  Punkt  mit  der  Masse  m  und  B  der  Befestigungspunkl 
Vorrichtung  im  Ruhezu?tande  ein  Lolh  vor. 

BO  ist  vertikal  und  heist  die 
Pendellange.  Es  werde  nun  0  nach 
A  so  gebracht,  dass  der  Faden  ge- 
spannt bleibt  und  dann  freigelassen, 
so  wirkt  auf  A  die  Schwerkraft. 
Die  durch  sie  hervorgebrachte  Be- 
schleunigung g  kann  man  in  zwei 
aufeinander  senkrechte  Compo- 
nenten  y  und  v  zerlegen.  Die  in 
die  Richtung  des  Fadens  fallende 
Componente  v  wird  durch  die 
Festigkeit  des  Fadens  aufgehoben, 
die  zweite  Componente  -^  bewirkt 
eine  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  in  einer  Kreisbahn. 
Die  Bahn  ist  darum  kreisförmig, 
weil  der  Faden  als  undehnbar  ange- 
nommen wurde,  also  der  materielle 
Punkt  von  B  immer  gleiche  Entfernung 
haben  muss. 

Man  denke  sich  durch  A  die  Ge- 
rade AA'XBO  gel^t,  so  ist  sie  hori- 
zontal und  schneidet  den  Kreis  im  Punkte 
A'  zum  zweitenmale.  Wir  haben  es 
hier  mit  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  einer  stetig  gekrümmten 
Bahn  in  Folge  der  Schwerkraft  zu  Ihun. 
Da  der  materielle  Punkt  bei  der  Be- 
wegung von  A  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  G  der  Bahn  um  dii 
g(^fallea  ist.  so  besitzt  er  dort  die  tangentielle  Geschwindigkeit 
V  =  V  äglT 


—  2  - 


i^ 


k 


kU 


i 


Je  grösser  h  wird,  desto  grösser  wird  die  tangenfielle  Geschwindigkeit;  die- 
selbe ist  also  im  Punkte  O  am  grössten.  Es  wird 

V  =  o 
wenn    h  =  o, 

was  für  die  Punkte  A  und  A'  der  Fall  ist.  Hiemit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  der 
materielle  Punkt  über  .0  ebensoweit  erheben  wird  als  er  herabgefallen  ist.  In  A' 
beginnt  die  Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne  und  wird  die  Geschwindigkeit 
erst  in  A  wieder  Null  u.  s.  f.  Eine  solche  Bewegung  nennt  man  eine  schwingende. 
Die  Abweichung  des  Pendels  von  der  Ruhelage  nennt  man  die  Elongation  ß;  die 
grösste  Elongation  a  wird  die  Amplitude  genannt.  Die  Zeil,  welche  zur  Zurück- 
legung des  Weges  von  A  nach  A'  oder  Zumck  gebraucht  wird,  heisst  die  Schwin- 
gungsdauer des  Pendels. 

Da  B  0  J_  A  A',  so  ist  B  0  eine  Symmetrieachse,  also  A  O  :=  0  A'  und 
daher  auch 

^  ABO  =  ^  OBA', 

d.  h.  die  Amplitude  des  Pendels  ist  zu  beiden  Seiten  der  Ruhelage  dieselbe. 

Bevor  wir  an  die  Ableitung  des  Ausdruckes  für  die  Schwingungsdauer  gehen, 
ist  es  zweckmässig,  erst  eine  andere  Art  schwingender  Bewegung  in  Betracht  zu  ziehen. 

Es  bewege  sich  ein  Punkt  gleichförmig  in  einem  Kreise  K  mit  dem  Radius 
R  so,  dass  er  nach  der  Zeit  T  den  Umlauf  vollendet  hat 

Dreht  man  den  Kreis  senkrecht 
zur  Zeichenebene,  so  wird  sich  die  Be- 
wegung auf  den  Durchmesser  AB  pro- 
jiciren,  d.  h.  es  wird  der  Punkt  für 
den  Beobachter  den  Weg  OAOBO 
während  der  Zeit  T  zurücklegen.  Diese 
Bewegung  ist  wie  die  früher  behandelte 
eine  schwingende  mit  der  Schwingungs- 
dauer T. 


Ist     V    die    Geschwindigkeit 
Punktes  im  Kreise,  so  muss 

2R7r  =  TV 
2R^ 


des 


V  = 


Während  der  kleinen  Zeit  t  legt  das  Bev/egliche  im  Kreise  den  Weg  zurück 


a  =  Vt  = 


2Rn 
"  f 


T. 


Der  entsprechende  Weg  in  der  Projection  ist 


a'  =  acosa  = 


IV' > 


2R^ 
~T" 


T  COS  a. 


-i- 

Nach  diesen  Vorberoitungfen  ei^ibt  sich  die  Sehwingi 
malischen  Pendels  sofort.  Betrachten  wir  den  materiellei 
in  dem  Punkte  C  während  der  Bewegung  von  0  nach  A,  st 
der  Bewegung  entgegen,  erzeugt  also  eine  negative  Beschleunii 

Man  hat,  wenn  vom  Zeichen  abgesehen  wird, 
Y  =  gsin^. 

Ist  der  B(^en  AA'  sehr  klein,  so  kann  man  ohne  e 
statt  sin  ^  einfach  ß  setzen,  so  dass  • 

r  =  K  ■  !!■ 

Nun  ist  aber 

OG  --=  X  =  ; .  ß 


I' 


Für  die  wirksame  Kraft  P  erhält  man  dann 

ri  mit 

P  =  niT  =  -p  •  X. 

Da  hier  die  Kraft  propoitlonal  der  Entfernung  x  vo 
läge  O,  so  ist  die  Pendelbewegung  eine  schwingende  der  frühi 

zu  setzen. 

Für  die  Zeil,  welche  zur  Zurücklegung  des  W^es  C 
ist,  erhält  man  dann  den  Wcrth: 

=  g 

Unter  der  Schwingungsdauer  T'  des  Pendels  verstehl 
welche  zur  Bewegung  von  A  nach  A'  nöthig  ist.  Diese  Zeit  ist  n 
Hälfte  von  T,  also 

T'  = « fJ:. 

K 
die  gesuchte  Schwingungsdauer  des  Pendels.  Sie  gilt  insofern 
als  es  nur  für  kleinere  Bogen  gestattet  ist,  den  sinus  durch  d« 
Es  soll  nun  im  Folgenden  die  für  jeden  Werl  der  Amplitude 
leitet  werden.  Die  hiebet  vorkommenden  Summationen  von  go 
können  gel^enttich  im  mathematischen  Unterrichte  voi^cnommi 
die  Reihenentwicklung  einer  im  Laufe  der  Rechnung  auftreten 

II. 
Nach  den  einleitenden  Bemerkungen  kann  die  Schwing 
nialisehen    Pendels    für  jeden  Wert   der  Amplitude  in    fotger 
werden. 


Die  Bewegung  b^inne  im  Punkte  A'  (Fig.  3),  so  ist 
A'  bis  C  um  die  Höhe  fa  herabgerallen,  weshalb  die  tangenti 
in  C  den  Werl  hat  v  =  ^ISgh 


=  Y  2  g  I  (cos  ß  —  cos  a) 
worin  a  die  constante  Anipliliide,  ß  die  verfinderliche  Elongatio 
sich,  statt  der  Geschwindigkeit  v  die  Winkelgeschwindigkeit  u)  des 
Es  ist  V  =  lu). 


also  I m  ^  V  2gl  (cos  ß  —  cos  a| 

b)  =  V— i  (COS  fi  —  cos  a). 

Die  Winkelgeschwindigkeit  bleibt  wahrend  der  unendlicl 
>o  dass  während  der  Zeit  t  der  Bogen  zurückgelegt  wird 

Die  zur  Zurücktegung  des  Bogens  erforderliche  Zeit  ist 


0)            2  g        V  cos  3  —  cos  ot 
Da  nun  cos  P  —  cos  a  =  2  (siu»  — ^ sin' 

,  =  1  IT .  ^        -  '    .     >- 

z     '  g         l  sin»  -g sm»  —^ 

Behufs  Reihenentwicklung  der  Wurzelgrösse  überlege  m 

P  <« 

.       P  a 

sm  -j-  <  sin   -^, 

dass  man  also  setzen  kann 

1.)  sin  -^  ^  sin    -^  sin  u, 

wo  jest  u  veränderlich  ist.   Dann  ergibt  sich 


1 


sm  -^    cos  u 


2 

Es  ist  aber  f  die  Änderung  von  ?.  Bezeichnet  man  die  t 
rung  von  u  mit  S,  so  folgt  aus  1.) 

~:-i'  '^-'-^  -   (-   -   «■ 

lass  w^en  der  Kl 


^■:  %> 


—  G  — 


so  erhält  man 


2  sin  -g-  cos  u  .  S 


T  = 


COS 


ß 


und 


T   i:^ 


NT 


g 


cos  - 


f 


Nach  1.)  ist  aber     cos 


f5 


2 


==      1 


=  .1 


1 


Sin 


1 


2 


a 

2' 


sin^  u,     also 


Vi 


sm 


2 


sin^  u 


Durch  Ausziehung  der  Wurzel  und  nachherige  Division  erhält  man 

.  =  5  l~r  r.   .    1    .  «    «    . .     .3 


h  +  T  ^^"^  "T  ^'"^  "  "*" 


sm' 


—  sin*  u  -f"  •  •  • 


g  ,|  •        12  2  '8 

Da  ß,    wie   ein    Anblick   der  Figur   lehrt,    die   Werte   von    a  bis   0   durch- 
laufen  niuss,   so    niuss   zufolge   der  Gleichung  1)    sin  u   die  Werthe    von    1  bis  0 

TT 

also  u  die  Werte  von  -^  bis  0  annehmen.     Um   nun   die   Schwingungsdauer  des 

mathematischen  Pendels   zu   finden,   hat   man   die   zur  Zurücklegung  der  einzelnen 
Wegtheilchen  erforderlichen  Zeiten  Ti  ,   T2  ,  .  .  .  .  t^  zu  summieren.    Man  theile  zu 

TT 

diesem  Behufe  das  Intervall  von  ~    bis  0  in  n  gleiche  Theile,  so  dass  jeder  Theil 

7C 


12  n 


dann  ist 


-1  = 


TT 


2  n   '   g 


[ 


I   + 


sin^ 


a 


2 


sin^  5  -}- 


3 

8 


^=T¥^t[ 


1  + 


2 


sin^ 


a 


2 


sin«  2  5  + 


8 


sin* 


sin* 


a 


2 
a 


sin*  5  4" 


sin*  2  5  -f 


] 


T"  = 


2  n  '   g 


[ 


1  + 


sm 


2 


a 


sin«  n  S  -|- 


a 


8 


sin- 


2 


sin*  n  5  -f- 


Setzt  man     Si  =  sin«  5  -j-  sin«  2  5  +  ....  -f  sin«  n  5, 

Sg  =  sin*  §  +  sin*  2  5  +  ....  +  sin*  n  S, 

so  erhält  man  für  die  Schwingungsdauer  T  den  Wert 


n   '  g    L 


] 


+  ~  Si   sin«  -2-  4-  _.  Sa  sin*  -|-  +  .  .  .1 


Die  zur  Erzeugung  dieser  Bewegung  nötige  Kralt  wäre  als 
vom    Punkte  0  proportional.     Eine  ähnliche   Beziehung  findet  ai 
wirksamen   KrafI    und    der  durch    sie  an  einem  elastischen    Körpei 
Verlängerung  oder  Verkürzung  x  statt;  es  ist  nämlich 
P  =  e  .  X. 

Die  Bedeutung  der  Constante  e  ci^ibt  sich,  wenn  x  =  I 

Dann  erhält  man 

P  =  e 
E  ist  also  diejenige  Kraft,   welche  eine   Form  Veränderung  gleich  c 
hervorruft. 

Die  fragliche  schwingende  Bewegung  ist  also  identisch  m 
entsteht,  wenn  ein  durch  ein  Gewicht  von  der  Masse  m  tieschi 
Faden  verlängert  und  dann  sich  selbst  überlassen  wird.  Sollen  t 
identisch  sein,  so  müssen  die  in  jedem  Punkte  der  Bahn  wirksam 
gleich  sein,  also 

_  \\n%* 

daraus  folgt  T  =  2n^^ 

als  Wert  der  Schwingungsdauer, 

Zur  üiscussion  der  Bewegung,  welche  eigentlich  nicht  vo 
Ableitung^  der  Schwingungsdauer  des  mathematischen  Pendels  is 
von  der  Formel 

-  ^^ 

V  ^     ^     cos« 


Um  die  Summen  Si ,  S»  .  .  .  zu  berechnen,  verfährt  man  in  folgender  Weise. 
.  ,  t  1  -  -  cos  2  5 


-  -S-  -  -i-  [cos  S  S  +  cos  4  5  +  .  .  .  +  cos  2  n  sl    ■ 

^  Ji l_  r 1_    ,     sin  (8  n  +  l|  81 

S  äL        J"'"  4sinS        J 

-  JL  j.  _L  _    sin  (2  n  +  1|  S 

2    +    4  4  sin  ! 

Beröcksichtigt  man,  dass  6  =    ^ — ,  so  ergibt  sich  für  das  negative  Glied 

1  ° 

srt   —  -7-,  so  dass 

Zur  Berechnung  von  Si  hat  man 

...        /  1  —  cos  2  6  \« 
»»•'  5  =  ( 2 ) 

1  —  2  cos  2  5  +  cos'  2  8 

4 
2  —  2  cos  2  S  —  Bin'  2  8 


- 

1 
'   2 

l 

:os  2  5  - 

-4- 

2  », 

s,= 

=  s,  - 

^^^ 

sin»  2  5. 

Setzt 

man  in 

s, 

2  S  anstatt  S,  so 

erhält 

man 

S  sin" 

'-^^ 

-4 

sin  (2  n  + 
4  sin 

1)  2  8 
J  S 

n 

=  T 

Es  ist  demnach 

s, 

-  s, - 

1 

■  ~r 

■     2 

3  n 

+  4 

Für  T  ei^bt  sich  demnach 


—  9  — 
Setzt  man  nun  S  unendlich  klein,  also  n  unendlich  gross,  so  erhall  ni 


UM 
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Die  Stellung  des  Körpers  zum  Geräth  beim  Turnen. 

Von  Norbert  Brücke,  wirkl.  Turnlehrer. 


Adolf  Spiess,    der  Vater   des  Schulturnwesens,   hat   in  seinem  Werke  „Die 
Turnlehre",  Th.  IV.,  „Gemeinübungen,"  die  Annahme  gemacht,  dass  der  Körper  des 
Menschen  von  drei  Hauptachsen  durchzogen  gedacht  werden  kann,  und  nannte  die- 
selben Längen-,  Breiten-  und  Tiefenachse.  Die  Erstere  verläuft  nach  Spiess*  Annahme 
l'.  \  vom  Scheitel  senkrecht  abwärts,  wenn  die  Person  in  Grundstellung  steht ;  die  Breiten- 

^  achse  verbindet  die  beiden  Gelenkspfannen  der  Schulterblätter,  und  die  Tiefenachse 

[  geht  von  der  Mitte  des  Brustbeines  zur  Wirbelsäule.     Diese  drei  Achsen  stehen  auf 

einander  senkrecht  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Spiess  nahm  weiters  an,    dass  der  Tiefendurchmesser  oder,    wie  früher  ge- 
sagt   wurde,    die  Tiefenachse   des   menschlichen  Leibes   in   aufrechter   Stellung   nur 
halb  so  gross  sei,  als  dessen  Breitenachse  („Turnlehre,"  Th  IV.,  „Gemeinübungen," 
!  S.  25).    Die  Längenachse  hängt  von  der  Grösse  der  Personen  ab  und  steht  zu  den 

beiden  anderen  Achsen  in  keinem,  bestimmten  Verhältnis.    Ich  habe  mich  in  vorlie- 
gender Arbeil  an  diese  von  Spiess  aufgestellten  Annahmen  gehalten,  weil  sie  geeignet 
\  sind,  das  Folgende  besser  und  leichter  verständlich  zu  machen. 

Die  Stellung  und  das  Verhalten  des  Körpers  an  den  einzelnen  Turngeräthen 
und  zu  dem  selben  sind  sehr  verschiedener  Natur;  je  nach  dem  Zwecke  des  Geräthcs 
tritt  ein  mehr  stützendes  oder  ein  vorwiegend  hangendes  Verhalten  hervor.  Ausser- 
dem gibt  es  Stellungen,  welche  weder  hangend  noch  stützend  genannt  werden  können ; 
wieder  andere  bilden  ein  Gemisch  beider. 

In  Bezug  auf  das  örtliche  Verhältnis  des  Körpers  zu  den  Geräthen  kann  sich 
derselbe  vor,  hinter,  neben,  über,  auf,  in  und  unter  dem  Geräth  befinden,  und  um 
die  Stellungen  verständlich  zu  machen,  will  ich  dies  durch  Bei.spiele  am  Barren  zu 
erläutern  suchen. 

Vor  dem  Barren  befindet  sich  der  Uebende,  wenn  er  beim  Antreten  zur 
Uebung  das  Geräth  gesehen  hat,  gleichgiltig  ob  er  ihm  dann  eine  andere  Seite  des 
Körpers  zuwendet.  Tritt  die.  turnende  Person  zwischen  beide  Holme,  in  die  Holm- 
gasse, so  ist  sie  im  Barren,  steht  sie  mit  Bezug  auf  die  Stellung  vor  dem  Geräth 
links  oder  rechts  von  demselben,  so  befindet  sie  sich  neben  dem  Geräthe.  Wie  man 
sich  hinter,  über,  auf  und  unter  einem  Turngeräthe  befinden  kann,  bedarf  wohl  keiner 
näheren  Erklärung.  Da  es  hiebei  vollkommen  gleichgiltig  und  ohne  weiteren  Einfluss 
auf  die  Bezeichnung  ist,  in  welcher  Lage  der  Körper  der  betreflfenden  Person  sich  be- 
findet, wurde  auf  dieselben  keine  weitere  Rücksicht  genommen.  Zieht  maa  diese 
Umstände  dennoch  in  Betracht,  so  ergeben  sich,  zunächst  bezüglich  des  obgenannten 
Geräthes,  mancherlei  Bezeichnungen. 
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Vorausgesetzt,  der  Übende  hat)e  seine  Aufstelli 
wird  seine  Längenachse  im  Stehen,  auf  der  Ebene  dei 
meinen  parallel  zum  Erdboden  also  wagerecht  liegt,  s 
mit  der  Ebene  des  Bodens  einen  Winkel  von  90"  ein 
die  bei  aufrechter  Haltung  des  Menschen  ebenfalls  in 
kann  nur  senkrecht  und  schräg,  auf  die  der  Holme  gei 
nimmt  der  Turner  Querstand,  im  zweiten  Falle 
stand  ist  jenes  Verhalten  des  Leibes  im  Stehen, 
achse  parallel  zur  Holmenebene  und  zu  diesen  selbst 
gegen  parallel  zur  Ebene  der  Holme,  jedoch  senkrecl 
Quer-  und  Schrägstand  können  auch  ausserhalb  des 
linken  Seite  geübt  und  angeführt  werden.  —  Vei 
Längenachse  treten  im  Stehen  nicht  ein,  wohl  aber  ir 
Sitzen,  Liegen,  etc.  So  befindet  sich  die  zuletzt  genau 
es  die  Stütz-  oder  Hangwage  wagrecht,  im  Handsteh 
um  180"  um  den  Schnittpunkt  der  drei  Achsen  gedrel 
Beim  Stützen,  Oberkörper  aufrecht,  Kopf  ob 
man  einen  Seit-,  Quer-  und  SchrägstQtz,  wi 
leicht  ausführbar  ist,  während  Quer-  und  Schrägstül 
ausgeführt  werden  können.  Da  beim  Stützen  die  Las1 
ruht,  ist  es  leicht  begreiflich,  warum  Quer-  und  Sehn 
schwierig  zu  halten  sind. 

Die  Bezeichnungen:  „Quer-",  „Seit-"  und  Sei 
angewendet  werden,  wenn  man  Streck-,  Untcrai 
nimmt.  Sind  beide  Arme  im  Ellbogengelenke  volIstäU' 
lenke  ist  eine  gftnzliche  Streckung  beim  Stützen  unden! 
„Streckstütz"  ein;  erfolgt  der  Stütz  in  der  Weise,  > 
Gelenke  gebeugt  werden,  so  spricht  man  vom  Knicks 
rechten  oder  spitzen  Winkel  erfo^en  kann ;  liegen  dii 
auf,  dann  bezeichnet  man  diese  Stützart  mit  dem 
„Ellenbogenstütz." 

Ein  Stütz  auf  den  oberen  und  unteren  Extren 
Liegestütz;  es  gibt  einen  Liegestütz  vorlings  u 
die  vordere  oder  rückwärtige  Seite  des  Körpers  der  Sl 
seitlings  rechts  und  links  ist  der  Liegestütz  mö^ 

Fassen  vrir  nun  den  Sitz  ins  Auge.  Hier 
und  Schrägsitz  die  Rede  sein,  doch  muss  auch  auf  d: 
siebt  genommen  werden,  da  diese  die  Art  des  Sitzes 
von  den  Sitzen  vor-  und  hinter  den  Händen  oder  auc 
und  linken  Hand,  unterscheidet  man  demnach  einen 
einen  solchen  auf  beiden  Schenkeln,  wobei  dieselben  e 
auseinander  gehalten,  d.  h.  gegrätscht  werden  können.  I 
sitz,  letztere  Grätschsitz.  Der  Schlusssitz  als 
tosserbalb  des  Barrens  gemacht  werden,  dies  aber  nur  c 
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erfolgt.  Der  Giäischsifz  kann  als  Seit-  und  Quergrätschsitz  au^eführt 
werden.  Die  Bezeichnung  Reitsitz  tinde  ich  nicht  für  passend;  ein  wirklicher 
und  ecliter  Reitsitz  ist  nur  um  Bock  und  Pferd  möglich.  Schwingt  man  das 
rechte  Bein  kreuzend  vor  dtm  linken  auf  den  linken  Holm  so  hat  man  einen 
Schersilz  ausgeführt,  eine  Übung,  die  sowohl  vor  als  auch  hinter  der  rechten 
oder  linken  Hand  erfolgen  kann.  Kreuzt  dus  eine  Bein  hinter  dem  andeien  und 
wird  es  auf  den  ungleichnamigen  Holm  aufgeschwungen,  so  befindet  sich  der 
Turoer  im  Drehs  itz.  Die  Bezeichnung  „Aussen'  und  „Innensilz"  ist  gewiss  jedem 
geläufig. 

Im  Hangen  befindet  sich  der  Leib  dann,  wenn  keines  seiner  Glieder  den 
Boden  berührt. 

Man  unterscheidet,  abgesehen  von  Quer-,  Seit-  und  Schrftghang, 
noch  Handhang,  Ellbogen-  oder  Unterarmhang  und  Oberarmhang, 
ausserdem  auch  Streck-  und  Beugehang.  Bei  diesen  angeget)enen  Haogarten 
ist  der  Kopf  oben  und  sind  die  Beine  unten. 

Auch  beim  Kinn-  und  Nackenhang  befindet  sich  der  Kopf  über  den 
Beinen,  tragen  aber  die  Beine  oder  Theile  derselben  den  Leib  des  Übenden,  so  muss 
naturgemäss  der  Kopf  abwärts  gerichtet  sein.  Mann  nennt  diese  Hangarten  gAb- 
hänge".  Der  schwierigste  und  unsicherste  Abhang  ist  der  Fersenhang,  denn  er 
erfordert  grosse  Anstrengung  aller  Muskeln  und  ausserordentlich  ruhiges  Verhalten 
des  ganzen  Körpers. 

Der  Abhang  darf  nicht  verwechselt  werden  mit  dem  Rücklingshang, 
der,  wie  schon  der  Name  sagt,  so  au^eführt  wird,  dass  man  dem  Geräthe  den 
Rücken  zuwendet.  Nehmen  wir  an,  der  Turner  hange  an  den  Ringen  im  Handhang ! 
Hebt  er  die  Beine,  bis  sie  sich  zwischen  den  Seilen,  an  denen  die  Ringe  befestigt 
sind,  über  dem  Kopfe  befinden,  so  gelangt  er  in  den  Abhang,  worauf  er  durch  Senken 
der  Beine  nach  der  anderen  Seite,  ohne  den  Griff  aufzugeben,  einen  Rücklings- 
hang einnimmt.  In  diesem  Hang  befindet  sich  der  Kopf  wieder  oberhalb  der  Beine. 

Wichlig  für  alle  Hangarten  an  den  oberen  Extremitäten  sind  die  verschie- 
denen Griffe  mit  Armdrehholtungen :  der  Ristgriff-,  Kamm-,  Speich-  und 
Ellengriff. 

Die  leichteste  Hangart  erfolgt,  wenn  die  Hände  rislgriffs  lassen,  vorausge- 
setzt, dass  man  Geräthe  mit  wagerechten  HangflAchen  vor  sich  hat.  Der  ansicherste 
ist  der  Ellcngriff.  An  senkrechten  Geräthen  ist  fast  ausschliesslich  nur  Speich- 
griff ausführbar.  Schliesslich  bleibt  zu  bemerken,  dass  man  unter  „Sturzhang" 
jenen  Abhang  versieht,  bei  dem  der  Körper  mit  dem  Kopfe  nach  unten  vollkommen 
gestreckt  gehalten  wird,  so  dass  die  Beine  sich  oben  befinden. 

Jeder,  der  schon  in  die  Lage  versetzt  war,  vorturnen  zu  müssen  oder 
Turnunterricht  zu  ertheilen,  wird  mir  gewiss  zustimmen,  dass  es  dringend  nolh- 
wendig  ist,  jede  Übung  klar  und  deutlich  zu  bezeichnen.  Die  gewählte  Bezeichnung 
muss  aller  auch  kurz  und  bündig  sern  und  soll  alles  das  enthalten,  was  die 
geforderte    Übung    charakterisiert.     Die    genannten    Bezeichnungen    dürften    diesen 


Sehulnaehriehten. 
A.  Aeusseres  der  Lehran 

I.  Das  Lehrpersonale. 

a)  Veränderungen. 

Während  der  letzten  Jaliresferien  verlor  die  Lehianstc 
Z  i  m  in  e  I  s,  dem  Rabbiner  der  israelitischen  GuUusgemeinc 
der  mosaischen  Religion  für  die  III,  — Vü.  Realclasse,  durc 
fiiclitdclitiges  und  hochgcschSIztes  Mitglied  des  Lehrkörpers, 
Tliiitiglteit  in  seiner  hiesigen  Stellung  leider  nur  eine  kurze  ) 
nnstalt  wahrt  dem  Frühentschlafenen  ein  ehrendes  Andenker 

Den  mosaischen  Unterricht  übernahm  nun  auch  in 
llieilungen  neuerdings  der  Oberlehrer  Hr.  Jakob  Kohn,  w 
Weise  den  erkrankten  Hrn.  Dr.  Zimmels  schon  seit  dem  14. 
lieh  vertreten  hatte. 

Als  neue  Lehrkräfte  traten  in  den  Lehrkörper  mit  E 
Hr.  Emanuel  L  e  r  n  e  r  als  wirklicher  Lehrer  in  prov.  Gigi 
schon  früher  ausgeschiedenen  wirklichen  Lehrers  Josef  Thicne 
als  Aushilfslehrer  für  die  Sprach (aclier/infolge  des  Zuwac 
Parallelclassen)  und  Hr.  Gustav  Kuk^zEa  als  Anshilfslehre 

Gleichzeitig  wurde  der  supplierende  Lehrer  Hr.  Josef 
des  mit  Schluss  des  I.  Semesters  1S92/3  nach  Pola  Obersiedf 
Miorini  t,  Set>entenbei^  zum  wirklichen  Realschullehrer  ern; 

Mit  Schluss  des  I  Semesters  1893/4  schieden  infoi 
wirklichen  Lehrern  an  dem  Landes-Realgymnasium  in  M.- Neu 
Obeneaischule  in  Prossnilz,  die  Herren  supplierenden  Lehre 
Vladimir  Zoufal  aus  dem  Realschul-Lehrkörper,  nachdem 
gen  Lchranslalt  eine  ß'/sjährige  eifrige  und  der  Erstere  ein 
aber  nichtsdestoweniger  sehr  schätzenswerte  Lehrlh9tigkeil  gi 

An  ihre  Stelle  traten  mit  Beginn  des  II.  Semesters 
die  Herren  Dr.  Ottokar  Leneßek  und  Ludwig  Sonnenbu 
wirk!.  Turnlehrer  extra  statum  der  Turn-Assislent  an  der  h 
I.  Rezirke  Wiens,  Hr,  Nortwrt  Brücke,  ernannt.  Der  dadi 
dene  Nebenlehrer  Hr.  Gustav  Kukuczka  schied  daher  nach 
-spriesslichen  Wirksamkeit  aus  dem  Verbände  der  Lehranslal 
b)  Beurlaubungen 

Die  während  der  Winlermonate  im  Schulorte  herscli 

heilen  (Scharlach,  Masern,  Influenza  und  Diphtheritis)  hielte 

kr&fte  theils  kürzere,   theils   längere  Zeit  vom  Unterrichte  fei 

l,9nflosnitsG/>hi>ce  in  Hnnbf^ne<vi^ri(>r  Weise  drei  CO ntuma Zierten 

swechsels  ersetzte,    um    d 

aus    Krankheits-,   theils 
sse  von  V6  Tagen. 


c)  stand  des  Lehrkörpers  am  Schlüsse  des  Schuljahres. 


CusUdiate 
Ordinariate 


LeIirtliatlakBlt 


Jullin  Reuper, 
Director, 
Hitglied  des  k.  k.  Be- 
KirksachulrathcBMistek, 
sowie  der  GeBnndheits- 
'   Commission,  derStadt- 
TertretoDg  a.  des  Fort^ 
bildnngsachal  -  Ans- 
schnasea  von  M&hr.- 
OBban 


Altls  Sehwarz, 

Profeasor, 

k.  Lieutenant  a.  D. 

Mitglied  des  Oem«inde- 

Ansschnsses  von  Hähr 

Ostran. 

losef  Katzer, 

Professor, 

Leiter  der  gewerbl. 

Foitbild.-ScIinlcii 


CastOB  des  chemischen 

Laboratoriums, 
Ordin.  der  V.  Classe 


Naturgeschichte 
All  gem.  Chemie 
Analyt.  Chemie 


Gustos 
der  SchAlerbibliothek, 
Ordin.  der  VL  Classe 


Deutsche  Sprache 
Geographie 
Geschieht» 

Böhmische  Sprach« 


III 1. 
VI.  VII 
1, 11,111,  IV 


Ordin.  der  VII.  Classe 


Französ.  Sprache 
Englische  Sprache 
Böhmische  Sprache 


II  b,  IV,  VI 
V,  VI.  VII 
III,  IV-VII 


Adolf  Waneck, 

ProfesBOT. 

Leiter  der  kanfin. 

Fortbild.-Schnle, 

Ortsschalr.-Mtgl. 


C  astos  d  es  geographisch- 

hiatoc.  Cabincts, 
Ordin.  der  IV-  Classe 


Deutsche  Sprache 

Geographie  and 

Geschichte 


C astos 
des  geom.  Cabinets 

CnstoB  der 

Leh  rmitttel  ■  Sammlung 

f.  d,  Freihandzeichnen. 

Ordin.  der  II  b 


Mathematik 
Geometrie  resp 
darst.  Geometrie 


Freihandzeichnen 


Wenzel  Pr«hiill, 
^A^lzhortator 


CastOB  des 
ph;s.  Laborstoriams 


Cnstoa  des 

Nataralien-Cabinets, 

Ordin.  der  I  c 


"-^^"-^ 


Deutsche  Sprache 
Französ.  Sprache 


Mathematik 
Physik 


Kalligraphie 
Tarnen 


III  a,  IV 
Illa.  IV, 
VI,  VII 


mä 


Cislodiale 
Ordinariate 


LehrtliStigk 


Hathematilc 

Qeometrie 

darat.  Oeometrie 


V,  VII 
III  b 
V.  VII 


Deutsche  Spraclie 
FranzäaiEch.  Spraclie 


der  Lehrmittel  f  d. 
Tarnen 


Ia.Ib,IIa, 
IIb,  III a, 
IIIb,IV,V, 


Dr.  Ottolur  LeneSck, 
sappl.  RealBCho Hehrer 


Ordin.  der  III  b 


PhjBik 
Natncgeachicbte 


la,  lb,Ic 

"b,  III  b 

III  b 


Ordio.  der  III  a 


Geschichte 
Logik 


tjidwifl  Sonnenlrarg, 
inppi.  Eealschu Hehre 


FreihandzeichD  en 


Ordin.  der  II  a 


Deutsche  Sprache 
Französisch.  Sprach) 


Mosaische  Religion 


Stenograhpie  IV— VU 


Amnerkung.  Als  Schnidiener  fnngieren:  Rudoff  Sykor«  and  Johann  Kottal 


II.    Die    Lehrmittel. 

a]  Die  LehrerbiblJothek. 

Bestand  am  Schlüsse  des  Vorjahres :  1275  Bände,  2613  Hefte. 
Zuwachs  durch  Ankauf:  19  Bände  nnd  4  Hefte. 


B  Werke:  Dr.Fr.  JJmlaaft,  6 


a  deutschen  Aufsätzen  and  Bc 
~*h;Bil[alische  Techn 
leil.  —  H,  Paul, 
Differentialrechnnn 
Fr.  Reidt,  Samn 
-  Dr.  Hermann  Sc 


I  : 


il  ■ 
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buch  der  praktischen  Pädagogik  far  höhere  Lehranstalten.  —  Fr.  St.  Kott,  Öeako-nSmecky 
slovnik.  —  A.  Ohlert:  Allgemeine  Methode  des  Sprachunterrichts;  Lehre  vom  französischen  Verb; 
Unterricht  im  Französischen;  Behandlang  der  Verbalflexion.  — J.  B.  Peters,  Französische  Verbalformen. 

Fortsetzungen:  Giesebrecht  Geschichte  der  deutschen  Kaiserzeit,  2.  Band.  —  Neu  ge- 
bauer und  Divis,  Jahrbuch  des  höheren  Unterrichtswesens,  1893/4.  —  Hof-  und  Staatshand  buch, 
1894.  —  Oesterr.-ung.  Monarchie  in  Wort  und  Bild,  3  Bände. 

Zeitschriften:  Verordnungsblatt  des  k.  k.  Ministeriums  f&r  Cultus  und  Unterricht.  — 
Kolbe  etc.,  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen.  —  Seibert,  Zeitschrift  far  Schulgeographie.  — 
Mull  er,  Die  Natur.  —  Herr  ig,  Archiv  für  das  Studium  der  modernen  Sprachen.  —  Mährisehe 
Blätter  für  Stenographie.  —  Euler  und  Eckler,  Zeitschrift  für  das  Turnwesen.  — Andre, 
Globus. 

Zuwachs  durch  Schenkung:  66  Bände,  81  Hefte. 

Neue  Werke:  Vom  hohen  k.  k.  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht:  Josef  Ressel,  Denk- 
schrift. —  Vom  hohen  mährischen  Landes-Ausschusse:  Berthold  Bretholz,  Geschichte 
Mährens.  -  Von  der  löbl.  historischen  Section  der  k.  k.  mährischen  Landwirtschafts- 
gesellschaft: Zur  Feier  des  90.  Geburtstages  des  k.  k,  Hofrathes  Ritter  d'Elvert.  —  Vom  Herrn 
Direstor  Reuper:  Adolf  Fieder,  Der  deutsche  Unterricht;  A.  Beyer,  Über  Orthographie-Reform; 
Josef  Bass,  Dionysios  I.  von  Syrakus.  Von  der  geehrten  Buchhandlung  Schimpf  in  Triest:  Josef 
Streissler,  Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre.  —  Vom  Herrn  Oberingenieur  H.  Schrott  in 
M.-Ostrau:  A.  Riedler,  Amerikanische  technische  Lehranstalten.  —  Von  der  geehrten  Verlagsbuch- 
handlung F.  Tempsky  in  Prag:  4  Bändchen  von  Freitags  Schulausgabe  classischer  Werke;  ferner 
5  Lehr-  und  Uebungsbücher.  —  Von  dem  Herrn  Prof.  VI.  Zoufal:  dessen  „Revision  der  Gattung 
Centorus  und  Calcar  aus  Europa  und  den  angrenzenden  Ländern.'^  —  Von  den  Herren  Eduard 
und  Paul  Zwierzina,  Gewerken  in  M.-Ostrau:  40  Bände  und  71  Hefte  technologischen  und 
naturhistorischen  Inhalts. 

Fortsetzungen:  Vom  hohen  mährischen  Landes-Ausschusse:  Mährische  Landtags- 
bes^hlüsse  vom  October  1890  bis  September  1892,  VÜI.  Folge;  Rechenschaftsbericht  des  mährischen 
Landes-Ausschusses  pro  1892;  Mährischer  Landtagsbericht  von  1893.  —  Von  dem  Herrn  Bürger- 
meister und  Landtagsabgeordneten  Dr.  Adalbert  Johanny:  Kürschner,  Historisch -kritische  Aus- 
gabe deutscher  Classiker,  10.  Bände;  ferner  der  X.  und  XL  Bericht  der  meteorologischen  Commis- 
siop  des  naturforschenden  Vereins  in  Brunn,  2  Hefte. 

Gegenwärtiger  Bestand:  1360  Bände,  2926  Hefte. 

Emanuel  Lerner,  Gustos. 


I*  t 


'i   J 


^t!, 
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b)  Schülerbibliothek. 

Bestand  am  Schlüsse  des  Vorjahres:  493  Werke  in  581  Bänden  und  28  Heften. 

Zuwachs  durch  Ankauf  (46  Werke  in  50  Bänden): 

Pederzani:  Erzherzog  Karl  und  sein  Grenadier. —  Zöhrer:  Österreichisches  Kunstlerbuch. 
—  Du  Nord:  Aus  der  Kaiserstadt.  —  Zdekaner:  Von  der  Adria.  —  Ho  ff  mann:  Die  Sandgrube ; 
Wenn  man  nur  recht  Geduld  hat;  Der  Goldsucher;  Beharrlichkeit  fuhrt  zum  Ziele;  H&te  Dich 
vor  dem  ersten  Fehltritte;  Erziehung  durch  Schicksale;  Der  Schein  trügt;  Friedl  u.  Nazi;  Das 
wahre  Glück;  Folgen  des  Leichtsinns.  —  Nieritz:  Der  Sonderling;  Betty  u.  Toms;  Die  Geschwister; 
Der  König  u.  der  Müller.  —  Herchenbach:  Der  Revolutionsmann;  Eine  Sünde  gebiert  die 
andere;  Ans  der  Finsternis  zum  Lichte;  In  der  Gai'nison;  Dora,  die  Helferin;  die  beiden  Malayen- 
Mädchen;  Ewald  Moor;  Schmuggler  und  Seefahrer;  Der  Schlosserlehrling;  Der  Bootsführer.  — 
Auerbach  :  Barfüssele;  Josef  im  Schnee.  —  Rosegger:  Waldferien.  —  De  Amicis:  Herz.  — 
A m b r o 8 :  Grüss  Gott,  3  Bde.  —  Schuhmann:  Franklin.  —  S t i f t e r :  Heidedorf  und  Weihnachts- 
abend. —  Hamerling:  Germanenzug.  —  Der  Stein  der  Weisen.  6  Bde.  —  Das  neue  Universum, 
3  Bde.  —  Das  Buch  der  Jugend,  3  Bae. 

Zuwachs  durch  Schenkung  (8  Werke  in  9  Bänden): 

Ho  ff  mann:  Hoch  im  Norden.  —  Bötticher:  Tacitus  Werke,  2  Bde.  —  Goethe:  Herr- 
mann u  Dorothea.  —  Schiller:  Wilhelm  Teil;  die  Jungfrau  v.  Orleans.  —  Kleist  H  :  Der 
Prinz  V.  Homburg;  Die  Hermannsschlacht.  —  Geschenkt  vom  Bibliothekar. 

Gegenwärtiger  Bestand :  547  Werke  in  640  Bänden  und  28  Heften. 

Josef  Katzer,  Gustos. 


c)  Geographisch-historische  Lehrmittel. 

Znnacha  darch  Ankanf: 
Bjdaw-Habenicht:  Methodischer  Wandatlns.  Gotha,  Justna  Perthos.  Nr.  I;  Erdkar 
Orn-hydro^rapliische  Schalwandkaftc.  1890;  anfgezogen  in  Mappe.  Mittlei'er Massslab  l:20.0OO.0i 
—  Bretschneidcr  C  A.:  Histori  seh -geographischer  Wandatlns  nach  K,  v.  Sprnner;  10  Karl 
zur  Gesrhichtc  Europas  im  Mittelalter  bis  nnf  die  neueste  Zi'it  3.  Auflage.  Gotha  1884.  Jasi 
Perthes    -   ].    Europa   um   350   nach    Christo. 

Zuwachs  durch   Schenkung; 

Kisonhahn-Karte  der  iislerreicliisch-nngarischei 
Mas'itab  der  Nehenkarte  ].2öä(iO.  Gezeichnet- von 
Anleitung  des  unterzeichneten  Custos. 

Gegenwärtiger  Bestand:  1  Glohns.  2  Telinrion,  50  Wandkarten,  1  Reli('rkai4e,  4  Atlant< 
-t  Bände  Bilde rtsl'eln,  1  Plan,  1  Mappe  mit  griech.  Bildern.  fib2  Abbildungen  und  Karten,  1  Modi 
I  ('nmpass,  2  Apparate,  2  Medaillen.  0  Stück  Karten  klammern,  10  Tafeln  für  den  geographisch 
Anschaaungsunterricht.  Zusammen;  740  Objecte. 

Adolf  Waneck,  Custos. 
d)  Naturgeschichtliche  Lehrmittel. 

I.  ZOOLOGIE. 

A.  Bestand  am  Schlüsse  des  Schuljahres  1892/93. 

.11  Wirbelthiere  (gestopfte  Säuger  iind  Vögel) 3G4  Stü 

\t\   Andere  Tliierc  (Spirituspräparat p.  Trnrkenpriiparate,  Skelette,  Skeletbeatandtheile 

und  Insecten) 7146       , 

c)  Sonatige  zoologische  Objecte  (Gypsmodelle,  Eier,  Conchylien  etc.) 531  ■■   , 

Summa     ,    .    .  8040  Stü 
B.  Zuwachs  während  des  Schuljahres  1893/94. 
].  Dnrch  Ankauf: 

Dem  Thier-  und  Pflanzenreielie  entnommene  mikrnskopi<^rbe  Prüparatc  (100  Stnck),  znsamm« 
gestellt  Ton  Paul  Wächter  in  zwei  eleganten  Etuis. 

2.  Durch  Schenkung: 

Herr  Dr.  Adalbert  Johann  y,  Bürgermeistev  und  Land  tagsabgeordneter  hiersellist.  schenk 
eine  schöne  Collection  Colcopteren.  der  Realschüler  Paul  Schmiedl  (V.  Cl.)  eine  PliotograpI: 
einer  ungewöhnlichen  Geweihbildnng,  der  Schüler  Fr.  Fiala  (V.  Cl.)  einen  Meeres -Gastropodt 
der  Schüler  Jos.  Kahanek  (I  b)  Otus  vulgaris,  der  Schüler  Fetd.  Tramer  (1  c)  ebenda,  Lacerta  ni 
Triton-Arton,  der  Schüler  Kai'l  Wladarz  (Ic)  Perlmutter  eines  Meeres-Gast.ropoden,  der  unterzeic 
ueteCustos  ein  DetalUPräparat  von  Hydrophilns  piceus  in  einem  Glaskästchm.  ferner  eine  Ha 
(i'hagrin)  von  Scillinm  canicnla. 

C.  Bestand  am  Schlüsse  dcB  Schuljahres  1893/94. 

a)  Wirbelthiere  (gestopfte  Säuger  nnd  Vögel) 364  Stü. 

Ii|  Andere  Thiere  (Spiritnspniparate,  Trockenpräpar;ite,  Skflctte.  Skeletbeatandtheile 

nnd  Insecten 7154       ,, 

<■)  Sonstige  zoologische  Objecte  (Gypsmodelle.  Eier,  Conchylien  etc 5.13      , 

sWiiu"^    .    .    ."8061  St"rr< 

II.  BOTANIK. 

Der  Bestand  des  Vorjahres  blieb  unverändert  und  beziffert  sich,  nie  folgt : 
ft)  Snromlnng  von  Holzarten 112  Stüt 

b)  Collection  von  Fruchten  und  Samen 216       « 

c)  Herbarpflansen 1506      „ 

j,  d:. 5_,i.  ■___:^^-    ■    ■    ■      2*.      ■ 

Summa     .    .    .  1858  Stüi 


18  — 


III.  MINERALOGIE. 
A.  Bestand  am  SoMusse  des  Schaljahres  1892/93. 

ft)  Mineralien - 1328  Stfick 

b)  Perrefacten 300      „ 

c)  Edelsteine      108       , 

(1)  Kryatallmodelle 


So  III 


.  1832  Stiirk 


B.  Zuwachs  während  des  Schuljahres  1992/93. 


HeiT  Jos.  MfttiiBcliczik,  Kanfmann,  hicselbst  schenkte  einige  Gesteine  aas  Piatinn.  Ht-. 
Prof.  A.  Schwarz  natarlichtn  CqSO,  ans  Obeviinfsarn,  der  Schüler  Emil  Schlesinger  (III  b) 
einige  Tropfsteine,  der  Schüler  Brnno  Asimus  (II  a)  eine  dünngeschlitfene  Granitplatte,  der 
Schaler  Paul  Schwarz  (11  b).  Granaten  7on  Friedebere.  der  Schüler  Swieczinskj  fll  b) 
Marmor  von  Pörtschach,  der  Schüler  Thomas  Teply,  (I  c)  Versteinern ngen  ans  dem  Jnrakalk  von 
Stcamberg,  die  Schüler  der  Cl.  Ic:  R.  Slonfik.  Emil  Slonfilk,  F.  Schwarzer,  Artlmr 
Schlesinger,  Ferd.  Tramer.  Karl  Smiida,  Karl  Swoboda  sammelten  Petrefacten  ans  der 
Ostrauer  Steinkohle. 


C.  Beatsnd  am  Schlusae  des  Schuljahres. 


a)  Mineralien 

b)  Petrefacten    .    . 

c)  Edelsteine  .    .    . 

d)  KrrsUllniiHlelle 


IV.  ABBILDUNGEN  UND  BILDEliWERKE. 

Der  Bestand  des  Vorjahres  (-^S9  Stück  zoologische  botanische  nnd  mineralogische  Tafeln  nnil 
Qilderwerke)  erhöhte  sich  dnrch  Ankanf  von  ..Thoroes'  Flora  von  Deutschland,  Osterreich  nnd  der 
Schweiz  (IL  IIL  n.  IV.  Band)'  aaf  330  Stück 

V.  INSTRUMENTE  UND  HEAGENTIEN. 

Der  Bestand  des  Vorjahres  (87  Instramcnte  nnd  Reagentic 
RIerhkästen  für  frische  Pflanzen,  Sonnekens  Kreidehalter  nnd  ei 
Lichtenstern  spendete  Alkohol  für  Präparate. 


wurde  darrh  Ankanf  von  zw{ 
',  Stampiglie  vermehrt.    Herr  i 


Franz  Tschuschner,  Custos. 


f]  Physikalische  Lehrmittel. 

Bestand  am  Schlüsse  des  Vorjahres:    Mn  Apparate.  74  Mmlelle,    13  Wandtafeln, 
objecte. 


Vier  Spillen  fflr  Indnction.  Inductionsspule  (Tir  physiologische  Zwecke.  Drahtnetzgincke  fiir 
elektrische  Versuche.  Zwei  Apparate  für  din  Wirkung  der  Spitzen  saromt  isolirter  Pincette.  Gin 
Satz  Bechergläser  nnd  eine  Glaswanne.  Vier  Kohlenplat^n  ä'/g  kg  Qnecksilber  und  Reagentieu. 
Kantschiikplatte  zur  Luftpnmpe. 

Zuwachs  durch  Schenkung: 

Durch  die  gütige  Vermittlung  des  Herrn  Oberingenier  Schroth  von  der  Firma  Deckert 
&  Homolka  in  Wien;  Zwei  Mikrophonstationen  sammt  Telephonen.  Vom  Herrn  Oberingenieur 
Schroth:  2  Fadentelephone,  2  Klemmen  für  Glühlampen,  eine  GlQhlampe  mit  Paten tverschluss. 
Vom  HeiTn  ProftssoT  Schwarz:  Ein  Modell  der  Archimedischen  Schraube,  ein  Apparat  zur 
Trennung  von  Eisen-  and  Messingfeilspäne.  Vom  Herrn  Professor  Fegerl:  Apparat  zur  Demonstration 
des  Siedeverzuges  Vom  Herrn  Walz  werk  sdirector  Möller  in  PMvoz:  4  Zinkplalten  zur  ('brom- 
■äurebatterie.  Von  Robert  Hladisch.  Schüler  der  III  a:  Ein  Apparat  7ur  ErklHrnng  der  Zusammen- 
setzung der  Bewegungen,  ein  verschliess barer  Kasten  für  die  Chrom säni'ehatterie. 


d  der  Lehrmittelsamnilung  für  Phy: 


cte; 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Körper 

SUtik 

Dynamik  .    ,    .    .  • 

Hfdroinechaiiik 

Aeromechanik 

Akustik 

HagnetismoB 

Reibongsplektrieität '.    . 

Galvanismns 

Optik 

Wärme 

Astronomie 

Sonima  .... 

II.  Werkzeiipe 

Hl.  VertraudmegeigtSnde    .   ■ 
Gesnramtcr  Bestand  .    . 


I  Apparate ,  Modelle 


"TBeoI 
tar 

I   obj. 


f|  Lehrmittel  für  Chemie. 

BttUnd  am  Schlüsse  des  Vorjahres:  21T0  Objecte. 
Znwachs  dnicb  Ankauf: 


fiegeiwirtigtr  Bestand:  2175  Objecte. 

Überdies  wurde  der  Abgang  an  verbrauchten  Fiüparaten,  Rohmaterialien  i 
dem  Panachale  auf  den  normalen  Stand  ersetzt  und  Reparaturen  beschädigte 
genommen. 


g)  Geometrisches  Cabinet. 

stand  am  Ende  dea  Sobuljahres  IS92/93 :  143  Gegenstände. 

Im  Laofe  des  Schuljahres  abgefallen:  ä  Gegenstände  (unbranchbar  genord 
men:  a)  Schülerarbeiten:  5  Gegenstände,  b)  durch  Ankanf:  1  Omamentenweik 
Ornamente)  nnd  6  sonstige  Objecte. 


h)  Lehrmittel  fQr  das  Freihandzeichnen. 

ZuwAchs  darch  Ankanf: 

I  Text  zn  Andfit,  Dns  polychrome  FlRchornament 

Znwai^bs   dnrch   Schenkung: 
10  Oipsomamente. 

Gegenwärtiger  Bestand:  18  Text-  nnd  Vorlagen  werke,  7  persp.  Versa  ch  sapparate,  19  Drabt- 
modelle,  9  Modelle  architektonischer  Elementar  formen,  7  sonstige  Modelle  architektonischer 
Formen,  7  sonstige  Modelle  arc.hitektciii scher  Elementnr formen,  &  antike  GeRissformen,  8  Gips- 
modelle für  AnfTinger,  86  Qipsnrtiamente  fnr  vorgeschrittenere  SchQier,  12  ligDrale  Reliefs, 
4  Masken,  1(1  Köpfe  and  Büsten. 

Sunme :  18  Text-  niid  Vorlagen  werke  und  173  Modelle. 

I I  Modelle  warden,  weil  anbranchbar  geworden,  ausgeschieden. 

Josef  Schuster,  Custos. 


i)  Turn-  und  Spielgeräthe. 

«)  TURNOERÄTHE. 
inventaratand  am  Ende  des  Sohuljahres  1892/3:  lo  Gerüste,  231  Turn-  und  90  Spielgeräthe. 

Zuwachs   darch    Ankanf: 
I  Rqndlaaf  am  Sommerspiel  platze,  3  Springschnüre. 

Zuwachs   dnrcb   Schenkung: 
1   Paar  kleine  Hanteln  Ä  1  kg  vom  Herrn  Norb.  Brücke. 


Norbert  Brücke,  Custos. 


)  SPIELGF.BÄTHE. 
ichs  durch  Ankai 


2  v')ll8tändige  Cricket-Spiale,  10  grössere  u.  13  kleineie  Stackets,  5  grosse  nummiliÜlte. 
2  grosse  gefüllte  Balle,  4  kleine  B,'ille  und  2  Federbälle.  Mehrere  Fahnen  und  Latten  zum  Abgrenzen 
der  Spielfelder,  mehrere  Schlaghölzer  für  das  Schlagballspiel,  15  Ralfen  nnd  Stabe. 

Zuwachs   darch   Schenkung: 

Eine  Schaukel,  sämmtl.  Eisen-  n.  Hohbest and th eile  eines  Rnndlaufes.  ein  rollständiges 
Lann-tennis-Spiel  insgcsammt  vom  U.  Dr.  Karl  Kraus  hieselbst 

Josef  Mattauch,  Custos. 


k)  Lehrmittel  für  den  Gesanss-Unterricht. 

Der  vorjährige  Bestand  blieb  anverändert  nnd  beziffert  sich  auf  Ift  Lied  erhö eher.  6  Chöre, 
in  Partitnr  und  Stimmen.  7  Chöre  nur  in  Stimmen,  32  (^höre.  Stimmen  in  Partitnr.  Ferner 
2  Harmonien  nnd  eine  Nor  mal  Stimmgabel  mit  Resonanzbuden. 


A.  KÖnnemann,  Custos. 


III.  Statistik  der  SchQler. 

1-  Zahl 
Zn  Ende  189'/s      •    • 
Zq  Anfang  189"/,  .     .     . 
Während  d-Schnlj.obgetr. 
/iw^ititiMBlso  aufgaiomm. 
Dnrnnt^r: 

aufgestiegen  .... 
Repetenten     .... 

Repetenten     .... 
Währendd.Schalj.ausgi'tr 
Schüleraahl  zu  Ende  189'/,: 
Darnnter: 
OefTentliche  Schaler  . 
PriTatisten   .... 

C  lasse 

Is   1   Ib 

Ic   j  IIa     IIb 

lila 

Illb 

IV. 

T. 

VI. 

48 
"4ä" 

42 
I 

5 
5" 
43" 

4B 

48 
1 
4!) 

44 
2 

3 
n 

~44' 

44 

~^ 
29 

1 

2 

"28" 

28 

49 
41 

"41" 

3 

33 
5 

~"3" 
38 

38 

41 

— 

-4T 

34 
7 
7 

~"3r 

34 

43 

40 

1 

35 

4 

34 
"34 

33 

34 

38 
1 
39 

4 

'} 

3 

27 
19 

'iT 
2 
17 

26 
~-^" 

24 
2 

6  i     5 

1 

1 

34 
34 

3U 

29 
1 

36 
3G 

18 
18 

25 
26 

1  2.  Geburtsort  (Vaterland) 

Miihr.-Oatran     .... 
1  Andere  mähr.  Ortschaften 

Oesterr.^hlesien  .    .     . 
i  Böhmen 

Gabrien, 

Nieder-OeBterreich     .    . 
1  Istrien       

Ungarn 

Bukowina 

Prenssen 

Türkei 

11 
9 

U 

1 

1 
1 
4 

12 
11 
18 

1 
1 

1 
~4T 

7 
7 
11 

1 

1 

1 

18 
7 
8 
1 
2 

2 

10 
7 
13 

1 
3 

8 
8 
12 
1 
3 
1 

1 

8 
4 
18 

10 
8 
12 

6 

1 

8 
6 
2 

1 

1 

11 
4 
10 

Summe .    . 

43 

28 

38 

94 

34 

36 

18 

25 

3.  Moltertprache. 

Deutsch     

Cechoslavisch    .     ,     .     . 

Polnisch 

Ändere 

32 
9 
2 

"43" 

35 
9 

■T4" 

17 
9 

1 
1 

27 
U 

17 
15 
3 

27 
6 

15 
14 

1 

23 
10 
3 

16 
2 

17 

8 

Summe .     . 

28 

38 

34  i    34 

3(1 

36 

18 

26 

4.  ReHgioittiekenirtalB. 
Katholisch  des  lat.  Ritus 
„           ,  griech.RitiiB 
Griechisch-orientalisch    . 
Evangel.  Aogsh.  Confess. 
Hervet.  Confess. 
AltkatholiBch     .... 
Israelitisch    .     . 

19 

3 

21 
43 

33 
1 
10 

~4r 

21 
1 
-6 

24 

1 
13 

26 

8 

22 
12 

16 
16 

30 
6 

10 
2 
6 

14 

1 
10 

Summe  .     . 

28",    38 

34 

34 

3U 

36 

18 

25 

9.  LekemaHer. 

10  J»hre 

11  , 

12  ,       

13  „ 

14  -       

15  , 

Iß    :    

17      .       

la     , 

2 
16 
13 
7 
3 
2 

i 

13 
13 
10 
4 
3 

1 

8 
6 
8 
1 
2 
2 

2 

7 
lö 
10 

3 

1 

1 
8 
7 
12 
3 
3 

4 
9 
9 
8 
1 
2 

2 
7 

8 
11 

1 
1 

1 
3 
16 
8 
7 
1 

6 
7 
5 

7 
9 
ö 

Cl 

asse 

äf 

6.  Haoh  den  Wohaorte 
der  EHern 

u 

Ib 

Ic    1    IlR 

nh 

nia    Ulb    IV. 

V,    i  VI. 

VII. 

1s 

"IT 

1  1    04 

"13" 

17  1    13 

16 

7  1    14 

151 

Answärtige 

2» 

25 

21  1    14 

21 

17  1    17 

20 

n  1  11 

4 

186 

Snmme  .    . 

43 

44' 

28  l  "38 

"34" 

"3rl~3ö" 

1^1 

~iTr2b~ 

""7 

"3"37", 

7.  Clatiflcation. 

~ 

' 

)ZaEDded.Schalj.  1893/4: 

I.Fortgangscl-niitVorEug 

4 

7 

2 

4 

4 

6 

3 

35 

I.           .           .... 

24 

23 

18 

21 

14 

19 

15 

26 

8 

16 

5 

188 

Za  einer  Wiederholangs- 

prafnng  zngel&HBen   . 

7 

5 

2 

4 

5 

3 

3 

4 

6 

3 

1 

43 

n.  FortgaDgaclaBBe    .     . 

7 

8 

6 

7 

6 

ti 

6 

4 

3 

6 

69 

III.                ,                  -     - 

1 

1 

2 

3 

2 

1 

10 

äu  einer  NaohtrftgBprnfung 

b-ankheiUhalb.  BugelMBen 
Aasserotdentliche  Schäler 

_      _ 

1 

I 

43 

44 

28 

38 

liL 

""34 

_m_ 

""36" 

l 

- 

—L 

1 
"337' 

Samme    .     , 

18  1    25"' 

i)  Nachtrag  zam  Schaljahre 

Wiederholnogeprärungen 

waren  bewilligt     .     . 
Entsprochen  baben  .    . 

4 

7 

6 

6 

9 

3 

5 

»9 

2 

5 

3 

6 

9 

1 

6 

30 

Nicht  entsprochen  haben 

(od.  nicht  erBohienen  Eind) 

2 

2 

2 

1 

2 

9 

NachtragsprÖfnngen  wa- 

ren hewLlligt     .     .     . 
Entsprochen  haben  .     . 

1 

1 

2 

^ 

Nicht  entsprochen  haben 

Nicht  erschienen  Bind  . 

2 

Darnach  ist  das  Ender- 

gebnis för  1892/3: 

I.Fortgaogscl.  mit  Vorzag 

3 

h 

4 

3 

3 

2 

2 

2 

23 

I.           ,            .     .     .     . 

29 

32 

36 

29 

33 

27 

25 

7 

6 

224 

II.           ,           .... 

5 

7 

U 

6 

5 

2 

47 

;u.       ,       .... 

1 

4 

1 

7 

Ungepr&ft  blieben      ,     . 

-- 

„ 

1 

— 

1 

— 

~ 

— 

— 

_- 

2 

Snmme  .     . 

"43" 

46 

~— 

"49 

~44 

-iL 

~^^' 

"34 

27" 

9 

"""8" 

303 

B.  Geldleistungen  d.  SehOler. 
Da»  Scbnlgeld  ta  zahlen 

WEuen  verpflichtet: 

im  1.  Semester     .     . 

48 

49 

3« 

41 

41 

40 

34 

39 

19 

26 

7 

374 

im  2.  Semester    .     . 

46 

46 

29 

39 

39 

36 

33 

39 

18 

36 

7 

357 

Zur  Hälfte  waren  befreit: 

im  1.  Semester    .     . 

1 

im  2.  Semester     .    . 

1 

5 

1 

1 

9 

Ganz  befreit  waren: 

im  1.  Semester     .    . 

14 

11 

11 

13 

8 

6 

6 

3 

71 

im  2.  Semester     .    . 

14 

9 

12 

14 

7 

8 

10 

7 

5 

6 

— 

92 

Das  Schulgeld  beteng  im 

ganzen: 

im  1.  Semester  .     fl. 

480 

470 

300 

270 

300 

290 

206 

310 

154 

240 

48 

3067 

im  2.  Semester  .    fl. 

306 

365 

175 

245 

310 

300 
590 

230 
435 

300 
610 

144 

240 

Tbö 

84 
132 

2688 

Zosammen.     fl. 

^786" 

826" 

476" 

5)5 

610 
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iV.  Unterstützungswesen. 

a)  Stipendien. 

An  Stipendien  gelangten  lai  Verleihung; 

ein  Stipendiam  der  Firma  J.  Eisler  &  Bruder  (in  Wien  nnd  M.-Ostran)  per  35  fl,  am  1.  December 

an  1  Sehüler, 

,     HtmptmauD  Kieböck-Stipendium  (48  fl.)  am  23,  December     „4        „      , 

r     Annft  „  „  (50  fl,j    ,     28.  Hai  „  2        ,      , 

„     Hermine       ,  ,  (42  fl.)    ,      13.  Juli  ,2         ,       . 

Insgesammt  wurden  mitbin  9  Schaler  mit  165  fl.  Iietheilt. 

Den  p.  t.  Stiftera  der  obbezeichneten  Stipendien  wird  namens  der  damit  unterstützten 
Schäler  neuerdings  der  wärmste  Dank  abgestattet. 

b)  0er  Verein  zur  Unteretützung  würdiger  und  bedürftiger  Realschüler. 

Reche nschafts -Bericht  über  das  Vereinsjahr  1892/93. 

Im  genannten  Vereinajahre  betrag  die  Zahl  der  Mitglieder  363,  gegen  376  im  Vorjahre, 
davon  entfielen  aaf  Mähr.-Ostran  174,  Pfiwoz  63,  Witkowitz  84,  Poln.-Oatrau  32,  Hraachaa 
10  Mitglieder. 

An  Mitgliederbeiträgen  nebst  Üeberz  ah  langen  liefen  ein  495  B.,  nnd  zwar  ans  Mähr.- 
Ostran  18!  fl.,  ans  PHtoz  106  fl.,  ans  Witkowitz  130  fl.,  ans  Poln.-Oatran  43  fl,,  ans 
Hrnschau  33  fl. 

An  Spenden  erhielt  der  Verein:  von  der  löbl,  Werksdirection  in  Witkowitz  50  fl.  nnd  als 
Erträgnis  einer  von  Schülern  des  Herrn  Schiedebaum  in  PHvoz  veranstalteten  Musik prodnction  20  fl. 

Für  Mittag  E  tische  liefen  an  Geldbeiträgen  ein  132  fl.,  nnd  zwar  spendeten  die  Herren: 
Leopold  Fiedler,  k.  k.  Ober-Bergrath  i.  P.  8  fl.,  Karl  Olassner,  Fabrikant,  16  ß.,  Florian  Gärtner, 
Realitäten  besitz  er,  8  fl.,  Clemens  HIadisch,  Baumeister,  28  fl.,  Dor.  Adalbert  Johanny,  Bürger- 
meister nud  Landtagsabgeord neter,  24  fl.,  Dr.  E  Kafka  8  fl.,  Jnl.  Reuper,  Realechul-Director  8  fl. 
Bnd.  Saner,  Inapeclor  i.  P.  8  fl,.  P.  Franz  Vicenik,  Stadtpfarrer,  16  fl.,  ferner  Fran  Ida  Kafka  8  fl. 
Mittagstische  selbst  stellten  privatim  hei  die  Herren  F.  G.  Böhm,  Baumeister,  Dor.  Gustav  Fiedler. 
Advocat,  J.  Gobiet,  Ingenieur,  Heinr.  Hochstimm,  Hiltelier,  Ludw,  Hollein,  Kaufmann,  Jul.  Kittl. 
Bnchhändler,  Dr.  Karl  Kraus,  ItealitätenbesitKer,  Nathan  Lichtenstern,  Kanfmann,  Ed.  Lihotzky, 
Kaufmann.  Ig.  Liwor,  Gastwirt,  W.  Pfehuil,  Professor,  Leop.  Spitzer,  Kanfmann,  M.  Strassmann, 
Brauereibesitzer,  B.  Stein,  Privatier,  Heinrich  Wazelle,  Hausbesitzer.  A.  Zuber.  Hotelier. 

Die  Unterstützungen,  welche  der  Verein  armen  Schülern  gewähHe,  gestalteten  sich 
wie  folgt:  An  46  Schüler  wurden  3912  Mtttagstische  mit  einem  Kostenauf  wände  von  662  fl.  64  kr. 
verliehen,  Fhr  2  Schüler  wurde  das  Schulgeld  im  Betrage  von  20  fl.  entrichtet.  Die  Zinsen  des 
Joaefine  Liebi  seh -Legates  im  Betrage  von  22  fl.  5u  kr.  wurden  durch  einen  Zuschuss  aus  der 
Vereinsoassa  anf  30  H.  erhöht  nnd  unter  ö  Schüler  zu  6  und  10  fl.  vertheilt  14  Schüler  erhielten 
Beschuhnng  im  Wertbetrage  von  74  fl.  50  kr.,  12  Schüler  Kleidnngsatiicke  im  Betrage  von 
90  fl.  80  kr.  An  95  Schüler  wurden    723  Bücher,    18   Koissbretter    und    II    Reisszenge   verHeheu. 

Der  Stand  der  Bibliothek  betrug  am  Anfange  des  Schuljahres  900  BSnde:  davon  wurden 
durch  Abnützung  nnd  Neueinführung  180  unbrauchbar.  Angekauft  wurden  lOU,  geschenkt80  Bände, 
ond  zwar  von  den  geehrt^^n  Bncbhandhingen:  Braumüller,  Gerold  &  Comp,  Hölzel,  Manz.  Die 
Einbände  der  neuen  Bücher  wnrden  durch  den  hiesigen  Buchbinder  Herrn  Fritscb  gratis  besorgt. 
Ferner   schenkte   die  geehrte   Buchhandlung  von  Jul,  Kittl   Schulreqnisiten   im   Betn^  von  15  fl. 

Den  Voreinaa  UBSchn  SS  bildeten  folgende  Herren:  Realschnl-Director  Jul.  Reuper  als 
Obmann,  Dr.  Ez.  Kafka,  Ai-at,  als  Ob  mann -Stell  vertrerer.  Florian  Gärtner,  Realität«  nbesitzer,  als 
Cassier,  der  Unterzeichnete  als  Schriftführer,  Prof  J.  Hadaszczok  als  Bibliothekar,  Fabrikant  Kai') 
Glasaner  als  Delegierter  des  Gemeinde- Auaschnssea,  Wilhelm  Hosohek,  Bürgerschul-  Direclor, 
sämmtlich  in  Mähr.-Ostran.  Slations vorstand  J.  Moraw  nnd  Oheringenieur  Heinr.  Deipeubrock 
(Bahnhof  Mähr.-Ostran);  Ant.  Moritz,  Oberbeamter  und  Adalbert  Sailler,  Oberingenieur,  (Wit- 
kowitz) Adalbert  Naske,  gräfl.  Wilczek'scher  Buchhalter  in  Poln.-Ostrau,  Karl  OpI,  Betriebsleiter 
in  Hrnschau,  nnd  Prof.  A.  Waneck  als  Ersatzmann. 

Als  Reohnungsrevisoren  fungierten  die  Herren:  Richard  Hartmann,  Beamter,  Dr.  H. 
Kehl,  Arzt,  uod  Prof.  Ä  Schwarz, 


Verzeichnis 

der   Mitglieder   im  Verelnajahre   189s  93. 

(Die  beigesetzten  Beträge  bezeichnen  höhere  MitglieiUbei trüge  als  ricii  normal raiissi gen  Jahres beiti-sg 
von  1  «.) 

Mlhr.-Ostrau. 

Uie  Hcrvdn:  Karl  Adamovsky,  Tischler;  Leopold  Altinitnn.  Kaufmann;  Dr.  Otto  Andiee. 
Ai'zt;  Eduard  AsiinuR,  Steinmetüineigter;  Heinrich  Bade  He,  OoHuhiiftinanii ;  Adolf  Bellak,  Hum- iiml 
Liqucur-Erzeugnr;  Aiigaiit  Benitschke,  ii^penglcrme ister;  Adolf  Bi-rgel.  Assode  der  Firma  G.  Lii'.hteji- 
Btern;  (.'arl  Berger,  Kaafmann;  Jacob  Bcrgor,  Tabakyerlegei' ;  Eduard  Beyer.  Schneider;  Amliri>s 
Blasch,  llaaEbcsitzer:  Emanuel  Bochdalek,  IStadtcassier;  Franz  G.  Böhm.  Baameist^r:  Dr.  M. 
Braininer,  Concipient;  A  H  Braun.  Spediteur;  Franz  BraeKowsky,  Obcr-Ingonieut;  Franz  Bnoxii. 
Aceiit;  P.  J.  BfeAka.  Caplan:  Moritz  Buratein.  Beamter:  Rndolf  Cern;,  Hausbesitzer;  Arnold 
Drtina,  Tischlermeiatev ;  Wilhelm  Eichler,  Hutmacher;  Arnold  Elbertzhagen,  Fabriksbesitzer;  Jacob 
Engel;  Johann  Fegerl,  anppl.  Kcalacho Hehrer;  A  Fiala,  Oher-Official ;  Dr.  GusUv  Fiedler,  AdTocal: 
Leopold  Fiedler,  k.  k.  0  bei -Bergrat  h;  Anton  Filip.  Fleischhanor ;  Moritz  Fischer,  Gastwirt;  Ferd. 
Geissicr,  Realschnlprofesaor;  Paul  Freitag,  Fabriksdirector;  Hermann  Friedländer,  Kaufmann: 
Bernh.  Friedner,  Reatanratear;  Joaef  Fuchs,  Buchhalter;  Florian  Qartner.  Hausbesitzer;  Adolf  Galla. 
k.  k.  Ober-Post  Verwalter;  Carl  Glaasner.  Fabrikabeaitzer;  Ma»  Gald;  Victor  Guglmayer,  Fabriks- 
huchhalter;  Uunatant.  Gr^nwald,  Kaufmann;  Heinrich  Gürtler,  Buchhalter;  Leopold  Haas,  Ge- 
mischt waaren  handle  r ;  J.  Hadaszczok.  Profesaor;  Ernst  Hebung,  Bnchdrocker;  Josef  Hannel.  Tnier- 
arzt;  Jacob  Hechter,  Kaafmann;  Dr.  Alois  Hilf,  Advocat;  Ant,  Himmelbauer,  Fabrikant,  20  fl  ; 
Heinrich  Uochstimm,  Hotelier:  Julius  Holik,  Lebzeltner;  Ludwig  Hollein,  Kaufmann;  Wilhelm 
UoEcheh.  Bürgerechul-Director;  Leopold  Hüttner.  Beamter;  l.^rl  Jacob.  Bachhalter:  Wilhelm 
Jiiinsk;;,  k.  k.  Bergrath;  Dr.  Adalliert  Johannj,  BUrgermeister  und  Land  tags- Abgeordneter;  Franz 
Jare^k,  Baumeister;  Dr.  Ezechiel  Kafka,  Arzt;  Alfons  Isnenghi.  Beamter;  Dr.  Leopold  Katzer. 
Adiocat;  Dr.  Hubert  Kehl,  Arzt:  August  Kittl,  Kaufmann;  Julias  Kittl,  Buchhändler;  Hans  Kober. 
suppl.  Realschullohrer;  W,  Kob'ler,  Kaufmann;  Rudolf  Koch.  Gärtner;  Jacob  Kohn,  Oberlehrer; 
Emanuel  Kohn.  Optiker;  Josef  Konwalinka,  BergTerw alter;  Vincenz  Kowalfiik.  Bäckermeister;  Dr. 
Karl  Kraus,  Realitäten  besitze  r.  6  fl.;  Theodor  Kraus,  Secretar.  5  fl. ;  Josef  Kregczj,  Gewerke; 
Wilhelm  Kremer,  Privatier;  Adolf  Krieger,  Kaufmann;  Bernhar«!  Krieger,  Kaufmann;  Adalbert 
Krkoschka,  Ober-OfflcinI ;  Heinrich  Krasny.  Lederhfindicr;  H,  Kulka;  G.  Lichtenstern,  Fabrikant: 
Nathan  Lichtenstem.  Kaufmann;  Johann  Labsig.  evang.  Pfarrer;  Johann  Langer,  Kupferschmied: 
Eduard  Lihotzky,  Kaufmann;  Heinrich  Lihotzky,  Hausbesitzer:  (.'arl  Lihotzky,  Bau- und  Maschincn- 
schloaser;  Ignatz  Liewer.  Gastwirt;  Gustav  Lederer,  Notariatscandidat ;  Jos.  Lukowsky,  städt. 
Wirth Schafts- Verwalter;  Robert  Machold,  Werkführer;  Emanuel  Matey,  Gastwirt;  J,  Matnschczik, 
Kaufmann;  Job,  Mayer,  k.  k.  Bergrath;  Jos.  Mika.  Gastwirt;  Ernst  Mortek,  Baumeister;  Leopold 
Nacher,  Spediteur;  Ferdinand  Neisser,  Exe.  gräfl.  Wilczek'scher  Kanzelist;  Alois  Nensser,  Bürger- 
schullehrer; Eduard  Nowak,  Kaufmann;  B.  Palkovsky,  Hausbesitzer;  Ludwig  Panek,  Dampfmühlen- 
besitzer;  Josef  Panitz,  Hausbesitzer;  Rudolf  Papauschek,  Buchhändler;  Alois  Podefiva^  Tischler; 
Joaef  Pcschel,  Krämer;  Jacob  Perlhefter.  Keufmann;  Emil  Pick.  Kaufmann;  Dr.  Adalb.  Patutschka, 
Arzt;  Vincenz  Fopp,  Kaufmann;  Wenzel  Pfehnil,  Professor;  Wenzel  Radda,  Hauabeaitzer;  Baroch 
Redlich,  Kaufmann:  Heinrich  Reicher,  Gastwirt;  Dr.  E,  Rcik,  Advocat;  Salomon  Reschowsky, 
Schuh  waareuh  ändle  r ;  Ignaz  Reisz,  Herrenschneider;  Julius  Reuper,  Rca  I  schul -Di  rector;  Dr.  Carl 
Richter.  Advocat;  Ottokar  Rost,  k.  k.  Gerich te-Adjunct;  Adolf  Roth,  Hausbesitzer;  Augast  Rotter. 
Photograph;  Moriz  Saffier,  Gastwirt  in  Oderberg;  Rudolf  Sauer.  Berg-Inspector;  Salomon  Salomo- 
nowicz.  Greisler;  Ad.  Seidl.  Kaufmann;  Siegmund  Schell,  Professor;  Rudolf  Schiguth,  Buchhalter; 
Mathias  Schönbof,  Schneidermeister;  Ignaz  Schmelz,  Kaufmann;  Carl  Schneider,  Uhrmacher;  H, 
Schnitzer,  Juwelier;  Otto  Schmidt,  Ingenieur:  Heinrich  Schrott,  Ober-Ingenieur;  Josef  Schuster,  Prof.; 
Josef  Schwab  sen.,  Privatier;  Alois  Schwarz  Pi-of.;Berth.  Schwarz.  Juwelier;  Josef  Siebert,  Obersteiger; 
Thomas Sittauer,  Zuckerbäcker;  Carl  So llny,  Buchhändler;  Samuel  Spitzer,  Lehrer;  Leop.  Spitzer,  Kauf- 
mann; Berah.  Stein,  Hansbesitzer;  Leopold  Stein,  Kaufmann;  Alois  Stern,  Lederhändler;  M.  Strass- 
roanu,  Bräuhaushesitzer ;  Rudolf  Stallmach,  Kaufmann;  Leop.  Swoboda.  Mag.  pharm.;  Moritz  Taub. 
Gastwirt;  Franz  Tschnschncr,  R  eal  schul  lehre  r;  Franz  Vicenik,  Stadtpfarrer,  3  fl,;  Adolf  Waneck. 
Profesaor;  Heinrich  Wazelle,  Ka  min  feger  meister;  Albert  Wechaberg,  Privatier;  Dr.  Philipp  Weinreb, 
Stadtphysikus;  Job.  Weiser,  S,adtbeamter ;  Jacob  Weias,  Kaufmann;  A,  Winklet-,  Professor;  Leopold 
Wittek,  Spengler  meisler;  Franz  Wittek,  Hausbesitzer;  Wilhelm  Wittek,  Spen  gl  er  meister;  Carl  WIk, 
Lackierer;  Siegfried  Wurzel,  Kaufmann;  Gabriel  Zuber,  Ziegeleibesitzer;  Josef  Znber,  Baumeister; 
Eduard  Zweigenthal,  Kaufmann;  Wladimir  Zoufal,  anppl.  Real  seh  all  ehrer;  Eduard  Zw: 
Ednard  Zwierzina  sen.,  Guts-  and  Bergwerksbesitzer;  Paul  Zwierzina. 


Die  Fniaen:  Änaa  Gebiet,  iDgenienrsgattin;  Ida  Oold,  Realitäten besilzerin;  Mar 
Petronella  Lorenz,  HanGbesitzerin ;  Franziska  Ton  Negrelli,  Ftivatiäre;  M.  Spitzer,  Kaufi 
F.  Witisk,  HansbeBitzeiin. 

P  p  i  w  0  z. 

Lebl.  GeoeiadevertretnDg,  25  fl.;  liie  Herren:  Franz  AaspOck,  Karl  Bittner,  Wilh 
MuchiDenfQhrer;  Dr.  Uax  Böhm,  Fabrikant,  10  Q.;  Ileiaiich  Deipenbrouk,  Oberluf^'^n: 
Fernengel,  MascbinenflllireF;  Simon  Fröblicb,  Gastwirt;  Jcibann  Eisster,  Itealilätenlicsitzer 
David  TOn  Ejsank,  Eipedilor;  Jogef  Gi'igar,  Fleischer;  Karl  Hamaczek,  Kinanuel  Hart 
Haner,  Raimand  Hermann,  Maacliineafahrer ;  Robert  Hirn  mar,  Ober-Ofßdal;  Karl  Uitsigri 
Alex,  lloffmann,  Josef  Uoffmaao,  Johann  Honus,  Mascfaiuenfdhi er ;  Eduard  Jel'abek 
August  Jilg,  Ober-Ofticial ;  Franz  Karschulin,  Beamter;  David  Kassler,  Kaarmann;  1 
Gastwirt;  Josef  Knopp,  Maschinenfahrer;  Franz  Kompacb,  Inspector,  2  tl.;  Benjaiiii: 
KanfinaDn;  Moritz  Hrasany,  Material -Verwslter;  Ernst  Krause,  Masehincofübrer;  G 
Disponent;  Ferd.  KQhnert,  tietriebs-Inspeutor,  2fl.;  August  Letfler,  MaschineofUhrer ;  Job« 
MascbinenfOhrer;  Siegnund  Meissel,  Gastwirt;  Franz  Micbna,  Schuhmacher;  Kerdic 
bUtioDs-VorsUnd,  3  ü.;  Adolf  Müller,  lugoaicar;  Wilhelm  Müller,  Bürgermeister;  Max 
Mascbinenlflhrer;  Rudolf  Neusser,  Expedilor,  2  &.;  Jobaun  Nowak;  Emil  Oeppinger,  Mas< 
Kai'l  Platz,  Betriebsleiter;  Raimund  Petranka,  Maschioenführer;  Karl  Petrich,  Ingen 
Pjhera,  Ober -Inge  nieur ;  Augnat  Plachky,  M  asch  in  enf Obrer;  Arnold  Roger,  Restaurateur, 
RuBS,  Ober-Ingenieur.  2  fi. ;  Benjamin  Schee,  Johann  Schimon,  Heinrich  Schmidt,  Mas 
Ignatz  Schwejda,  Ingenieur;  Johann  Swieezinsky,  Controllor;  Ferdinand  WallascLek,  Mae 
Richard  Wawerka,  Ignenieur;  Johann  Zuber,  Hausbesitzer;  Josef  Ulbert,  L' trecken- Voi 
Weidlicb,  Expeditsleiter;  Friedrich  Weiss,  Beamter;  Josef  Weiss,  Kaufmann,  Ignaz  Wnrz{ 

Witkowitz. 

Löbl.    Eiaenwerks-Direction  50  fl.;  die  Herren:  Adolf  Adler  Gastwirt;  Theodor  A 

Ingenieur;  Rudolf  Baomano,  Oorrespondent;  Arnold  Beck,  Ingenieur;  Richard  Berger,  1 

stellt;  Ludwig  Blaiek,  Hausbesitzer;   Emil   Bousse,  Betriebsleiter;   Wilhelm  Brenner,  Ob 

Kaspar  Bräcker,  Oussmeister;   Wilhelm  Czermak,   Ober-Ingeniear;   Dango  &  Dienenthai 

Dworiak,  Buchhalter;  A.  Deichsel;  Simon  Eisler,  Beamter;  Alois  Farbowskj,  Kaufmann 

Fux,  Arzt,  2  ä  ;    Valentin  Gacek,   Gasmeister;    Maicell  Geiser,  Ober-Ingenieur,  'i  ä.;    . 

Beamter;  Alois  Hanke,  Ingenieur;  Clemens  Hasbach,  Ingenieur;   Riebard  Hautmano,  Ing 

Herber,  Magazineur;  August  Herzfeld,  Ingenieur;  Emil  Holz,  General-Director,  6  fl.;  Gu 

Ingenieur;  Anton  v.  Kerpely,  Ingenieur,  2  fl.;  Peter  Knborn,  Ingenieur;  Friedrieh  KopH< 

Johann  Kretschmer,  Ingenieur;  Richard  Kretscbmer,  Obermeister;  Anton  Kroczek,  Ingeni 

der  Krümer,  Über-Bnchhalter,  2  ä.;  Joaef  Kncza,   Pfarrer;  Heinrich  Kmeg,  Ingenieur; 

«ieser,  General-Director,  20  &.;  Wilhelm  Leicht,  Ingenieur;  Josef  Leininger,  Stations^Vo 

ifmann;  Carl Lutonsky,  Apotheker,  2  fl.;  Dr.  Bernhard  Man dler,  Arzt;  Ji 

ritz  Mettegang,  Fab riks- Besitzer ;    Johann  t.  Merk),   Ingenieur;  Alois  M 

franz  Mikolasch,    Ober-Ingenieur,  2  ü. ;    Alois  Mlioch,  Construc*eur;    A 

ter;  Moriz  Mojeeako,  Kaufmann;  Dr.  Max  Munk,  Chefarzt:  Gabriel  Mnn 

Hier,  Kaufmann;    Ernst  Mnäka,  Correspondent;   Alfred  Nenmann,  Obermi 

Franz  Pfeiffer,  commercieller  Leiter;    Ferdinaiid  Pillich,  Ingenieur;  Gott 

Plera,   Ingenieur;  Julius  Plzak,  Betriebsleiter;  Posnansky  &  Strelitz, 

sitzer;  Victor  Russe,   Vorwalter;  Lacy  Singer,  Gastwirt;    Carl  Schnapka, 

(enienr,  5  fl. ;  Alexander  Simonet,  Beumter;   Wilhelm  Schindler,  Ingeni« 

-Adjunct;    von  Scheuch  eng  tuet,   Betriebsleiter;    Otto    Schmid.    Ober-Ingen 

Ingenieur;  Friedrich  Schuster,  Ingenieur:  Heinrich  Spitzer,  Gastwirt;  Otl 

f  Saess  &  Comp.  &  A  ;  Adolf  Suess,  J^'abrikant  2  fl. ;  Bernhard  Tenzer, 

[igenicar;  Rudolf  Wozak,  Kaufmaan;  Victor  Ziegler,  Post -Administrator. 

en:   Olga  Scbraidl,    Ingenienra- Witwe;  Amalie  Wolczik,    Hatlenmeisters' 

Poln.-08trau. 

■«n:  Mathias  Augustin,  Ober-Caplan;  Johann  Bitta,  Pfarrer  und  Ca) 
ihnl-Director;  Leopold  Bermann,  Kaulmann;' Heinrich  Blumenthal,  Kaufi 
Fabrikant,  Radwanitz;  Franz  GrOM,  MUhlenhesilzer;  Gustay  Glesinger, 
itwirt;  Fbilipp  Ilahn,  Kaufmann;  Johann  Halama,  Ober-Ingenlear ;  Riuha 
)ros  Haschka,  Rechnungsfllhrer;  Leopold  Herlicger,  Kaufmann;  Adolf 
\o  Kobn,  Garberei besitaer;  Franz  I.arisch,  Fleiscbermeister ;  Ignaz  L«w 
Lats,  Apotheker;  Ludwig  Nabielek,  Fleiscbermeister;  Albert  Naske, 
lon,  BranereibeBitter,  Radwanitz  5  Ü.;  Isidor  Reik,  Kaufmann;  Wenzel  I 


Die  mündliche  Maturitäts-Pröfung  erfolgte  am  30.  Juni,  nachdem  die  schrift- 

ironi    SS.  Mai  bis   2.  Juni  staltgefunden  hatte.   (Vgl.    „Maturitäts-PrQfungen"). 

Am  14.  Juli  wurde  das  Schuljahr  in  vorschriftsmSssiger  Weise  geschlossen. 

B.  Das  Innere  der  Schule. 

I.   Der  Unterricht. 

a)  Obllgatfdoher. 
1.  Allgemoiner  Lehrplan. 
OfT  Obligat-Unterricill  wnrde  dDrchgchemU  uacb  dem  Normal- Lebrplane  fQr  dta  Uuteiricht 
Oslerreitliiachpii  Realachulen  mit  deutscher  Unterricbtssp räche,  mit  RQekaicht  anf  die  fQr  die 
ftfachaft  Mähren  getroffenen  Abändernngeii,  ertheilt.  Den  letsteren  snlölge  erbalten  auch  die 
äsen  je  einen  wöchentlicb  zweisinndigcn  Unterricht  in  der  katholischen  Religionslelire  und 
der  VII.  CInase  mit  ebenfalls  zwei  Stunden  per  Woche  die  formale  Logik  gelehrt,  wotOr  der 
iBcbichte,  der  Physik  und  dem  Freihandzeichnen  einige  Standen  entiogen  werden. 

3.   LectUre    der  Oberclassen. 
hn  selbalatftndigen  grosseren  Werken  wurden  i,i  den  Oherclasaen  die  folgenden  gelesen ;  in  der 
ase  Leasings  „Minna  von  Bsrnhclm"  nnd  Schillers  „Wilhelm  Teil",  in  der  Vll.  Classe  Göthes 
inn    und  Dorothea"   and  „Iphigenie",  Schillers    „Brant  ron  Mesaina"  und    ,Vie  de  Franklin" 
Mignet. 
8.   Themen    der  AnfsHtze    und   RedeQbangen    in  den   Oberclasson. 

Aufsatz -Themen. 

V.  Claste. 

1.  Die  Scbtckaalaidee  in  Schillers  Ballar'c:  „Die  Kraniche  des  Ibykus."  (Schal arbeit).  —  2,  Die 
des  Schmerzes  in  der  Schule  des  Lebens.  —  3.  Heimat  und  Fremde,  (Ein  Vergleich).  — 
Schlacht  bei  Marathon.  (Beschreibnng  eines  Bildes).  (Schularbeit).  —  5.  An  der  Jabreewende. 
tctrachtung).  —  6.  „Pegasus  im  Joche."  (Gedankengang).  —  7.  Entwicklungsgang  des  Helden  in 
lusteniovelle:  „Der  Stadtpfeiter".  ~  8.  Der  Frühling.  (Eine  Betrachtung  mit  Rdcksicbt  auf 
, PrilblingBlied"  und  Uhlanda  „Frühlingsglaube"),  —  9.  In  welcher  Weise  schildert  uns  Taritus 
milienlebeii,  die  Erzieh ungs- Verhältnisse  und  die  Kampfweise  der  alten  Deutschen?  —  10.  Die 
iDg  dos  Flnsse  fUr  das  Culturleben  der  Menschen.  (Scnularbett).  —  II.  Siegfried  und  Acliilles. 
arallele,  (Schularbeit).  12.  CSaars  Allein  herrsch  aft. 

Adolf  Waneck. 

VI.  CISSM. 

I.  Dass  wir  Menschen  nur  sind,  der  Gedanke  beuge  das  Haupt  Dir;  doch  dasd  .Menschen  wir 
chte  Dich  freudig  empor!  —  2.  Wodurch  hat  sich  Karl  1,  den  Beinamen  des  Grossen  erwerben  ',' 
{utzen  der  Eisenbahnen.  (Schularbeit).  —  4.  Das  Meer,  eine  reiche  Scbatiikainmer  und  Segens- 
der  Erde.  —  :>.  .lUHsaat  und  Ernte,  ein  Bild  des  meDScblichen  Lebens.  —  (>.  Die  IFnhekanat- 
mit  der  Zukunft  ist  uns  erspriesslicher,  als  die  Kenntnis  derselben.  (Schularbeit).  —  7.  <'ha- 
ild  des  Majors  t.  Tellheim  nach  Lesslng's  „Minna  von  Barnhelm."  -  8,  Der  Mensch  im 
;  mit  den  Natutkräften,  den  Mitmenschen  und  sich  sclbsl,  (Schularbeit).  —  9.  Licht-  und 
nseiten  der  Kreuzzdge.  —  to.  Suchst  du  das  Höchste,  das  Orüsste?  Die  PUanze  kann  es  Dich 
Was  sie  willenlos  ist,  sei  du  es  wollend,  das  ist's.  —  11,  Ein  Charakterbild  aus  Schillers 
Im  Teil."  —  12.  Das  Alte  stflrzt,  es  ändert  sich  die  Zeit,  nnd  neues  Leben  Ullbt  aus  den 
.  (Schüler,  „Wilh.  Teil,") 

Jos.  Katzer. 

VII.  Classe. 

1.  Erläuterung  Ton  Klopstocks-Ode  ,Ihr  Tod."  —  2.  Der  Nutzen  der  Stenographie.  —  3.  Wie 
wir  für  dos  Leben?  (Schularbeit).  —  4.  Ein  Reise -Abenteuer  in  Neu-Mexiko.  (lebertraguiig 
n  Engl,  des  Capit.  Marryat.  —  ö.  Ein  Industrie-Etablissement  des  Mäbr.-Ostrauer  Industrie- 
B,  —  fi.  Was  macht  uns  Ocsterreicb  lieb'  und  wert?  (Schularbeit).  —  7.  Die  widitigeren 
e  der  kilnslltchen  Kälte-Erzeuqung.  (Oder:  Die  hohen  Tauern).  S.  Gedankengang  und  Grund- 
e  von  Schillers  .Spaziergang".  —  9.  „Nur  Beharrung  fuhrt  zum  Ziel."  (Schiller,  ^SprOche  des 
US").  —  10.  „Wallcnsteing  Lager"  als  Exposition  der  „W  allen  stein  "-Trilogie."  —  II  Kohle 
Ben  im  Dienste  der  Cnltur.  tMatnr. -Arbeit).  —  \2.  Die  tragisehe  Schnbl  des  Helden  in  Schillers 
DSteiD."  ,  ,    - 

Jul.  Reuper. 


1   der   Vortrags-  nnd   RedeUbnii(;en    in   dei 
VI).  ClBsee. 

Valirheit   in  Schülers    ,Wilhelm   Teil."  —  2.  Karl   XII. 
u^.    u,.u. ........    .^.  ^.^.T.^.   —  3.  Erzherzog    Karl  an    seine    Armee  »or    der  SchUichl 

4.  Rede  bei  der  Eröffnung  einea  Ko b lenberg werke s,  —  Q.  Begrdaanngs-Rede  an  eit 
—  6.  Daiik»aguiigaredc  im  Namen  eines  Turnvereines.  —  T,  Abschiedsrede  an  e 
Professor.  —  8.  Gedenkrede  auf  den  Prinzen  Eitgeii  v.  Savojen.  —  9.  Weihrede  b« 
eines  Tegettliotf-Denkmals. 

b)  Bedingt  obligate  und  freie  Lehrgegenstände. 

1.   Mos.   Religionsl.  hre. 

I.  a)  3  Stnnden  vOchentlivh.  a)  Bihl.  Geschiuhte:  Von  der  Welta 
WS.    (Lehrbuch    von  Wolf).   —   li)  Gbuhcua-   und    Pflichten  lehre: 
Volf).  —  c)  LectQre:  Aus  dem  Pentatench  im  Urtext  —  (aß  Schflii 

II.  Cl.)  2  ätnnden  wöcheiillich.  a)  Bihl.  Geüchlchte:  Von  Josna  bi 
labens-  nnd  Pflichtenlehte:  Die  zehn  Gebote,  (Wolf).  —  c)  LectOr 
in  Urtext.  —  21  Schüler). 

III.  und  IV.  Cl.)  2  Standen  wöcbcotltch.  a)  Bibl.  Geschii^hte:  Von 
ija  zn  den  HaBmonäerlltrstcn.  (Wolf).  ~-  b)  Glaubens-  und  Pflichtenlel 
re:  Aus  dem  Peotateuoh  im  Urtext.  ■—  (36  Schüler). 

V.  bis  VII.  Cl )  1  Stunde  wöchentlich,  a)  Geschichte  und  Literatni 
SrtiDg  des  zweiten  Tempels  in  gr<  ssen  Zllgon.  —  b)  Glaubens-  und  V 
t.  —  c)  Lectare:  Aas  den  Psalmen  im  Urtext.  —  (16  Schiller), 

a.   Böhmische   Sprache. 

Abtheilungen  für  Deutsche. 
1   Stunden.   (1.  Cl):  PrBaens  nnd  Vergangenheit  der  Verba  bjti  unfl 
ir  Snhstantiva,  Pronomina,  Adjectiva,  Nnnieralia  und  Verba  an  der  '. 
emorieren   and  Recitieren.   8  Haus-   und  4  Schulaufgaben.   (Bobmig 
von  Hanaiek.  I.  Tb.)  (33  Schüler). 

:.  Stunden.  (II.  Cl ) :  Ergänzung  der  Lehre  vom  Substantiv.  Declinatio 
ctiva.  Prlposilionen.  Conjunctioncn.  Das  Vcrbum.  Lesen.  Memoriere 
lind  4  Sehnlaargaben.  (BOhmiscbcs  Sprech-  und  Lesebuch  von  Hai 

[in.  und  IV.  Cl.):    A4jöctiv,  Adverb,  Pronomen,   Numerale,  Lesen 
-  und    Recitiertlbungen.  Alle   4  Wochen  1  Haus-  and  eine  Schular 
lud  Lesebuch  »on  Hanaeek,  III   Tb.)  —  (93  Schüler). 
:  Standen.  (V. — VII,  Ct.);  Wiederholung  der  Form anl ehre,    besoudei 
>nen.    Aus   der  Syntax:    Transgressiv.  Cssnalebre.    Memorieren    und 

1  1  Haus-  und  1  Schulaufgabe.  (Böhmische  Grammatik  von  MaanKt 
[I.  Th.  —  (9  Schüler). 

Abtheilnngen  fllr  Slaven. 
Stunden.  (I.  Cl.):  Lant-  und  Satzlehre,  Nomen  nnd  Prontiinen.  Lei 
waischer  und  poetischer  I.:e8e3tflcke.   4  Schub  nnd  8  Hanaaufgahen 
Lesebuch  von  Bartoä,  I.  Th.  —  (17  Schuler). 

2  Stunden.  (II.  Cl):  Wiederbolnng  des  Nomens  ttnd  Verbums 
.  Leseübungen  Memorieren  pros:iiacber  nnd  poetischer  Lesestilck 
fgaben   (Grammatik  von  Masafih,  Lesebuch  von  Bnrioä.  t.  Th.)  (10 

!  Stunden.  (III.  und  IV.  Cl.):  Bildung  aller  Zeiten  des  Verba  und 
^i^ngation.  Eintheiinng  der  Verba.  Alle  fi  Wochen  1  Hausarbeit  a 
i  Reproduction  des  Gelesenen  in  b<>hniiaclier  Sprache.  (Grammatik  vo 

Tieftrank    II.  Th.  (14  Schüler). 

8.  Gesang. 
•■  Stnnden  (Cl.  la  tind  Ib):    Kenntnis  des  Notcnsystemi  und  der  Ti 

Kenntnis  d.r  Tonarten  and  Tonleitern  in  Dur  und  Moll.  —  Ein- 

(Solfeggien,  Canon,  Volks  nnd  Kirchenlieder,  Gesang  in  Gruppen 
m,  Helt  1  bis  4.)  (5»  SchOler). 

Stunden.  (Ct.  IIa.,  IIb.  und  III.):  Wiederholung  der  In  terra  llenlehi 
rten  und  Tooleitern  in  Dur  und  Molf.  Zwei-  iinil  dreistimmige  Knal 
>D  (Soli  und  Chor.)  ~  (4U  Schüler). 
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b)  Die  die^Sdrlge  PrPfUiig. 
thriftliche  Maturitäls  -  PrQfung  fand  vor 
l^nde  Themen  und  Aufgaben  zum  Gegensti 
eben  Aufsatz :  Kohle  und  Ei<«n  im  Dienst 
etzung  aus  dem  Französischen:  „Le  prince 
Von  S4gur.  Aus  Ploelz,  Manuel  de  htl^rature  fran^aise,  S.  417. 

3,  Für  die  Ueberselzung  in  das  Französische:  „Die  Geschichte  ■ 
Von  Lessing.  Vom  Anfange  bis:  „mit  desto  weniger  Gefahr  nähren  zi 

4.  Für  die  Uebersetzuiig  aus  dem  EnEftisehen:  Aus  Robertson 
the  reign  of  Charles  V."  In  Herriga  Chrestomathie,  S.  216,  Z.  10  \ 
S,   217,   Z.    27. 

Als  matheiliatisclie  Aufgaben : 
Seiten   eioes  aph&risclien    DreicckeB  sind   ir  — 114°  56',  it  — 8J^  f^=i 

y  lu  beatimmeD,   in  «elcheu  die  Seile  a  vuu  docnjeDigeii  Bugeo   gctbeil 
enden  Winkel  A  halbiert. 

laod  nnterttfllzt  einen  braven  ijtadenten  von  dessen  12.  Iiia  incl.  20.  , 
itrage  tod  Ifrf)  K;  wie  viel  nOre  der  ünterstOtzto  echnidig,  wenn  4°'o  8' 
einem  geraden  Kegeistnnpf  sind  zun  Kegel  ei ngescb rieben,  derco  Qru 
id-  und  die  DeckflOcfae  des  frsterea,  und  deren  Spitzen  die  Miltelponkti 
eise  sind.  Man  berechne  die  OlierB&che  und  das  Volumea  des  beiden 
s  ans  den  Diraensionen  de«  StumpfeH. 
5,  r  =  3,  *  :=  4-5. 

Als  Aufgaben  aus  der  dürstellenden  Geometrie: 

ei  windBchiefe  Gerade,  G  und  Z.,  i,ind  gegeben  \  es  ist  dut-cb  G  eine  Eh 

L  einen  gegebenen  Winkel  bildet. 

eißnnigea  Rotationsellipsoid,  deasi'n  .\c1isen  siuh  wie  4 :  ^  verlialten, 
tioDsebene,  daas  seine  groB<e  Acbse  ku  dersell>en  nonnal  ist.  Anf  demscl 
che  Platte,  deren  Achse  in  die  Verlängeraag  der  grossen  Achse  des  Ell 
idtas   gleich    ist    der   kleinen    Achse   des    Ellipsoidi;    es  sind    die   Schai 

'  einer  sechsseitigen  prismatischen  Platte  steht  oin  sechsseitiges  Prisma,  i 
itte  ruht.  Ka  sind  die  SchatteDrerbiltnisse  zu  ermitteln.  (Perspcctivis.h. 
?  mündliche  Prüfung  fand  noi  28.  Juni  statt,  unter  dem 
.  Landesschul-Inspectors  Dr.  Karl  Schober, 
s  Prüfungs-Ei^ebnis  wird  im  nächsten  Jahresbericht  mitgel 

III.  Schul  -  Hygiene. 

a)  lusendspleie. 
1  platz.  Der  schon  im  vorigen  J.Tlirc  von  der  Stadtgemeind 
n  gewidmete  Spielplatz  im  Stadtparke  erfuhr  im  Laufe  diese 
Erweiterung,  und  ausserdem  wurde  über  Ansuchen  der  Re 
Fom  löblichen  Stadlvorstande  in  muntßcenter  Weise  noch  ein 
ie  Lawn-Tennis-Spicie  hergerichtet,  so  dass  jetzt  für  Jugends 
usmaasFe  von  300  m*  und  280/»'  zugebote  stehen, 
ung.  In  die  Leitung  der  Jugendspielc  theilten  sich  der  wir 
Josef  Matlauch  und  der  wirkliche  Turnlehrer  Herr  Norb 
i  nähme.  Die  Theilnahme  an  den  Spielen  war  seitens  d 
wohnenden  Schüler  eine  recht  erfreuliche,  während  die 
er  sich  in  geringerer  Zahl  an  den  Spielen  ttelheil igten.  Im 
en  28*/,  der  Schüler  an  den  Spielen  theil. 
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Spiele.  Die  gepflogenen  Spiele  waren  iStossball,  Fusshall,  Schlagball,  Cricket. 
Lawn-Tennis.  Mit  besonderer  Vorliebe  wurden  Ballspiele  und  Gricket  gepflegt. 
Spielzeit.  Die  regelmassige  Spielzeit  bildeten  die  Stunden  von  3—5  Uhr  an 
den  Samstag- Nachmittagen. 

Spielregeln.  Als  Spielregeln  wurden  die  nachstehenden  vom  Lehrkörper 
entworfen  und  vom  h.  k.  k.  Landesschulrathe  genehmigt: 

Spiel-Ordnung. 

1.  Die  Theilnahme  an  den  Spielen  ist  im  Principe  den  Schülern  aller 
Glassen  gestattet;  strafweise  Ausschliessung  einzelner  Schüler  oder  ganzer 
Classen  kann  jedoch  für  eine  bestimmte  Zeit  über  Beschluss  der  Classen-Con- 
ferenz  stattfinden.  Die  Spielenden  haben  sich  den  Anordnungen  der  Auf- 
sichts-Personen  und  Ordner  zu  unterwerfen. 

2.  Die  Schüler  haben  nur  den  ihnen  besonders  zum  Spielen  angewie- 
senen  Theil    des   Spielplatzes   zu   benätzen. 

3.  Schulsachen  sollen  auf  den  Spielplatz  nicht  mitgenommen  werden. 
Ebenso  darf  während  des  Spieles  niemand  Bleistifte,  Federhalter  und  über- 
haupt spitzige  Gegenstände  bei  sich  führen. 

4.  Die  Spielenden  haben  sich  während  des  Spieles  anstündig  zu  ver- 
hatten. Unziemendes  Benehmen  zieht  die  Enifernung  vom  Spielplätze  nach  sich. 

5.  Für  jede  Spielgruppe  wird  ein  Ordner  bestimmt,  der  das  Spiel  leitet, 
die  Ordnung  aufrecht  erhält.  Meinungsverschiedenheiten  schlichtet,  die  S[>iel- 
geräthe  übernimmt  und  wieder  abführt. 

6.  Spielgeräthe  werden  nur  an  den  wöchentlichen  Spieltagen 
ausgefolgt,  die  durch  Anschlag  am  schwarzen  Brette  bekannt  ge- 
macht werden.  Muthwillig  beschädigte  Spielgeräthe  sind  von  den  schuldtra- 
a^enden  Spielern  durch  neue  zu  ersetzen.  — 

Aufführung  der  Schüler.  Die  Schulzucht  war  bei  den  Schülern,  welche 
^ieli  an  den  Spielen  betlieiliglen,  eine  ladellose,  und  strafweise  Ausschliessungen 
i'on  den  Spielen  kamen  nicht  vor. 

Kosten  der  Spiele.  Zur  Bestreitung  der  Spielkoslen  widmete  der  löbl. 
nde-Ausschuss  in  danken  wertester  Weise  den  Jahresbetrag  von  l20fl.  Ausser- 
tellte  Herr  Realilätenbesitzer  Dr.  Karl  Kraus  unentgeltlich  ein  Lawn-Tennis- 
und  einen  Kasten  für  die  Spielgeräthe  bei,  wofür  ihm  hiemit  der  gebührende 
abgestattet  wird. 

b)  Schlfttsobuhlaurei. 
Dem  Schlittschuh  Sporte  huldigten  die  meisten  Realschüler  auch  im  abge- 
en  Schuljahre  während  der  Wintermonate  sehr  ausgiebig.  Der  Mshr.-Ostrauer 
f-Verein  widmete  zu  diesem  Zwecke  25  Freikarten  für  die  Dauer  der  Eislauf- 
nd  ermässigte  überdies  den  Eintrittspreis  für  Schüler  von  5  auf  3  Kreuzer 
■ei  Wochentagen,  wofür  ihm  hiemit  auch  öffentlich  der  gebührende  Dank 
atlel  wird.  Die  Zahl  der  Schlittschuläufer  bezifferte  sich  auf  243  =  0.5  3» ,, 
Schüler. 


ci  Baden  und  Schwimmen. 

Für  die  Pflege  des  Uadons  und  Scli\viniiin;iis  wsiien  die  örtlichen  VerhAll- 
riispp  auch  im  abtreliuirpiicii  Suliiiljahic  insolern  uii^'ünslig,  als  ein  öfTentiiches 
Siinviinmbad  niclil  zu  Ufbolo  stand  und  auch  die  ICrthcilung  von  Schwimmunlerrichl 
nicht  stattfand.  Dagegen  guwährte  Herr  Dr.  Karl  Kraus  als  Bi.>silzer  de«  Franz- 
iiiscf-Badi-'S  den  Realschülern  neuoidings  einen  bedeutenden  Prels-Naclilass  für  die 
Hcnützung  dieses  Bades,  indem  Scliideriiarten  liir  Wannenb-ider  ä  10  und  20  tr. 
iciiiblblgt  wurden. 

Ucber  Ansuchen  dtr  Realschul- Duection  leitete  der  löbliche  Stadt  vorstand 
ilie  Vorerhebungen  zur  Errichtung  eines  Brausebades  im  Anschlüsse  an  die  Real- 
seil ul-Turn halle  ein,  und  es  ist  somit  die  Aussicht  vorhanden,  dass  sciion  im  näch- 
sten Schuljahre  ein  solches  Brausebad  einen  wenigstens  theilweisen  Ereatz  für  den 
örtlichen  Mangel  eines  entsprechenden  Voll-  und  Schwimmbades  gewähren  werde, 
wodurch  sich  die  löbliche  Stadt  Vertretung  nm  die  Gesundheitspflege  der  Schuljugend 
ein  hervorragendes  Verdienst  erwerben  würde. 

d)  Sohul-AnsflSoe. 

Am  6.  und  7.  Juni  1894  fanden  unter  Führung  der  betreffenden  Ordinarien 
grössere  Schul-Ausflüge  der  IV.,  V.  und  VI.  Cla.sse  stall.  Derjenige  der  IV.  Classe  ver- 
folgte die  Route:  Frankstadt  (mit  Besteigung  des  RadhoSE),  Roünau,  Mähr.-Wciss- 
kirchen,  Mahr.-Ostrau  und  umfasste  Fusstouren  von  cca.  40  km  Lange.  Begleitet 
waren  die  Schüler  dabei  von  den  Professoren  A.  Waneck  und  W.  Piehnil. 

Die  V.  Classe  besuchte  unter  Führung  der  Professoren  AI,  Schwari  und 
AI.  Winkler  die  Glashütten  der  Firma  S  Reich  &  Cie.  in  Krasna,  woselbst  sie 
von  dem  Mitchef  Herrn  Ignaz  Reich  in  freundlichster  Weise  empfangen  und 
als  Gäste  des  Werkes  beqiiartiert  und  bewirict  wurden,  worauf  unter  Führung  des 
Herrn  Ingenieurs  Sc  her  pelz  die  eingehende  Besichtigung  des  Werkes  erfolgte. 
Es  wurde  dabei  der  Bau  der  Glasöfen  wie  der  Regenerativ-Feuerungen  und  der  Glas- 
sclimelz-Process  eingehend  erörtert;  sodann  wurden  die  verschiedenen  Methoden  dei' 
Glasschleiferei,  Sandbläserei,  Ätzerei,  Glasmalerei  u.  s.  w.  demonstriert,  so  dass  sich 
die  Besichtigung  des  grossen  Etablissements  ausserordentlich  interessant  und  instruc- 
tiv  gestaltete.  Des  Weileren  wurde  darauf  der  Badeort  Ro  Ji  na  u  besucht,  in  WaM.- 
Meseritsch  die  k.  k.  Fachschule  für  Holz-Industrie  unter  persönlicher  Führung 
ihres  Herrn  Direetors  Rosmael  besichtigt  und  in  Wsetin  schliesslich  die  Fabrik 
der  Herren  Gebrüder  Thonel  zur  Erzeugung  gebogener  Holzmöbel  besucht,  worauf 
die  Röckreise  nach  Mähr.  Ostrau  angetreten  wurde. 

Die  VI.  Classe  unternahm  unter  Führung  der  Professoren  Jos.  Katzer 
und  Job.  Hadaszczok  einen  Austlug  nach  Teschen,  Östron  und  —  über  die 
Weichselquellen  —  nach  Jablunkau,  mithin  zumeist  eine  Beskiden-Wanderung,  bei 
der  ein  Weg  von  50  km  LAnge  zurückgelegt  wurde. 

Die  übrigen  Classen  unternahmen  an  verschiedenen  Tagen  kleinere  Ausflöge. 

Allen   geehrten    Förderern    dieser   Schul-Ausflüge,    insbesondere   den    obge- 
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er  und  der  Kaschau-Oderberger  Eisenbahn,  sei  für  ihr  schull'reund- 
ommen  auch  an  dieser  Stelle  der  gebührende   Dank  ausgesprochen. 

e)  Der  GeBUndiiBlto-Z»tand  der  Sohutjugend. 
d  der   Wintermonate  grassierten  im   Schulorte   und  den   Nachbar- 

Diphtheritiä  und  andere  Infections-Krankheiten,  durch  welche  auch 
in   Mitleidenscbafl  gezogen    wurde,   theils    infolge   der  Erkrankung 
1,  theils  aus  Contuinaz -Rücksichten. 
TS  zahlreiche  Absenzen    wurden   trotz  des  milden   Winters  durch 

verursacht  —  zumeist  wohl  infolge  der  starken  Verunreinigung  der 
?  und  Kohlenstaub.  Die  häufigsten  Erkrankungen  überhaupt  wies 
luf,  und  wegen  Erkrankung  der  Äthniungs-Organe  allein  versäumten 
I  unter  40  Schülern  im  Monate  November  6  Schüler  zusammen 
den  Schul -Unterricht,  im  December  7  Schüler  (ungeachtet  der 
i)  durch  77  Tage  und  im  J:muar  6  Schüler  durch  63  Tage. 
:m    Monate    MUrz    war  der  Gesund heits-Zusland    der   Schüler  ein 

IV.  Hochortige  Erlässe. 
a)  De«  h.  mähr.  L&nilei  -  Aussohusees. 

14.  Oct.    1893,  Nr.  44.832:     Die  Anträge  betreffe  der  Anstellung 

an  den  mährischen  Landes -Mittelschulen  sind  in  Hinkunft  durch 
ndesschulrath  an  den  Liindes-Ausschuss  zu  leiten. 

28.  Oct.  1893,  Nr.  ■47.114:  Die  Anträge  betreffs  der  Ertheilung 
Jnterricht  sind  erst  nach  Genehmigung  der  Lehriächer-Verlheilung 
zw.  durch  den  h.  k  k.  Landesschulrath,  mit  Angabe  der  den  be- 
ehrern der  eigenen  Lehranstalt  zugewiesenen  obligaten  Lehrstunden. 

11.  Novemb.  1893,  Nr.  48.498:  Mit  Beginn  des  II.  Semesters 
n  der  Landes-Oberrealschule  zu  Mähr.-Ostrau  die  Stelle  eines  Turn- 
itum  zur  Besetzung  gelangen. 

11.  Novemb.  1893,  Nr.  49.S52:  Die  laut  der  h.  Min.-Verordnung 
'3,  Z.  13.871,  betreffs  der  Nebenbeschätligungen  von  Lehrkräften  der 
len  geltenden  Bestimmungen  werden  auf  die  Lehrkörper  der  mähr, 
jlen  und  Landes- Realgymnasien  ausgedehnt. 

17.  März  1894,  Nr.  9652:  Die  Bezüge  der  supplierenden  Lehrer  an 
les-Realschulen  und  -Realgymnasien  werden  bis  zur  definitiven  Re- 
z%e   der    Mittelschullehrer    vom    1.   Jänner    1894    ab    um    100  fl. 

.  14.  April  1894,  Nr.  15,154:  Ueber  ministerielle  Anregung  v/ird 
der  Landes-Mittelschulen  der  Umtausch  von  Naiuralien-Doubletten 

.  U.  April  1894,  Nr.  15.329:  Behufs  Deckung  der  Kosten 
B  wird  die  Einhebung  von  Schülerbeiträgen  bis  zu  50  kr,  von  jedem 
snahme  der  unbemittelten  gestattet,  insoweit  nicht  die  betr.  Stadt- 
die  Kosten  solcher  Spiele  aufkommen. 
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b)  ErlisM  du  k.  k.  k.  Ludetsobilratlm. 

Erl.  V.  20.  Nov.  1893,  Nr.  11930:  Zufolge  h.  Min.-Erlas3es  v.  1 
1893,  Nr.  18.830,  wird  för  den  Bedarfsfall  die  Einhebung  von  Schölerbeilrä 
Deckung  der  Kosten  der  Jugendspiele  gestattet. 

Erl.  V.  20.  Nov.  1893,  Nr.  12.012:  För  die  Einführung  ungeprüfU 
kralle  in  die  lehramtliche  Praxis  werden  die  diesbezüglichen  Weisungen  des 
Minist,  f.  Cult.  u.  Unterr.  mitgetheilt 

Erl.  y.  16.  Dec.  1893,  Nr.  12.474:  Die  von  der  Direction  voi 
Spiel-Ordnung  wird  genehmigt 

Erl.  T.  16.  Dec.  1893,  Nr.  13.102:  Für  das  laufende  Schuljal 
die  Fre^ebunp  des  33.  December  gestattet. 

Er!.  V.  19^,  Febr.  1894,  Nr.  i068:  Laut  h.  Ministerial-Vorschr 
Krone  und  Heller  mit  E  und  h  zu  bezeichnen,  ohne  Betsetzung  eines  F 
in  lateinischer  Schrift,  bei  Zahlen  mit  Decimalstetlen  nach  der  letzten  Decini 

Erl.  V.  16.  April  1894,  Nr.  3103:  Schülern  mit  schwachem  Ge 
die  thunlichste  Berücksichtigung  zuzuwenden,  und  es  sind  auch  die  Eltern 
Schuler  auf  das  bestehende  Leiden  aufmerksam  zu  machen. 

Erl.  V.  15.  Mai  1894,  Nr.  4414:  Die  principielle  Geneigtheit  des 
Vorstandes  von  Mähr.-Ostrau  zu  der  von  der  Realschul -Direction  erbeten 
richtung  eines  Brausebades  för  die  Realschüler  wird  mit  Befriedigung  zur 
nis  genommen. 

V.  Die  Erledigung  der  Realschulagenden  eeitens  der  Stadtvertretung 
von  Mfihr.-Ostraii. 

Seitens  der  löbl.  Stadtvertretung  hieselbst  fand  die  Erledigung  dei 
schulagenden,  so  weit  solche  in  das  Ressort  derselben  fielen,  auch  im  abgels 
Schuljahre  in  schulfreundlichster  Weise  statt,  wofür  ihr  hiermit  der  wärmsti 
abgestattet  wird.  Speciell  gehört  solcher  dem  löblichen  Gemeinderat  he,  m 
Herrn  Bürgermeister  Dr.  Adalbert  Johanny  an  der  Spitze,  sowie  der  gi 
Finanzsection  (Obmann  Herr  Gemeinderath  Nathan  Lichtenstern)  und  t 
ehrten  Schulsection  (Obmann  Herr  Gemeinderath  Dr.  G.  Fiedler). 
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der  Lehrtexte  für  das  Schuljahr  1894    gj. 


ClMse 

Antot 

Titel  des  Buches 

Katholische  Religion 

I  11.  Jl 

ill 

IV. 

V. 

VI. 
VII. 

Mach 

Eichler 
Fischer 

Mach 

dto. 
KaltDer 

Lehrbnch   der  kathol.   Religion    fär   die    I.    nnd   II.    Classe   der   Ke» 
schulen.  2.  Aafl. 

Qeschichte  d.  göttl.  Offen  bar  ang,  d.  Neuen  Baadea  f.  OymnaB.  und  an( 

höh.  LehraaBtalten.   5,  Anfl. 
Lehrbuch  d.  kath.  Relig.  f.  d.  oberen  Cl.  d.  Qymnas.  a.  and.  höh.  Leh: 

aostalten.  1.  Tbl.  Allg.  OlaubenBlehre  od.  Apologetik.  1.  Anfl. 
dto.  III,  Th    (Sittenlehre).  1.  Aufl. 
Lehrbnch  d.  Kirchengeschichte  f.  d.  Oberclassen  d.  Mittelschulen.  2.  Aal 

Evangelische  Religion. 

I.-III 

I-IV. 
V.-VU. 

I.-VII 

Bachracker 
Falmer 

Lnthers  kl.  Katechismns.  Nürnberg. 

Biblische  Gescbichte  f.  Schalen  n.  Familien.  Kalw. 

Der  Christi.  Glaabe  u.  d.  christl.  Leben,    Lehrbach  d.  Relig,    u.  d.  G- 

Die  Hl.  Schrift  d,  AlUn  n,  Nenen  Testaments 

1. 
II. 

Wolf 
dt«. 
dto. 

b)  Kurzgefasete  Religions-  n,  Sittenlehre,  7    Anfl 

a)  n.  Heft.  11.  Aufl. 

b)  Wie  in  d.  l.  ClMse.  7.  Anfl. 

111.    D. 

IV 

)    d». 

III.  nnd  IV.  Heft.  9,  Anfl. 

V.-VU. 
I-IV. 
V.-VII. 

EhrmMin 

0,  PenUteach  im  Drtext 
Die  Psalmen  im  Drtext 

Deutsche  Sprache. 

I. 
II. 
Ilt 

IV. 

i 

ilI-lV. 

Lampel 

dto 

dto. 

dto. 

Willomitzer 

dt« 

Dentscbes  Lesebuch  f,  d.  österr.  MitUlschulen,  I,  ThI.,  ö.  Aufl. 
Deutsches  Lesebuch  f.  d.  österr.  Mittelschulen,  II.  Tbl..  3.  Aufl. 
Deutsches  Lesebuch  f.  d.  Osten.  Hittelschalen,  III,  Tbl ,  2.  Aafl 
Deutsches  Lesebuch  f.  d.  österr.  Mittelschulen,  IV.  Thl,  4   Aufl. 
Deutsche  Graniatik   6.  Aufl. 
Deutsche  Gramatik.  5.  Aufl. 

1   V. 

(  Kammer- 
(    St«JBkal 

dto. 

dto 

Deutsches  Lesebach  f.  d.  östeir.  Realschulen,  V.  Band,  1.  Aufl. 

1    VI. 
VII. 

Deutsches  Lesebncb  f.  d.  österr.  Realschalen,  VI   Band,  1,  Aufl. 
Deutsches  Lesebuch  f.  d   österr.  Reblschnlen,  VII,  Band,  1,  AuH, 

Französische  Sprache. 

1.  qII 

Bechtei 

Französisches  Sprech-  und  Lesebuch,  L  ThI,  4.  Ai.fl, 

in.  u 

IV. 

)     a.. 
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dto. 
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CUssF^  I     Autor 
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Englische  Sprache. 

Element« rb II i;h  der  engl.  Sprache,  1.  Anfl. 
Englisches  Lesebuch,  1,  Aufl. 
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Geographie. 


Ovundzüge  f,  d.  ersten  Unterricht  i.  d.  Erdbeschreibung,   1&.  Anfl. 
Kleine  Schalgeograpbie.  Ausgabe  tnr  Oesterr.- Ungarn,  3.  Aufl. 
Geographie  d.  Ssterr.  Realschulen  f.  d.  IV.  Cl.,  'l.  Aufl. 
Oesterreichische  Vaterlands  künde.  Oberstufe,  lO.  Aatl. 
Oeogr.  Scbalatlas.  Ausgabe  in  59  Karten,  35.  Aufl.  (Event,  die  Ausgabe 
.    in  43  Karten,  S4   Anfl.) 

Geschicilte. 

Lehrbach  d.  GeBchichte  f.  d.  unt  Ctassen  d.  Mittelschulen,  \.  ThI.,  2.  AuH 
Lehrbach  d.  Geschichte  f.  d.  ant.  Classen  d.  Mittelschulen,  IL  ThL  1.  Aufl 
X/ehrbach  d,  allg.  G«BChichte  f.  d.  unt.  Classen  d,  Mittel  schalen,  111   Bd.. 

Vi.    Aufl. 
Lehrbach    d.  allgem.    Geschichte  f.  d.  oberen    Classen    d,  Mittelschulen, 

1.  Band,  6,  Anfl. 
Dasselbe.  11.  Band,   7.  Aufl. 
Dasselbe.  III.  Band,  8.  Autl. 
Histor.  Schulatlas,  11,  Aufl. 

Mathematik. 


Lehrb.  d.  Anthmetik  u.  Algebra  f.  d.  oberen  Cl.  d.  Mittelach nlen,  23  AuH. 
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bezüglich  der  Eröffnung  des  nächsten  Schutjahres 


Die  Schüler-Aufnahme  für  das  nächste  Schuljahr  fiiidel  für  die  I.  Glasse 
Montag  den  16.  JuH  sowie  Montag  den  17.  September,  für  die  übrigenClassen 
Samstag  den  15.  September  statt,  und  zwar  vormittags  von  9  bis  11  Uhr. 

Schüler  der  hiesigen  Realschule  müssen  ihr  letztes  Semestral- 
Zeugnis  vorweisen  und  als  Lehrmittel  -  Beitrag  1  fl.  entrichten.  —  Neu  eintre- 
tende Schüler  haben  ihren  Tauf-  oder  Geburtsschein  und,  wenn  sie  aus  einer 
Volksschule  kommen,  das  Frequentations  -  Zeugnis,  wenn  sie  dagegen  eine  andere 
Mittelschule  besucht  haben,  silmmtliche  Zeugnisse  derselben,  das  letzte  mit  der  A  b- 
gangs-Clausel  versehen,  vorzuzeigen.  An  Taxen  müssen  sie  2  fl.  erlegen. 

In  die  I.  Classe  können  nur  solche  Schüler  neu  aufgenommen  werden,  die 
eine  (am  Tage  der  Einschreibung  stattfindende)  Aufnahme-Prüfung  bestehen, 
in  welcher  folgende  Anforderungen  gestellt  werden:  1.  Aus  der  Religion:  Jenes 
Mass  von  Wissen,  welches  in  den  ersten  vier  Jahrescursen  der  Volksschule  erworbi^n 
werden  kann.  —  2.  Aus  der  deutschen  Sprache :  Fertigkeit  im  Lesen  und  Schreiben 
der  deutschen  und  eventuell  der  lateinischen  Schrift;  Kenntnis  der  Elemente  aus 
der  Formenlehre  der  deutschen  Sprache;  Fertigkeit  im  Analysieren  einfacher  beklei- 
deter Sätze;  Bekanntschaft  mit  den  Regeln  der  Orthographie  und  richtige  Anwen- 
dung derselben  beim  Dictandoschreiben.  —  4.  Aus  dem  Rechnen :  Uebung  in  den 
vier  Grundrechnungsarten  in  ganzen  Zahlen. 

Privatisten,  welche  in  eine  höhere  als  die  erste  Classe  eintreten 
wollen,  haben  aus  allen  Obligatfächern  der  voraufgehenden  Classen  eine  Prüfung 
zu  bestehen  und  ausser  der  Aufnahme-  und  Lehrmitteltaxe  von  2  fl.  noch  die 
Prüfungstaxe  von  12  fl.  zu  entrichten. 

Die  Wiederholungs-Prüfungen  finden  am  15.,  17.  u.  18.  September  statt. 

Die  Eröffnung  des  Schuljahres  erfolgt  am  1 8.  September  und  zwar 
für  die  katholischen  Realschüler  um  8  Uhr  mit  einem  Heiligen-Geistamte,  für  die 
israelitischen  Schüler  um  Va9  Uhr  mit  einem  Schulgottesdienste. 

Der  Unterricht   beginnt  am  19.  September. 

Das  Schulgeld  beträgt  pro  Semester:  für  die  1.  bis  IV.  Classe  10  fl.. 
für  die  V.  und  VII.  Classe  12  fl.,  und  ist  für  das  I.  Semester  bis  zum  15.  October. 
für  das  II.  Semester  bis  zum  15.  März  an  die  hiesige  Stadtcassa  abzuführen. 
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Einleitung. 


in  der  vorliegender  Arbeit  ist  die  Bewegung  eines  physischen  Pendels  mit  Berücksich- 
tigung der  Erdrotation  innerhalb  gewisser  einschränkenden  Bedingungen  untersucht  worden. 
Um  den  Einfluss  der  Erdrotation  auf  die  Bewegung  des  Pendels  berücksichtigen  zu  können, 
mussten  zuerst  die  Gleichungen  der  relativen  Bewegung  eines  festen  Körpers,  welcher 
einen  fest  mit  der  Erde  verbundenen  Punkt  hat,  aufgestellt  werden.  Als  Form  der  Bewe- 
gungsgleichungen ist  die  Canonische  oder  die  Hamiltonsche  gewählt  worden,  welche  zuerst 
von  Bour  (Journal  de  Lionville  Bd.  VIII  ser.  II)  aufgestellt  worden  ist.  —  Die  Canonische 
Form  der  Bewegungsgleichungen  ermöglicht  die  Integration  derselben  abhängig  zu  machen 
von  dem  vollständigen  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung,  woraus  durch  Differen- 
tiation nach  dazu  geeigneten  Constanten  die  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  erhal- 
ten werden. 

Im  vorliegenden  Problem  lässt  sich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
nur  auf  dem  Wege  der  successiven  Approximation  bewerkstelligen.  Die  gebrauchte  Approxi- 
mationsmethode ist  ihrerseits  an  die  relative  Kleinheit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde 
gebunden.  Die  Anwendung  dieser  Approximationsmethode  ermöglichte  die  weitläufige  Ent- 
wickelungen,  welche  mit  der  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  ver- 
bunden sind  zu  umgehen. 

Der  Einfluss  des  Luftwiedei*standes  und  der  Elasticität  des  Fadens  auf  die  Pendel- 
bewegung kann  mit  Hülfe  der  erwähnten  Methode  nicht  berücksichtigt  werden.  Derselbe 
kann  kaum  in  einer  anderen  Weise  als  mit  Hilfe  der  Methode  der  Variation  der  Constanten 
ermittelt  werden  und  ist  von  Hansen  in  der  Abhandlung:  „Pendelbewegung  u.  s.  w.^'O  ent- 
wickelt worden. 

Die  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  der  Anwendung  auf  das  Problem  der 
Bewegung  eines  phys.  Pendels  auf  der  rotierenden  Erde  fand  hier  jedoch  Berücksichtigung 
soweit  dieselbe  sich  auf  eine  wichtige  Bemerkung  von  S  e  r  r  e  t  bezieht  (Comptes  rendus  Bd. 
74  1872  I  sm.  p.  275). 


1)    Neueste  Schriften  der  Natnrforscher  Gesellschaft  in  Danzig  1853.  Bd.  V. 
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§1. 

Herleitung  der  Bewegiingsgleichungen  in  der  Lagrangeschen  und 

Hamiltx)nschen  Form. 

Da  wir  im  Folgenden  die  relative  Bewegung  eines  Pendels  an  der  Oberfläche  der  Erde  zu 
untersuchen  haben  werden,  so  wollen  wir  hier  zuerst  die  Differential -Gleichungen  der  Bewegung 
eines  Systems  fest  mit  einander  verbundener  Punkte  in  einer  für  weitere  Behandlung  bequemen 
Form  herleiten.  Diese  Form  der  Differential  -  Gleichungen  ist  die  sogenannte  canonische  Form 
und  ist  zuerst  von  Bour^)  gegeben  worden;  dieselben  werden  hier  in  einer  anderen  als  von 
Bour  gebrauchten  Weise  entwickelt  werden. 

Wir  gehen  aus  von  den  Coriolisschen  Bewegungsgleichungen,  deren  Beweis  hier  wohl 
unterbleiben  kann.  Wenn  c,  r^,  C  die  Coordinaten  eines  behebigen  beweghchen  Punktes  des 
Systems  von  n  fest  mit  einander  verbundenen  Punkten  bedeuten,  bezogen  auf  ein  Coordinaten- 
System,  dessen  Anfang  im  Ei'dmittelpunkte  sich  befindet  und  welches  mit  der  Erde  fest  ver- 
bunden gedacht  ist,  so  sind  die  Coriolis'schen^)  Bewegungsgleichungen  die  folgenden: 


1) 


Aenliche  3  Gleichungen  sind  auch  für  jeden  anderen  beweglichen  Punkt  des  Systems 

dP 
zu  denken.     Es  bedeuten  hier:  -ry-  etc.  ...  die  Componenten  der  äusseren  Kraft,  welche  an 

dem  Punkte  angreift,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  die  äusseren  Kräfte,  welche  am  System 
angreifen,  ein  Potential  haben.  Die  Coefficienten  X  haben  die  gewöhnliche  Bedeutung;  J1  =  0, 
JPa  =  0 1^  =  0  sind  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems ;  F^  u.  s.  w.  aber  haben 

folgende  Bedeutimg: 


1)  Bour:  Memoire  sur  les  mouvements  relatifs.    Journal  de  Liouville  T,  8.  1868. 

2)  Siehe  z.  B.  Mec.  G6n6rale  v.  Resal  p.  116  T.  I. 


^5== 


—  muQ  —  2m  ( 


Q> 


dr. 


Q) 


C 


F    = 


F  = 

C 


mv 


mter 


0 


0 


>3  c  TQ  s. 


«0»  ^0»  ^«'o  sind  die  Componenten  nach  den  Axen  c,  >),  C  der  Beschleunigung  des  Erdmittelpunktes; 
m  (iie  Masse  des  Punktes  (S,  r^,  C),  co  =  +  Kco^  +a>2  4-0)2  (jj^  Winkelgeschwindigkeit  der  Erd- 
rotation, welche  als  eine  constante  Grösse  zu  betrachten  ist. 

Wir  verlegen  nun  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  relativ  festen  Punkt,  d.  h. 
in  den  Punkt  des  Systems,  welcher  mit  der  Erde  fest  verbunden  ist;  das  Vorhandensein  eines 
solchen  setzen  wir  voraus  (Aufhängepunkt  des  Pendels);  Soi  ^o,  Co,  sind  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  nach  den  Axen  c,  v),  C.  Durch  diesen  Punkt  legen  wir  ein  zweites  Coordinaten- 
System  X^  F,  Z,  welches  dem  früheren  parallel  ist  und  ebenfalls  mit  der  Erde  fest  verbunden 
ist;  dann  sind  die  Transformationsformeln: 

£«ao4-^,  r,=r^^+Y,  C  «  Co  + -^. 

Die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  £,  >i,  C  erhalten  nun  folgendes  Aussehen: 


•2) 


tn 


m 


dt^ 

ilX 

dt^ 

d^Z 
dt^ 


dY^     Y  ^        dY 
^    z 


dZ 


dZ 


wenn: 


F   ==  — 


F   = 


»IM 


2m 


K 


dZ 


F   =  —  mwi — 2m( 


dt 

dX 
Z  dt 

— 
X  dt 


o> 


Z  dt)^ 


moi' X — w<ü     (Xm     +  Ym     +  Zm    ) 

X^         X  Y  Z' 


0)    -1—1  +  mü)2  F 
X  dt]  ^ 

m    —=—]'{-  miü'^  Z - 
Y  dt  1   ' 


mo>    {Xiü     -4-  Ym     -4-  Zm    ) 
Y  X^  Y^         Z' 


mo)    (JTo)     -4-  F<ü     Ar  Z^   ), 
Z^         X^  Y^         Z'^ 


—  Wi=  — Mo4-  So«>^  — «>^.(5o«>Y"^^o"*y"^*ö^z^ 

—  Vl=  —  V0  +  >j0«>2  — 0)^(^0  «>^+>3o«>y+ Co  «>^) 

—  w;i=  —  e£;o+  Cqw^  — m^  (So  «>^+ T^o«>y+ Co«»^ 


ist.  —  Diese  Grössen  F   ,  /'^   ,  JP    können  leicht  in  folgende  Form  gebracht  werden : 

X         I         ^ 


F    = 

X 

F   = 

Y 

F    = 
z 


—  mUi—2m(Z'(o^  —  io^Y')+mm^(Xa}^—  Ym^  —  mm^{Zm^—Xm^) 

—  mvi  —  2  m  (^'«>^  —  Z'  (u^)  +  wcd^(Fcd^  —  Xta^  —  mcD^(Zü)  ^—  Fcü^ 

—  m  Wi  —  2  m  ( F'ü)^,  — X'oip  + /nai^(Zc!>^— jr^p  —  ma)y  (F(o^— Zcop, 


wenn: 

^  -IT'  ^  -  ~dT'  "^  -'dt     ^^^' 
Führen  wir  mit  Bour  jetzt  die  Functionen: 

Q^=lm)w     (YZ'  —  ZY')+m    (ZX' —  XZ')  ^w  JXY' —X' Y){ 
\    X  Y  Z  { 

Q  =s  — 1*1  2m^Y — Vi  im  Y — le/i  imZ* 
in  die  Gleichungen  2)  ein,  indem  wir  r7=»P4-Q  +  ßi  +^2  setzen  und  bemerken,  dass : 


dU 


d    dT 


d^X     d    du 


^-^  =  m(Zo.^.-  r«.p,  _  ^^  =  m  -^,  ^  ^,  =  m  («.^Z' 


o>   F')  u.  s.  w.  ist, 


so  wird  erhalten: 


3) 


rf<       dX'       ~        dX       "*" 


dt       dY'       ~~        dT        '•'*'    dr 
d  d{T+U)  _d{T-{-  ü)        y     d-F 


d«         dZ 


dZ 


dZ 


Aehnliche  3  Gleichungen  gelten  für  jeden  anderen  beweglichen  Punkt.  Um  diejenigen 
Gleichungen  zu  erhalten,  welche  frei  von  unbestimmten  Coefficienten  X  sind,  multipüciren  wir 
die  Gleichungen  3)  resp.  mit  8  .Y,  o  F,  8  Z  u.  s.  w.  addiren  darauf  die  Producte  und  erhalten 
die  Gleichung  4): 


4)  i2{'i?t^>8A'4-^^8F+l^/^8Z 


dt'X    dX' 


dY' 


dZ' 


vU(T+U)  d(T±Ul  diT+U)       \ 


i 


d(T-k-ü) 


d{T-\-U)^^,  d(r+f7),  J 


ÖX      8Jf+^^^8y+"--^^oZ 


]• 


Diese  Gleichung  entsteht  aus  der  Gleichung: 

^^di—Tx~-^^^d-t—TY^—-^''^dr-  d-Z'  — 


C7)l_yd(r+j 

-'  —  {-^      Tx 


■^U) 


0  JT  4"  •  •  •  > 


wenn  man  die  virtuellen  Variationen  öjf,  6  y,  SZ  u.  s.  w.  nicht  allein  als  Grössen  betrachtet, 
welche  den  Bedingungsgleichungen  des  Systems  genügen,  sondern  auch  als  Functionen  der 
Zeit  ansieht*);  dann  ist  folgende  Transformation  berechtigt; 

^  d(r+  U)  _   d_  d{T+  U)  öiTJf  U)  ±  g  j. 

dt       dX'        ~  dt       dX'  dX*        dt        ' 

wo     j-i  ö-Ar=  8  -rr  =  5  JT'    zu  setzen  ist. 
dt  dt 


^  s.  Kirchhoffs  Meohanüc  s.  27. 


Wenn  ein  System  von  n  Punkten  v  Bedingungsgleichungen  hat,  so  sind  unter  den  3» 
Coordinanten  3n  —  v  unabhängig  von  einander.  Sind  J'j  =  0,  J^s  =  0  .  .  .  .  l^v  =  0  die  Be- 
dingungsgleiehungen  des  Systems  und  führt  man  3  n  —  v  neue  von  einander  imabhängige 
Variable  fl'i,  fl'2  •  •  •  •  ffj.-v  ®i^^5  die  mit  X^  F,  Z  .  .  .  .  Z^  durch  die  Functionen  /i,  f^-- 
ftn-^y  zusammenhängen,  so  erhält  man  3n  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
X,  Y,  Z  .  .  .  .  Z^  als  Functionen   der  unabhängigen  Variablen  ^i5^2,--ff3,_v   nämlich: 

F,  (.Y,  F,  Z  .  .  .  .  ZJ  =  0,      ^x  =/,  (^  Y,  Z  .  .  .  .  Z.) 


i^,(jr,  r,  z -^j  =  ü,    ^,_,=A_,  a,  r,  z zj 

Im  Falle  eines  festen  Systems  mit  einem  relativ  festen  Punkte  sind  3  n  —  3  Bedin- 
gungsgleichungen vorhanden ;  in  diesem  Falle  ist  v  =  3  n  —  3  und  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Coordinaten  3n  —  3n-f3  =  3.  Mit  hiKe  der  Gleichung  4)  ist  es  leicht  die  Bewegungsgleichun- 
gen  in  unabhängigen  Coordinaten  aufzustellen.  Bezeichnen  wir  die  unabhängigen  Variablen 
mit  ?,  ^.  8,  so  ist: 


40 


ÖJ  = 


hY  = 


dX  ^      ,    dX  ^  dX  ^^ 


dcp 


dY  ^ 

05S 


<»<!» 


di> 


rt'i 


dd 


oZ  = 


dZ  ^      ,    <)Z  ,  dZ  ^j. 


drD 


d^ 


für  die  Variationen  der  Coordinaten  aller  übrigen  Punkte.  Es  bestehen  auch  folgende  Gleichungen, 


woraus  man  sieht,  dass  -t   , 


dA"   öY'        dY 

-—       -r— r    =   T-      U.    S.    W.    I5it. 


Nach  Einführung  der  Ausdrücki»  4')  für  oA',  öl',  oZ, .  .  .  .  in  die  Gleichung  4)  erhalten 
Avir  die  Gleichung  5,  nämlich: 

indem  wir  die  Gleichung  4)  in  folgender  kürzeren  Form  darstellen: 

d      \d(T+U)  d(T+U)  d(T+U)  .  J_.,^  .    ... 

(T+  U)  in  der  Gleichung  5,  ist  als  Function  von  ?,  'j',  ^,  ^',  ^',  8'  zu  betrachten.  Da  die 
Variablen  ?,  ^,  ^,  ?',  'V,  Ö'  von  einander  unabhängig  sind,  so  erhalten  wir  nach  Ausführung 
der  angedeuteten  Differentiation  und  Variation: 


6) 


d  d(T+  U) 
dt        d<p' 

d  d(,T-\-  U) 
dt        dY 

d  d(T+U) 


dt 


d» 


d(T-\-ü) 
dff 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  6),  welche  die  Lagrange'schen  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung sind,  können  leicht  die  canoniechen  oder  die  Hamilton'schen  hergeleitet  werden.  Zu 
diesem  Zweck  führen  wir  in  die  Gleichungen  6)  neue  Variable  ^i,  di,  fi  ein,  die  mit  den 
Variablen  <p',  ^',  8',  ?,  (J;,  ö  mittelst  der  Gleichungen: 

,.     ,  d(T+ü)    j.    _HT±U)    ^    _d(T+U) 

zusammenhängen  und  welche  in  Bezug  auf  <p',  <]«',  &'  linear  sind;  dann  ergiebt  sich: 

d^i  _  d(T+U) 


70 


dt 

dttj  _ 
dt    " 


d(T-\-ü) 


dt  d<p 


Nach  Multiphcation  der  Gleichungen  7')  resp.  mit  S^*?  ^^>  ^?>  und  Addition  der  Producte  entsteht: 


8") 


dif 


db 


Letztere  Gleichung  kann  in  folgender  Weise  geschrieben  werden,  nämlich: 


indem  bemerkt  wird,  dass: 

ist  und  mit  Beräcksichtigung  von  8") 

demnach,  da  9189' +  (^löcp' +  »loft  — 8(«iy' +  (j;icp' +  &i&')  — T'891  —  (j^'S^^i  — »'S»,, 
istj  erhalten  wir  endlich  8')- 

Selzen  wir  nun  (T+U)  —  (?i  ?'  +  ^1  ^'  +  ^i  ö')  =  —  ^  und  denken  uns  in  der  Function 
ff?'»  4*'»  8'  vermittelst  der  Gleichung  7)  in  Function  von  ^i,  fti,  ?i,  «,  ^,  ft  ausgedrückt^  dann 

erhalten  wir: 

dtf 


QS,+ 


=  —  8  ff: 


diese  Gleichunir  zerfallt  aber  in  die  sechs  Gleichungen: 


^ 

dH 

6 

^ 

dt 

dt 

dB 

dB 

d<p 

dH 

d<|*  _ 

dB 

<;& 

dB 

8)  _ 

welche  die  gesuchten  canonischen  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  sind.    Die  Function 
H  ist  als  Function  der  Variablen  cp,  <p,  8  und  cpi,  91,  fti  auszudrücken.  Es  ist  nach  dem  Früheren 

Oder,  da:  ^^,  —  ^^,,  ^^,  -  ^^,  ^^,  —  ^^,, 

?i?   +919  +»1»   -  — ^^-7 ?   +  — ^^;7 9   -^ är ^  • 

Die  Function  T  ist  eine  homogene  Function  2.  Grades  in  Bezug  auf  die  Variablen  (f\  cp',  0', 
die  Function  Qi  ist  eine  solche  vom  1.  Grade;  daher  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die 
homogenen  Functionen: 

Demnach  wird  jetzt: 

jEr=2r+Qi  — T—  ?7=r+Qi  —  p—Q  — 01  —  02  =  r— (P+Q)  — Ö2. 

Dieses  ist  der  Ausdruck  für  fl,  welcher  bei  der  Differential-Gleichungen  der  Bewegung 
gebraucht  wird. 

Da  wir  weiterhin  die  dififerential  Gleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt  gebrauchen  werden,  so  benutzen  wir  zu  diesem  Zweck  die  Gleichungen 
8),  in  denen  die  Variablen  9,  (j>,  0  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Stellung  eines  mit  dem 
Körper  fest  verbundenen  Axensystems  gegen  die  Axen  Jf,  F,  Z  bestimmen. 


§2. 

Einführung  eines  speciellen  Coordinatensystems  und  nähere  Bestim- 
mung der  Functionen  JP  und  Q. 

Es  ist  bis  jetzt  die  Richtung  der  Axen  ^,  F,  Z  willkürlichen  gelassen  worden.  Jetzt  aber 
wird  dieselbe  in  folgenderweise  definirt.  Wir  legen  die  positive  Axe  der  Z  in  die  durch  den 
festen  Punkt  des  Körpers  nach  unten  gerichtete  Lothlinie,  die  der  X  nach  Süden  und  die  der 
F  nach  Westen.  — 

Wenn  noch  die  Drehungsaxe  der  Ei*de  positiv  nach  Norden  angenommen  wird,  so  sind 
die  Componenten  «>    ,  «>   ,  o)    : 


CO     s=  —  0)  Ck>B  A.,a>     =0,  o)     =  —  CO  Sin  X, 
X  ^     Y  ^     Z  ' 


wobei  X  die  geographische  Breite  des  Ortes  bedeutet;  co  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der 


Drehung  der  JErde  und  ist  =  0,00007272,  wenn  die  Sternzeitsecunde  als  Zeiteinheit  angenommen 
wird.  Nehmen  wir  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  an,  welches  dem  Coordinatensystem  X^ 
F,  2r,  parallel  ist  und  seinen  Anfangspunkt  im  Mittelpunkte  der  Erde  hat,  und  seien  So,  ^lo,  Co 
die  Goordiuaten  des  festen  Punktes  des  Körpers  in  Bezug  auf  dieses  zweite  System;  12 o  sei 
die  EiHtfernung  desselben  Punktes  vom  Erdmittelpunkte,  dann  haben  wir: 

So  =  i2o  «n  (X  — X') 

T)o«0 

Co  =  —  -ßo  ^^'  0^  —  ^' ) 
wenn  V  die  geocentrische  Breite  des  Punktes  0',  d.  h.  des  festen  Punktes  des  Körpers  ist. 

Führen  wir  in  die  Formel  für  Q  §  1  die  erhaltenen  Werthe  für  <o    ,  »    ,  «     und  Jo,  iJo?  Co, 
ein,  und  statt  m  —  dm,  so  erhalten  wir: 

Q  =  —  t*o  j  -3r  dm  —  v^  \Y  dm  —  Wq  \  Z  dm  +  Qo, 

wo     Qo  =  w^Uq  ein  \  cob  V  \  X  dm  —  R^  m^  cos  X  cos  X'  \  Z  dm 

ist.  Es  war  mit  P  das  Potential  aller  äusseren  Kräfte,  die  auf  den  festen  Körper  wirken,  bezeich- 
net worden.  Diese  äusseren  Kjräfte  sind  die  Attraction  der  Erde  und  die  aller  übrigen  Himmels- 
körper;  von  dem  Widerstände  der  Luft  sehen  wir  jedoch  ab.  In  Folge  der  sehr  grossen  Ent- 
fernung z.  B.  des  Mondes  von  der  Erde  und  der  ganz  verschwindenden  Dimensionen  des 
Körpers  relativ  zu  dieser  Entfernung ,  wird  erlaubt  sein  wenn  u',  v',  u/  die  Componenten  nach 
den  Axen  -Y,  F,  Z  der  Anziehung  des  Mondes  in  einem  Punkte  von  der  Masse  1  an  der  Erd- 
oberfläche bedeuten ,  das  Potential  Px  des  Mondes  auf  den  ganzen  festen  Körper  dargestellt,  durch 

8)    Pi  =u'  Jxdm  +  v'  J  Fdm  +  tif'  Jzdm 
anzunehmen;  dann  ist: 

wo  Pj,  P3  u.  s.  w.  ganz  ähnlieh  gebildete  Summen  wie  in  3)  sind  und  die  Potentiale  anderer 
Himmelskörper  bedeuten ;  Po  ist  das  Potential  der  Erde,  welches  wir  später  bestimmen  werden. 
Es  ist  hinreichend  für  das  weiter  Folgende  nur  Pi  in  Betracht  zu  ziehen.    Wir  haben 
demnach 

4)    P4-Q  =  Po  +  Qo+(w'  — Wo)  J  Xdm  +  (v'  —  Vo)  ^Tdm  +  (w'  —  Wo)  ^Zdm, 
unter  uq^  vo,  wq  haben  wir  jetzt  auch  nur  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Erdmittel- 
punktes, welche  von  der  Mondattraction  herrührt,  zu  verstehen.     Die  Componenten  u'  —  uq 
u.  s.  w.  sind  proportional  dem  Ausdruck 

2/L 


p3 


B^ 


in  welchem  /  die  Attractions-Constante,  L  die  Masse  des  Mondes,  p  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes der  Erde  von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  bedeuten;  Rq  ist  die  Entfernung  des 

2  fL  fL 

festen  Punktes  des  Körpers  von  dem  Erdmittelpunkte.    Der  Ausdruck  -^  entsteht  aus  —  —^  > 

r  r 


2  fL 

wenn  derselbe  nach  p  differenzirt  wird  und  im  Ausdrucke  -^  dp  für  dp,  Bq  geschrieben  wird, 

r 

was  mit  hinreichender  Approximation  hier  geschehen  kann.    Der  Ausdruck  4)  wird  demnach 
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Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  von  der  Ordnung  der  Dimension  des  Körpers  dividirt 
durch  die  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  und  diese  Grösse  kann  als  verschwindend 
klein  angesehen  werden.  Mithin  können  wir  von  diesem  Ausdruck  und  von  ähnhchen^  welche 
von  P2,  P3  .  .  .  .  herrühren,  absehen  und 

setzen. 

Um  Po  zu  erhalten  führen  wir  für  den  Augenblick  ein  Coordinatensystem  £,  tq,  C 
mit  dem  Anfange  im  Erdmittelpunkte  ein ;  S  t)  mit  def  Ebene  des  Erdaequators,  C  mit  der  Rota- 
tionsaxe  zusanunenfallend  gedacht.  Ausser  diesem  Coordinatensystem  führen  wir  noch  ein 
anderes  Xi,  F^,  Zj,  dem  ersteren  paralleles  ein  mit  dem  Anfange  im  festen  Punkte  des  Körpers. 
Wenn  die  Coordinaten  des  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Axen  £,  iq,  C  nait  £1,  iji,  Ci  und 
die  (Koordinaten  eines  behebigen  Punktes  des  Körpers  von  der  Masse  dm  in  Bezug  auf  die 
Axen  Xiy  F^,  Z^  mit  £',  t)',  C'  bezeichnet  werden,  so  wird  dann: 

Um  den  letzten  Ausdruck  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick  mit  F(£  ij  C) 
das  Potential  der  Erde  in  einem  äusseren  Punkte  £  >)  C  mit  der  Masse  1,  so  ist,  wenn  die 
Taylor'sche  Reihe  angewandt  wird: 

6)     F($>3C)=  F(Ji+SS^i+V,  Ci  +  C')  = 

0<i  Orii  öci 


woraus  der  Ausdruck  5)  folgt  menn  mit  dm  multiplicirt,  das  Produkt  darauf  integrirt  wird  und 
zwar  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  und  zur  Abkürzung  F (£  1 ,  ij  1 ,  Ci)  =  Fo  gesetzt  wird. 
In  der  Reihe  5)  sind  die  ersten  Potenzen  von  S',  ij',  C  beibehalten  worden,  was  hinreichend 
ist,  wenn  die  Schweere  bei  der  Bewegung  des  Körpers  als  eine  constante  Kraft  angesehen  wird. 
Der  Ausdruck  von  Fo  wurde  von  Laplace  gegeben  und  ist: 

'>  "« = ^ + -^^  <- 1)  4 -*"^ V) 

in  welchem  M  die  Masse,  A  i  der  Radius  der  Erde  im  Aequator,  c  die  Abplattung,  <p  das  Ver- 
hältniss  der  Schwungkraft  zu  der  Attraction  der  Erde  am  Aequator  bedeuten. 
Wenn  in  die  Form.  7) 


sin  X'  = 


yfi2  +  >3i2+Ci2 


-eingeführt  werden,  so  können  die  Ableitungen  t>-^  u.  s.  w.  berechnet  werden. 

Der  Ausdruck  5)  kann  vereinfacht  werden,  indem  die  Coordinatenaxen  5,  >j,  C  so  gelegt 
werden,  dass  i^i  =  0  wird,  dann  ist: 


*)    S.  z.  B.  Resal:  Möa  Celeste  2.  Aufl.  p.  279. 
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8)     p,  =  mFo  +  ^^[^J{'^m  +  ^  jc'dm, 


weil  dann  -r-^  =  0  ist,  wie  man  sieh  leieht  überzeugen  kann,  indem  —■  aus  7)  berechnet  wird. 

Wenn  in  der  Formel  8)  die  Coordinanten  q\  C  in  X^  Y  ausgedrückt  werden,  wozu  man 
folgende  Transformationsformeln  hat: 

6'  =        XsinX  —  ZcosX 

C  =  —  XcoaX  —  ZsinKj 
so  erhalten  wir 

P^  =  Vom  4"  l-Tj^  w*X r-^-  CO«  XI   \  A  <im  —  1-^"  co»\  +  -r~  «tn  XI   \  Zdm 


und 

Po  +  Öo  =  - 


-XT^  cosX  4- -T-=^  ßinXA- JRqw^  cosXeoslf)  \  Zdm 


+  Kp  *inX  —  ^  cmX  +  Äo«»2co«^'«>»X     f  .Ydm, 


wo  die  Constante  Fowi,  welche  nicht  gebraucht  wird,  übergangen  ist.  Wenn  g^  wie  übhch, 
die  Intensität  der  Schwere  bedeutet,  so  ist  leicht  zu  erhalten: 

0  =  -^  s%n\  —  -T^  cosk  +  Rq  iü^sinkcosW 

Demnach  setzen  wir 

9)    P+Q  =  p  ^Zdm, 

wo  der  Index  0  fortgelassen  ist. 

Wenn  durch  den  festen  Punkt  des  Köi-pers  3  fest  mit  dem  Körper  verbundene  Coor- 
dinatenaxen  ^,  y,  ^  gelegt  werden,  so  finden  die  folgenden  bekannten  Relationen  statt: 

X  :=  ax    +  by   +  c-j 

Y  =  a'x  +  b'y  +  c*z 
Nehmen  wir  an,  die  Axen  ^,  y,  z  seien  die  Hauptaxen  des  Körpers,  dann  sind 

\  xydm  =s  ü,   \  xzdm  =  0,   \  yzdm  =  ü 

und 

J(a?2  +y2)dm  =  0,  J(^2  +  ^2)  dm  =  2?,  ^  {z^  +  y^)  dm  =  A. 

Aj  B^  C  sind  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  x^y^z,  Ist  der  Körper  ein  üm- 
drehungskörper  mit  der  Umdrehungsaxe  z,  so  sind  2  Trägheitsmomente  und  zwar  A  und  B 
einander  gleich.    Liegt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  Axe  z,  dann  sind  auch  die  Integrale 

\xdm-=s.Q^   iyc£m  =  ü 

und  •  -  --.*-- 

\  Zdm  =  msc'*,  '"'  ^"^ 

wenn  9  die  EIntfemung  des  Schwerpunktes  vom  Anfangspunkte  bedeutet    Die  Grössen  a,  fr,  c  . .  . . 
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angenommen,  dass  die  Axen  od^  y^  z  gleichsinnig  mit  den  Axen  X^  F,  Z  sind.  Ejs  wird  mit 
if  die  Neigung  der  Ebene  Zz  gegen  die  Ebene  ZX  bezeichnet  und  wird  von  Süd  nach  West 
gezählt  von  0  bis  2it;  der  Winkel  9  giebt  die  Neigung  der  Ebene  Zz  gegen  die  Ebene  *j?  an 
und  wird  ebenfalls  0  bis  2  ic  gezählt ,  im  Sinne  von  00  nach  y ;  der  Winkel  ft  giebt  die  Neigung 
der  Axe  z  gegen  Z  an  und  wird  von  0  bis  ::  gezählt 

Die  Relationen,  welche  zwischen  den  Grössen  a,  6,  .  .  .  .  u.  s.  w.  und  ^,  %  ft  bestehen, 
sind  die  folgende: 

a   =  cos  a:X  =  —  sin  (L  ein  a  +  cos  ^  cos  cp  cos  0 

b    =:  cos  yX=  —  sin  i  cos  ^  —  cos  ^  sin  cp  cos  0 

c    =  cos  zX  =  sin  &  cos  ^ 

a'  =  cos  iv  y  =  sin  cp  cos  i  +  cos  cp  sin  i  cos  d 

6'  =  <?o*  y  Y  ^=^  cos  cp  <?o«  cL  —  sin  m  sin  A  cos  0 

<:'  =  CO*  ^y  =  wn  i  «in  ft 

a"  =  CO«  xZ  :=i  —  sin  {)  co«  m 

6"  =  cosyZ  ■—  —  «in  cp  «in  {> 

C"  =   cos  zZ  =  CO«  {>. 


§3. 

Ermittelung  der  Functionen 

ä,  und  Qj- 

Wenn  in  dem  Ausdruck  von  ßi  S  1  die  Grössen  o»    ,  «»    ,  «     eingeführt  werden,  so 
erhält  man: 

Q,  =  _<„co«X  J(r^  -Z^)  dm  -  o.  ««  xj  (JT^-  r^  dm. 

Bedeuten  p,  9,  r  die  Gomponenten  der  momentanen  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,  nach 
den  Axen  x^  y^  z  so  finden  bekanntlich  folgende  Relationen  statt: 


K 


A'  ^—   Y^  dm  ^  Aa"p  +  Bb"q  +  Gtf'r. 
dt  dt  I 


Demnach  wird 

Qj  =  —  CD  CO«  X  {Aap  4-  Bhq  +  Ccr)  —  cd  «in  X  {Aa*'p  +  BV q  +  Co"r) 

oÖQf-.wdin: 

—  (a  CO«  X  +  a"  «in  X)  =  a 

—  (6  cos  \  +  6"  «in  X)  =  P 


«•-.• 


•  •• 


•     • » 


^  •  jj  *  «   V 
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gesetzt  wird 

1)     Q^  =  m  (Aap  +  B^q  +  C-^r). 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  a,  ß,  y  die  Cos^  der  Winkel  bedeuten,  welche  die  Drehungs- 
axe  der  Erde  (pos.  nach  Norden)  mit  den  Hauptaxen  ao^y  ^  z  des  Körpers  einschliesst,'  wie 
aus   dem  Folgenden   sich   ergiebt.     Wenn  die   Componenten   «o    ,  co   ,  m    auf  die  Hauptaxen 

projicirt  werden,  dann  erhält  man: 

«0      =  —  o)  cos  X=^au)j     4-6(02     -|-^«>3 


(O 


(O 


0 


=    «'(Ol       -f"    6'(Ü2       +    C'(0; 


1^    =  —  (o  9%n  \  =  «"(Oj  -j-  6" (02  +  <?"o>3, 

wenn  (Oj,  (02,  (©3   die   Componenten   der  Winkelgeschwindigkeit  <o   nach  den  Axen  x^  y^  z 
bedeuten.    Man  erhält  aus  den  obigen  Gleichungen: 

(o  1  =  —  (o  (a  coB  X  -|-  a "  ^n  X)  =  (o  co«  ((o  a?) 

CO  2  =  —  (o  (6  CO«  X  -f"  ^ "  **»*  X)  =  (o  (70«  ((o  y) 

(D3  =  —  (o   ((?  C09  X  -|-  (?*'   «in  X)  =  (o  (?o«  ((o  ^), 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lässt  sich  die  Gl.  1)  in  folgender  kürzeren  Weise  sehreiben: 

Q,  =  (O   Q'    C09   (©'   (O), 


^;?  =;  Q'  COB  (Q'  er),  J55^  =  Q'  (?o«  (©'  y),  ör  =  Q'  co«  (Q'  ;e) 


wenn  wir 

und 

setzen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Function  Q2  ^u  entwickeln.    Führt  man  in  die  Formel  für  Q2 
§  1  die  Werthe  von  (0,(0,(0    ein,  so  erhält  man: 

Q2=  ^{jF2(im-f  «m^X  JX2(im  — «m2X  jA:Z(im  +  (?o«^X  Jz^dm} 


oder 


Q2  «  ^{jF2dm+  J(X«m  \—Z  cos  X)  «dmj 

Führt  man  in  den  letzten  Ausdruck  die  Coordinaten  a?,  y,  t  ein,  so  erhält  man: 

Ü2  =  ^  U^'^  +  ^^''  ^^*  ^~^  *^'^  X)2]  Ja?2dm4-Lft'2  +  (6"  CO«  X  — 6  «in  X)«]  Jy2dm 


woraus  leicht  erhalten  wird: 


+  [c'2  4.(e"  cos  \  —  c  sin  X)»!  Jr2(?m[, 


ä)  ".  =  1'  { 


^«2  + j^ßs-f-c-r« 


} 


S4. 

Die  BewegTuigsgleichungen  eines  physischen  Pendels. 

Um  die  Oleichungen  der  relativen  Bewegung  aufzustellen  hat  man  die  Function 

ff  =  r  +  Q2  —  (P  +  Q) 


Tfll^    ■!*■ 
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in  den  Variablen  (j;,  9,  8,  (j/j,  9^,  d,,  auszudrücken  und  die  partiellen   Ableitungen  nach 
denselben,  also  tt-  u.  s.  w.  in  die  canonischen  Gleichungen: 

~  dt   ~ 


dt         ö^i 
einzuführen.    Mit  Hilfe  der  Gleichungen: 


d^ 


u.  s.  w. 


_  dcr±Qi) 


»I   = 


welche  linear  in  Bezug  auf  '^\  '];',  ö'  sind,  werden  die  Variablen  y^  ^\  8'  in  Functionen  von 

^1»  ^1»  ?it  9»  ^»  ^  erhalten. 

Das  Pendel  wird  im  Weiteren  angesehen  als  ein  Rotationskörper  von  oonstanter  Dichte 
mit  dem  Schwerpunkt  in  der  Rotationsaxe ;  eine  Kugel  an  einem  dünnen  cylindrischen  Faden 
reaUsirt  sehr  nahe  ein  solches  Pendel.  Die  Rotationsaxe  ist  auch  zugleich  eine  Hauptaxe  des 
Pendels.  Durch  den  Befestigungspunkt  sind,  wie  früher  angenommen,  zwei  andere  Hauptaxen 
gelegt.  Bezeichnen  p,  9,  ^  die  Componenten  der  augenbliekHchen  Winkelgeschwindigkeit  des 
Pendels  nach  den  Hauptaxen,  so  ist  bekanntlich 

II         2        2  2 

T  =  ^\A{p^  +  q)  +  Cr 

wenn  A^  A^  C  die  Trägheitsmomente  nach  den  Axen  ^,  y  und  2  (Rotationsaxe,  oder  Axe  der 
Figur)  bedeuten. 

Femer  ist  dann  nach  §  3  Formel  1 

Man  hat  jetzt: 


».  =  ^('^  +  «a^)  +  «' 


^  (' ^. + ^^) + «' a^l 


».=^('lf-+'.^)+ 


|^(»^'  +  ßa^)  +  ^T 


dr[ 


Wenn  aus  den  bekannten  Gleichungen: 

/>  3=  —  sin  ^  cos  ^f  .  ^^  +  sin  cp  .  ^' 
q  =         sin  0  sin  ^  ,  ^'  +  cos  rp  .  ^' 

r   =  cp'    +   (};'   CO«   ft 

die  Ableitungen  t-^^  u.  s.  w.   entwickelt  und  die  vorigen  Gleichungen  eingeführt  werden,  so 

ergiebt  sich: 

^i  =z  A  sin^  sinb  {q  -{-  ßai)  —  A  cos  <f  sin  ^  {p  -{'  ata)  '•\-  C cos  0  (r  +  ®7) 

Äi  =  -4  «n  <p  (/>  +  a«)  +  ^  CO«  9  (g  -j-  ß«*) 
und  — - — — 


j-l;^ 
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/>  — — 


(.},,  —  9  1  CO«  ft)  »1 

—  -f-  — j-  *tii  9 
-4. 


A  sin  0 
^1  —  ?  1  <?ö*  1^ 


aoi 


-| j-  CO«  Ip 


-ß 


a> 


i)r=     ^- 


c 


f  o» 


Führen  wir  jetzt  p,  q,  r  in  T  ein,  so  wird  erhalten: 
^      l/C«!/!  — <PiCO»»)«  ,  dl»  ,  9i2  ,  „     [(<;;,  — 0,00«  »)(«(>)»  <p  —  p«m<p)       <.,     .        .q         v  11 


oder  kürzer  geschrieben 


+  ^[4(a2+  p2)  +  C72], 


fil> 


wenn 


r  ==  T'  +  Ö  +  ^  T", 

2  1        JL«m2»         "^    ii    ■''    C 
T"  =  .4  (a  2  +  ß  2)  +  O7  2  gesetzt  wird, 
und  da  nach  dem  früher  Entwickelten  (§  3  Form.  2) 


0)2 


—  r"  =  Q2  ist,  so  erhalten  wir: 

H  ^  r  4-  Q  —  msg  cos  », 
weil  P  +  ft  "■  »J**^  <?ö*  &  und 

Q  =  (Lj  CO  sin  k  +  (A  coskl  ^-^. — — ^  —  ^^  cotff  b  coa  ^  —  d^  sin  ^ 

wenn  berücksichtigt  wird,  dass: 

a  cos  <p  —  ß  sin  9  =  «n  8  sin  \  +  co*  cL  co*  8  co«  X 
a  ^n  7  -^  ß  ^0«  cp  =  sin  <L  00^  X    ist. 

Jetzt  steht  nichts  mehr  im  Wege  um  die  canonischen  Gleichungen  für  das  vorliegende 
Problem  aufzustellen;  da  jedoch  in  H^  9  nicht  exphcite  vorkommt,  so  wird  aus 

dt  d^ 

sofort  ein  erstes  Integral  erhalten,  nämlich 

m     =  Cn  ^  OonsL 
Dieser  Umstand   erlaubt  statt  der  6  Bewegungsgleichungen  nur  4  solche  in  Betracht 
zu  ziehen  und  diese  sind  folgende: 

d^i dQ 


2) 


dt 

d8i 
dt 


Cn(^i  —  Oncosb)  ,    (^i  —  Cn  cos  8)   cosb  .     ^        öQ 
1 ^   „.„q  cv 'w«^  Sin  »  —  T^ 


indem  jetzt 


dQ 


A  sin  8 

d^   ^1  —  Cn  cos  8   , 

dt    ~         A  «tn2  8  ""d^ 

d%   _  8j_       dQ 
dt    '^  A'^ 


A  sin^  8 


d8i' 


_   1  )(^,  -  On  cos  bf         8,'  j 

^-2  1 — Äii^^ — +  jr+  ^"^  I 


u 

Q  =  <L|  (o  «n  X  +  CD  cos  k  j  — ; — jT-^  —  öl  «n  i  —  d^.  <?o^  8  <?o«  (L 

sind.    Die  Gleichungen  2)  dienen  zur  Bestimmung  von  (j;^ ,  dj,  <(;,  d  als  Functionen  der  Zeit 
Um  cp  auch  noch  als  Funktion  der  Zeit  zu  erhalten,  haben  wir  aus  der  Gleichung  1),  weil 

7  =  —  (sin  0  cos  4  cos  \  -f"  cos  0  sin  X)    ist, 

-r^  =  n 3^  cos  ft  -|"  ^  (^*^  ^  ^ö*  4^  ^ö^  ^  +  ^^*  ^  ^^'^  ^)* 

dt  dt  •  ' 

woraus  <p  mittelst  Quadratur  zu  berechnen  ist,  sobald  ^  und  d  bekannt  werden. 

Die  Constante  n  wird  aus  den  gegebenen  Anfangsbedingimgen  bestinunt.  Wenn 
4^0%  ?o'»  ^0»  ^0  ^^®  Werthe  von  (f\  (J;',  0,  ^  für  t  =  0  bedeuten,  so  ist 

n  =  ^o'  +  ^o'  ^^*  ^0  —  ^  (****  ^0  ^^^  *o  ^^^  ^  +  ^^*  *o  ^^  ^)- 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen,  dass  n,  wenn  man  die  Bewegung  des  Pendels  an 
der  Erdoberfläche  untersuchen  will,  niemals  gleich  Null  angenommen  werden  kann.  Wäre  das 
n  unabhängig  von  o»,  so  könnte  man  durch  die  Annahme  des  Anfangszustandes,  welcher  in 
?o'  =  0,  c(;o'  =  0  sich  ausdrückt,  die  Bewegungsgleichungen  2)  in  die  Bewegungsgleichungen 
eines  einfachen  Pendels  transformiren,  weil  für  ein  einfaches  Pendel  man  C  ^  0  zu  setzen  hat, 
wie  leicht  zu  ersehen  ist;  durch  die  Annahme  n  =  0  hat  man  dann  dasselbe  erreicht.  Da  aber 
n  abhängig  ist  von  (o,  so  ist  es  nothwendig  für  eine  strengere  Theorie  des  Pendelversuchs  von 
Foucault  nicht  von  einem  mathematischen  Pendel,  sondern  aus  der  Betrachtung  der  Bewegung 
eines  physischen  Pendels  auszugehen;  es  kann  sich  erst  weiterhin  zeigen,  welche  speciellen 
Bedingungen  ein  Pendel  erfüllen  muss,  um  die  Theorie  der  Bewegung  eines  einfachen  Pendels 
mit  den  Bewegungserscheinungen  eines  physischen  in  Einklang  zu  bringen.  Es  ist  kaum  nöthig 
noch  hinzuzufügen,  dass  wir  absehen  von  der  für  die  experimentellen  Untersuchungen  unbrauch- 
baren Annahme  nämlich: 

?o'  +  ^o'  ^os  Do  =  Ol  (sin  Oq  cos  «o  ^^^  ^  +  ^^^  ^o  ^^  ^)  u.  d.  m. 


§5. 

Die  Methode  der  Variation  der  Constanten. 

Die  Gleichungen  2)  der  Bewegung,  welche  im  vorigen  §  entwickelt  worden  sind,  können 
nur  auf  dem  Wege  der  Annäherung  integrirt  werden.  Die  Function  Q  ist  von  der  Ordnung  der 
Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  xmd  da  dieselbe  relativ  zu  den  andern  gegebenen  Grössen  in 
den  Gleichungen  2)  sehr  klein  ist,  so  kann  diese  in  der  ersten  Annäherung  übergangen  werden, 
d.  h.  man  setzt  zuerst  lo  =  0;  integrirt  dann  die  entstandenen  Gleichungen  und  erhält  für 
4»»  4'!»  ^'  ^1  folgende  Ausdrücke: 

'^1  =  F    (/,  A,  T,  <},„0 

1)    U     =  -f  1  (/,  A,  ^,  (poO 
'   ^  0    =  Fa  (/,  A,  t,  ^ot) 

»,  =  Fa  (/,  h,  -,  ^0«),  wo 
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/,  A,  Tf,  ^0  diö  Integrationsconstanten  sind.  Um  die  Function  Q  zu  berücksichtigen,  wird  ange- 
nommen, dass  die  Gl.  1)  auch  den  Differential.  Gl.  der  Bewegung  genügen,  wenn  die  Function 
Q  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  unter  der  Annahme,  dass  die  willkürlichen  Constanten  A,  /,  *c,  cp^ 
variabel,  und  zu  bestimmende  Functionen  der  Zeit  sind.  Die  Ermittelung  der  variabel  gewor- 
denen Constanten  wird  erhalten,  indem  die  Gleichungen  1)  vollständig  nach  der  Zeit  differenzirt 
werden.    Man  erhält  folgendes  System  von  Differential-Gleichungen: 


2) 


^^  ~  ■"■   "^  ^^   -"  "^  d/  d<  "*"  dt  dt  '•"  d^o   di  ~ 


dHi    ,    dQ 


dt 

db 
dt 


dt 


dh  dt 
dbdh 


dt       dh  dt 


+ 


+ 


+ 


dQ 


döi    '    d&i 

^_d^    ,d^dh  __  dHi  _  dQ 

dt  ~  dt  ^  dh  dt  '^ ~        dcL 


d8i       dbi    .    dfti  dh 

jT  =  "ST  +  TT    j-7  + 


dHi 


d^ 
dQ 


dt 


dt 


dh  dt 


db  db' 

To  Ml  der  von  o*  unabhängige  Theil  der  Gleichung  2)  §  4  ist.    Die  partiellen  Ableitungen 
von   d«,  b  u.  8.  w.  nach  t  genügen  den  Gleichungen 

d^       dHi 
dt  ~  d<f)i 


u.  s.  w. 


Zieht  man  diese  Gleichungen  von  den  Gleichungen  2)  ab,  so  erhält  man: 


3) 


dh  dt  "^  d/dt  "^ 

d»dA        ^^   . 
dh  dt  '^  df  dt'^ 


-  ^^^  u.  s.  w., 


aus  welchen  -rr?  -tu 

dt     dt 

umgeformt  werden: 


dx  , 
jT  und 
dt 


-~~  bestimmt  werden.    Die  Gleichungen  3)  können  in  folgende 


dh 
dt 

dt 


d-z 

dQ 
dh' 


df  _        dQ 
dt  dcLo 


dt 


df 


Der  Beweis  dieser  Formeln  gehört  in  die  allgemeine  Störungstheorie,  daher  wird  er  hier 
übergangen.  Das  obige  Systena  der  Gleichungen  ist  im  Allgemeinen  nicht  integrirbar,  wenn 
auch  rechts  die  Constanten  A,  x,  u.  s.  w.  als  variabel  angesehen  werden.  Wenn  aber,  was  hier 
der  Fall  ist,  Q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  co  ist  und  die  Grössen  von  der  Ordnung  (o  2  nicht 
berücksichtigt  werden,  so  kann  man  in  den  Gleichungen  die  Grössen  A,  x  u.  s.  w.  durch 
Ao  +  8ä,  xo  +  8x  u.  s.  w.  ersetzen,  wo  Aq,  xq  Constante  und  8A,  Sx  die  gesuchten  Variationen 
dieser  Grössen  sind.  Mit  Vernachlässigung  der  Grössen  von  der  Ordnung  a>  2  erhalten  wir  durch 
Quadratur : 


SA 


6x 


^       J  dx 

= j 


dt 


dQ 
dh 


dt        8 


6/  =  -J 


dQ 

d(Po 

dQ 


dt 


dt 


Weim  es  aber  vorkommt,  wie  es  im  Pendelproblem  der  Fall  ist,  dass  die  Constanten 
A,  /oder  ihre  Functionen  unter  dem  Sinus-,  Cosinus-Zeichen  mit  der  Zeit  multiphcirt  vorkommen, 
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so  8iiid  die  obigen  Fonneln  durch  passende  Einführung  neuer  Variablen  so  zu  modificiren,  dass 

{****  .  ,    . 

enthalten.    Dieses  lässt  sich  un 

Falle  des  Pendelproblems  in  folgender  Weise  erreichen.     Man  wird  später  sehen,  dass   die 

die  folgenden  Va- 
riablen enthalten: 

^|x  {t  +  T)  und  N'ii  (t  +  x)  -\^  c|;o, 

wo  N  und  N'  Functionen  von  h  und  /  sind  und  ji  eine  gegebene  Constante  ist.    Die  Gleichungen, 
aus  denen  die  Variationen  der  Constanten  t  und  (po  ermittelt  werden,  nämlich: 

..     dx du    d^Q öQ 

{sin 
.    Um  dieses  zu  vermeiden  führt  man  zwei 

neue  Variable 

5)       V    ^    Nil    (t    +    T),   V'     =    TV'  JA   (f    +    T)    +    (^0 

in  die  Integrale  der  ersten  Approximation  und  demnach  auch  in  Q  ein ;  dann  ist  Q  als  Function 
von  V,  v\  /,  h  zu  betrachten  und  man  erhält: 

^^    dt'^  \dh)  '^  dv  dh'^  dv'  dh  ' 
wo  die  eingeklammerte  Ableitung  von  Q  nach  h  die  partielle  Differentiation  nach  h  bei  constanten 
V  und  v'  bedeutet. 

Werden  die  Gleichungen  5)  berücksichtigt,  so  ergiebt  sich: 

^.     dx       /dQ\    ,   ,,   .     ,  ZdNdQ   ,    diV'  dQ\ 
')    rt  -  (öh)  +^'  +  '^  yjhö^  +  -dh   d^h' 

Andererseits  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung  5) 

dv       ^^   .     X      dN   ,    ^,      ,    ^rdx 

dv  dx 

Nach  Einführung  in  -jr  des  Ausdrucks  von  ^V-  -ji  aus  der  Gleichung  7)  entsteht: 

und  mit  Berücksichtigung  von: 

dN  _        dN  dh       dN  df 
dt  "^         dh    di'^  df  dt^ 

dh  dQ  ^.     dQ         ^^,      dQ 

dt  dx  ^  dv  ^  dv* 

df  _      dü  _      aa 

dt   ""        d^^  ~        dv'' 

erhalten  wir: 

^^  i4  ^   ^/^^    ^iV'  dQ        ..^     diNT  dQ       diV  dQ\   ,    ,,     .    ^,    /dQ\ 
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i  dQ 
d 


^  +  .V,  +  .V,  Q 


oder: 

3j  =  iv  ^M<  +  T)  |-^j-  +  -  -57- 

was  auch  wirklich  im  Falle  des  Pendels  stattfindet,  so  haben  wir: 

t  i 

In  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  befindet  sich  jetzt  kein  Glied,  welches  die  Zeit 

In  ähnhcher  Weise  bekommt  man,  wenn  die  Relation  8)  erfüllt  ist 
und  zwar  auf  folgende  Weise: 


ausserhalb  des  {        Zeichens  hat. 

C08 


d^o       ßQ\    ,    dQ  dv    ,    dQ  dv'        /dQ\    .        ,,    ,     ,  jd^  dQ    . 
*^  =  M  +  d7  d?  +  d^  17  "  W)  "^  ^  ^'  ^  'M^  d^  + 


d/  dv     '     d/    dv' 
Aus  der  Gleichung 

t;'  =  Ar',i(<  4- t)  4-  (Po 
erhalten  wir: 

j^    -  («  +  t)  fi      ^^     ^  iv   j,   +  ^  jx  ^^  -h     ^^ 

oder: 


•• 


dv 


<2« 

nach  Ausfuhrung  einiger  Reductionen.    Indem  wir  das  mit  {t  +  '^)  multiplieirte  Qlied  weg- 
lassen, erhalten  wir: 

10)  .'  -  .'0  = ,  ^N'dt  +  ,£iv'  [§)  ät  +  £  (^)  ät 

In  der  Gleichung  10)  befindet  sich  ebenfalls  kein  Glied  welches  unter  dem  Integralzeichen 

{Hn 
Zeichens  enthält.   Mit  Hülfe  der  Gleichungen  9)  und  10)  und  der  Gleichungen : 

V  =  iVji.  (i  +  "^0  +  8t) 
v'  =  JNTV  (t  +  To  +  8t)  +  ^^^  +  8^Q 

werden  die  Gesuchten  Variationen  8  t  und  8(po  ermittelt,  wenn 

'f  =  "^0  +  8t     (po  =  (poo  4"  8<po 

gesetzt  wird,  wo  to,  (j^oo  Constante  -  Grössen  sind. 

Eb  wird  weiterhin  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  nicht  mehr  berücktichtigt 
werden,  weil  dieselbe  mit  einigen  Weitläufigkeiten  verbunden  ist ;  wir  werden  aber  eine  andere, 
sehneUer  zum  Ziele  führende,  Methode  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  gebrauchen. 


lö 


N'  1 

^1^        1  ^N 
EJs  wurden  nur  deswegen  hier  die  Consequenzen  der  Relation  -rj-  H ry  =  0  entwickelt,  da 

dieselbe  von  Serret  (Comptes  Rendus  1872  p.  275)  in  einem  kurzen  Referat  über  eine  Arbeit 
„Pendule'Foucault''  ohne  Beweis  gegeben  worden  ist  und  zwar  für  ein  mathem.  Pendel. 
Weiterhin,  nachdem  wir  die  Integrale  der  ersten  Approximation  für  ein  phys.  Pendel  entwickelt 
haben,  wird  gezeigt  werden,  dass  die  obige  Relation  identisch  erfüllt  ist. 


§6. 

Integration  der  Hamiltonschen  Charakt/er.  Gleichung. 

Auf  Grund  des  Hamilton- Jacob yschen  Theorems  erhält  man  die  Integrale  der  canoni- 
schen Gleichungen  mittelst  der  vollständigen  Lösung  der  charakteristischen  Gleichung: 

dW  dW 

wenn  in  JäT  c[»  i  =  -y^y  0 1  =  -ttt  gesetzt  wird.    Die  Integrale  der  Bewegungsgleiehungen,  wenn  in 

denselben  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation  Temachlässigt  wird,  haben  folgende  Fonn: 

,    ,  ,   Cainbdb 


3) 

nnb.F 
welche  aus  der  vollständigen  Lösung  von 

dW 


dt 
erhalten  werden,  wenn 


+  Ä,  =  0 


ist  und  T,  «Lo  Constante  sind;  jETj  folgt  aus  JBT,  wenn  im  Ausdrucke  von  IT  o»  =  0  gesetzt  wird. 
Es  ist  anzunehmen,  dass  die  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  wenn  w  nicht  vernachlässigt 
wird,  dieselbe  Form  haben  wie  2)  und 

t» 


B) 


(•(/  -  Cn  cos  0)  d»  _ 


sind,  wo  5t,  8<J;o  Functionen  der  Zeit  sein  müssen;  dieselben  sind  offenbar  von  der  Ordnung 
cü.  —  Die  Bestimmung  dieser  Grössen  hängt  zusammen  mit  der  Integration  der  Gleichung  1). 
Wenn  in  der  Gleichung  1)  JET  vollständig  angegeben  wird,  so  erhalten  wir  folgende  partielle 
Differentialgleichung 


ly 


dfT        .     ,     ,  ,   (dW    .      ,     .     d»r     ,  ^  ,\         Cn  a>  CO«  X  co«  ^ 

= ^-T"  CO  «n  X  +  «0  CO«  A  I  ^-jr-  sin  (L  H r-r-  cof  ^  CO«  cL  I ; — ^- 

0^  Vdft  ^    '     d^  ^/  «in  tt 

Da  in  dieser  Gleichung  die  Variable  t  explicite  nicht  vorkommt,  so  setzen  wir: 

^  =  _A  TT«  —  Äe+F 

Ol 

wo  &  eine  Constante,  V  eine  Function  von  if  und  &  ist    Die  Gleichung  4)  ist  nun : 

5)    6f  -  ^"  '''"  «Xr^  +  i  (ff^^  2  A  -  <7«»  +  2m.^  ««  »  -  2Q, 

wenn 

^        dF        .    .  .    (dV    .     ,     ,    iV     ^  ^  ,\    ,    Cn  CO  CO«  X  CO«  tL 

Q    =   ^-r-    W   «tn   X   Ol    CO«   X    I  vö"   «m   4    +    YT    ^<>^   U   ^0«   dl  I    +    ; — r ^ 

.  dtj;  Vdft         ^        d^  ^/  «zn  ft 

ist.  Die  Gleichung  5)  kann  nur  auf  dem  Wege  der  allmäligen  Approximation  integrirt  werden. 
Das  Integral  der  Gleichung  5)  muss  nothwendig  aus  2  Theilen  bestehen,  der  eine  Zq  ist  un- 
abhängig von  o),  der  andere  Z  dagegen  ist  von  der  Ordnung  co.    Setzt  man  demnach 

F  =r  Zo  +  Z 

und  fuhrt  in  die  Gleichung  5)  ein,  so  wird: 

«)   C^  -  «»  -  »Xzi-M  +  2  ^  (^  -  c»  -  »)  jirs  +  Cjf)'z^. 

erhalten.    Diese  Gleichung  kann  in  2  folgende  Gleichungen  zerlegt  werden: 

')     (ly  -  ^«  ~'  O'tTS^  +  (if)  Z  =  2A  -  Cn^  +  2fns,  cos  », 

„.  „  dz  rdZo     ^       ^\      1      ,  cdzy     i  i  rdzy  ,   2  dZo  dz 

2  Cn  a>  CO«  X  €08  ^ 
sin  0 

Die  letzte  Gleichung  enthält  zweierlei  Glieder  in  Bezug  auf  a>,  nämlich  Glieder  von  der 
Ordnung  w  und  von  einer  höheren  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  Grösse.  Führen  wir,  um  die- 
selben von  einander  zu  trennen, 

Z  =  Zi  -f"  Z2 

in  die  Gleichung  8)  ein,  wo  Zi  nur  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  von  co  enthält,  Z2  dagegen 
von  einer  höheren  Ordnung  in  Bezug  auf  co  ist;  es  wird  erhalten  wenn  die  Gleichung  8)  in 
zwei  Gleichungen  zerlegt  wird :  in  eine,  welche  nur  Glieder  von  der  Ordnung  co  enthält  und  in 
eine  andere  mit  höheren  Potenzen  von  co,  nämlich: 

Q^    o  ^^1  r^^o       ri         ^'\        1  .     2  dZo  dZi  ^dZo       ...    2  Cn  co  cos  X  cos  ^ 

'        d^    \d^  J  Asxn^b        -4    d&     d&  d^  «tn  0 

-j-  2  CO  CO«  X  j  -rrp  «in  (p  4"  -r-r  <^^^  b  cos  in  ? 
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Wenn  die  Approximation  mit  der  2.  Potenz  von  cd  abgebrochen  wird,  so  sind  dann  in 
der  Gleichung  10)  alle  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  o)  als  die  2.  zu  vernachlässigen,  und 
zur  Bestimmung  der  Functionen  Zq,  Z^,  Z2  haben  wir  die  Gleichung  7),  9),  10)  zu  integriren. 

Die  Gleichung  10)  lautet  dann: 

—  2  -T-7^  «>  «tn  X  +  2  o)  cos  \  l  -T-r"  <*otg  &  cos  cp  H — ttt  *iw  i  j. 

Wir  werden  jedoch  uns  nur  mit  der  ersten  Potenz  von  w  begnügen  und  dementsprechend 

F  =  Zo  +  Z 
setzen,  wo  Zi  =  Z  ist  und  die  Gleichungen  7)  und  9)  (in  der  Gleichung  9  ist  jetzt  für  Z^,  Z 
zu  schreiben)  integriren.    Aus  7)  erhält  man  leicht: 


")  ^•=/*+i^' 


wenn  F  ^  \/  A  sin^  &  (2A  —  Cn^  +  2msg  cos  D)  —  (/  —  Cn  cos  ö)2  und  /  eine  willkürliche 
Constante  ist.    Aus  der  Gleichung  11)  ergiebt  sich: 

dZo  ^   -  dZo F^ 


d^         -^  db         sind 

und  nachdem  diese  Werthe  in  die  Gleichung  9)  eingeführt  worden,  entsteht  die  zu  integrirende 
Gleichung : 

^  (f  —  Cn  cos  b)  +  Fsinb  ^  +  A  sin^  b  Q  ^  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ist  bekannthch  abhängig  von  der  Integration  eines 
Systems  gewöhnlicher  Diflerentialgleichung,  nämlich: 

d^  —       <^&       _  dZ 

/  —  Cn  cos  b  ~  F  sin  b  '^  —  A  sin^  0 .  Q' 

aus  welchen  man  erhält: 

13)    ^  =  c  +  f  ^=?-=^!?^^^i>^  =  C  +  J 

^     ^  J  F,sin  u 


und 


16)     Z  =  C"  —  Afto  sin  K  \ = A(3}  cos  k  Cn\ ^^ ~ — 


+  Am  cos  \{  \  sinXC*  +  J)db  -\-  f  \ ^ — ' 

wo  O'  und  C"  durch  die  Integration  eingeführte  Constante  sind. 
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§7. 

Vereinfachimg  des  im  vorigen  §  erhaltenen  Integrals.   Herleitung 

der  Integrale  der  Bewegungsgleichungen. 

Der  im  vorigen  §  erhaltene  Ausdruck  13)  lässt  sich  vereinfachen  in  folgender  Weise. 
Wir  schreiben  das  Glied : 

AmeoaX  [»in  (C  •{■  J)  dd  =  A  a>  eoaX  [sin  (C  +  /)  («in»  ft  +  cö««  »)  d9 

und  integriren  partiell 

1)    J»m  (C  -f  J)  co»^  ddd  =  »in^  eos  0  »iinp  —  C»in  »d  {cos  d  ain  (C  -\-  /)), 

wo  nach  vollzogener  Integration  <?'  =  (p  —  J  gesetzt  worden  ist,  in  Folge  der  Gleichung  12) 
im  vorigen  §.    Entwickeln  wir  noch  das  Integral  rechts,  so  erhalten  wir: 

—  C«n  öd  (eos  »  sin  (C  +  /))  =  —  fco»  d  «n  ö  eos  {€■'  -{■  J)dJ-\-  f  «n«  b  «n  (C  -f  J)  dft, 
wo  ,^        (/—  Cn  CO*  Ö)  dft      .  ^ 

und  demnach 

erhalten  wird. 

Nach  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  Gleichung  13,  §  6  erhalten  wir: 

—  Cn  Am  cos  X  \ ^= — 

Wenn  in  2)  die  Quadraturen 

Ca  sin  bdb       A  j  ^  r(/—  Cn  cos  &)  db 
J         F  ^  J  sin  b  .F 

mittelst  der  Gleichungen  3)  §  6  eliminirt  und  die  Grössen  von  der  Ordnung  a»^  vernachlässigt 
werden,  was  hier  geschehen  muss,  so  wird  erhalten: 

3)     Z=^  C*  — /o)  «n  X  (^  +  i)  +  AiA  cos  \  cos  &  sin  &  «in  <j;  -}-  2^a)  cos  X  sin  (po  j  '^'^^  ^  ^^*  J d% 

i     c%    A  ^  if«9ö-TJQ  A   /^  \  j        r«in2  »  cos  Jd% 

+  2  Aio  cos  X  cos  (po  \  stn^  &  wn  •/ aa  —  il  (7n  oi  <?a«  X  cos  (Lq  ) je? 

,     .^               ...      f«in2&«nJd& 
+  ^  Cn  Ol  cos  X  «tn  (po  \ jji • 

Jetzt  erhält  man  das  Integral  der  Gleichung  4),  nämhch: 

W=  —  ht^  r=  —  ht  +  Z^  +  Z^  —  ht+/^  +  J^^  +  z, 

woraus  ergiebt  sich,  wenn 

dW  dW 


dh  '    df 

geaetsst  wird: 


=  <po 
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oder,  wenn 


.       ,    dZ         f (/  —  Cn  C09  »)  d» 


«n  U .  J' 


dZ'  ,      .  dZ^ 

dA  ^      ^  df 


a>|  =  —    ^-     il(u  cos  X,    0)2  ==^  ""r~=*  •^<'>  <^^  ^ 


4\     5r/         o  f   •   Q  CL     •     /i       I     T\  JA         n     Csin^  &  CO*  (^0  4-  J)  ^* 
4)     Z'  =s  2  \  sxn^  0  *in  ((j;o  +  J^)  da  —  Cn  \ ~r — ■ 

gesetzt  wird,  erhält  man  für  die  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  folgende  Ausdrücke: 

ff                /.  ^    ^         •     >         -           f  (/  —  Cn  cos  ft)  dft 
4^  —  4^0        =  (<  +  t)  CO  «n  X  —  (oj  +  J  ^=^ ^.^  ^^   j,  ^ 

^  ^=:  n  ,t  —  j  -Ty  cos  d  df  -|-  (0  CO«  X  j  sin  ^  cos  ^  dt  -{-  <ü  sin  X  \  cos  ^  dt  -^  ^q. 

Um  die  Variablen  b  und  (j^  als  Functionen  der  Zeit  anzugeben,  müssen  &^  und  &3  als 
Functionen  der  Zeit  bekannt  sein,  was  jedoch  nur  mit  Vernachlässigung  der  Grössen  von  der 

dZ'  dZ* 

Ordnung  a>2  geschehen  kann,  indem  in  -jj-  und  -^  die  Variable  t  mittelst 

..     ,    .             Ca  sin  Orfft 
5)    ^  +  t=J ^ 

eingeführt  wird.    Die  nächste  Aufgabe  besteht  nun  in  der  Entwickelung  von  0  und  ^  mittelst 

dZ'  dZ' 

der  Gleichung  A)  und  dann,  nachdem  aus  4)  -^  und  -rj  gebildet  worden  sind,  wird  in  diesen 

b  mittelst  der  Gleichung  5)  eliminirt  werden. 


§8. 
Ermittelung  von  d  als  Function 

von  (/  4-  X  +  to,). 

Um  ö  als  Function  von  (t  -f  t  +  äi)  zu  erhalten  haben  wir  die  Gleichung 

_  _     r —  dz 

«  +  t-f-a>,  =  ^J     y^  (1  _  ,2^  (2A  —  Cn^  +  2  ms  ff  z)  —  (/  —  Cnt)^' 

welche  aus  der  ersten  Gleichung  A)  des  vorigen  §  entsteht,  wenn  co«  ft  =  ^  gesetzt  und  das 
Integral  zwischen  den  Grenzen  Zi  und  z  genommen  wird.  Es  werden  folgende  Abkürzungen 
eingeführt : 

A  ^  ^  A  -  "^^9    Ä  ^-^  '    A   ''''  ' 

F=  A  in  —  z^)  (2ä'   +  2ff'z)  —  (/'  —  n'  z)^  =  AT, 
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Die  Gleichung 

^'^  =  0 

hat  3  reelle  Wurzeln,  wie  man  leicht  sich  überzeugen  kann;  zwei  von  diesen  liegen  zwischen 
—  1  und  +  1;  dieselben  werden  mit  «i  und  z^  bezeichnet,  dabei  wird  zi  >  z^  angenommen. 
Die  3.  liegt  zwischen  —  1  und  —  oo;  wenn  diese  mit  —  z^  bezeichnet  wird,  so  vst  t^  >  1. 
Pur  die  Reellität  des  Radicals  F'  ist  es  nothwendig,  dass  z  zwischen  Zi  und  z^  hegt,  wir  nehmen 
das  Radical  positiv  und  setzen 

dann  wird 


Wenn 


10^  +  x-HÄ,  =  l:j'^,A,>0. 


Aa' 


,        1.2  —   ^1    ~  ^2    <-    1 
^1    -f-   ^3 


Die  letzte  Grösse  ist  der  Modul  des  eUipt.  Integrals.    Es  ist  zu  bemerken  dass,  wenn 
Z\  >  Z2  wie  vorausgesetzt,  zi  >  Q  sein  muss. 
Es  folgt  dann  aus  der  Gleichung  1'): 

und 

\)    z  =^  Zicos^amu*  +  z^^in^amu'. 

Wir  führen  statt  ^i,  ^2  andere  Constanten  ein,  nänüich  setzen 

^1  =  1  —  2  81%    iTj  =  1  —  2632^ 
wo  62  >  ei  ist  nnd  erhalten,  wenn  jt  =  1  —  2  e2  gesetzt  wird: 

2)     e2  =  ei2(?o«2o  4-  ^^'^sin^a. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  e^  und  £3  die  Sinusse  der  halben  Winkel  in  der  kleinsten 
und  grössten  Mongation  des  Pendels  sind.  Es  werden  im  Weiteren  nur  kleine  Schwingungen 
des  Pendels  in  Betracht  gezogen  werden.  Diesem  entsprechend  betrachten  wir  S2  als  eine 
kleine  Grösse  erster  Ordnung;  sj  kann  von  der  ersten  oder  von  einer  höheren  Ordnung  sein. 
Wir  schliessen  in  unserer  Betrachtung  den  Fall,  dass  62  =  81  ist,  aus;  dieser  Fall  entspricht 
einer  speci eilen  Annahme  über  die  Grösse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit,  welche 
dem  Pendel  ertheilt  werden  kann. 

Wir  entwickeln  nun  den  Ausdruck  2): 

'  bis  auf  Grössen  4.  Ordnung  inclusive  und  erhalten,  wenn  die  bekannte  Entwickelung : 

in  denselben  eingeführt  wird: 

3)     e2  =  ei2co«2  —  -j-  gjS^^H«  ^   H ^--2-g \J.  «n2  _., 

TT  IT 

K' 

5l  w  •—     ^n      "T"     •     •     •     • 
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EiS  wird  weiterhin  bewiesen  werden,  dass 
ist  bis  auf  Grössen  4.  Ordnung  exclulive,  und  wenn 

"" = '-'  (i + ??) 

gesetzt  wird.    Führt  man  in  3)  u'  «=  jir  (<  +  t  +  &i)  ein  und  setzt  ^-^  r  =s  JV,  so  wird 

und  wenn  nur  die  erste  Potenz  von  äj  berücksichtigt  wird,  erhält  man: 

4)     e2  =  ei2  cos^NiL  («  +  t)  +  e^^sin^N^  (<  +  t)  +  ^  (622  _  ei2)2^n2  2  jVjx  (^  +  t)  + 

+  &,NiL  |(e22_ei2)«n2JV,jL(<  +  t)  +  |^'  (e^^  -  t,^)^  sin4N^  (t  +  t)| 

und  demnach 

»  =  arcco^  (1  — 2e2). 


§9. 

Entwickelimg  der  Relation  zwischen  den  Constanten 

^'  —  n\  Zg  und  Sj,  e^. 

Für  das  weiter  Folgende  ist  es  nöthig,  die  Constanten  /'  — n'  und  ^3  in  Function  von 
e  1  und  e  2  zu  kennen.  Dabei  wird  hier  bemerkt,  das  diese  Entwickelungen  bis  zu  den  Grössen 
2,  Ordnung  in  Bezug  auf  82  fortgesetzt  werden,  d.  h.  Grössen  4.  Ordnung  und  höherer  neben 
denjenigen  der  2.  übergangen  werden;  dieses  bemerken  wir  hier,  um  weiterhin  nicht  genöthigt 
zu  sein,  wiederholt  darauf  hinzuweisen. 

Man  hat  zwischen  den  Coefficienten  und  den  Wurzel  der  Gleichung: 

1)    2^'2  =  (1  —  z2)  (2A'  4-  29'^)  —  (/'  —  n'z)^  =  0 

folgende  bekannte  Relactionen: 

A'  n'2 

^1  +  ^2  —  ^3  =  —   -^  —  27 

2)    (^1  +  ^2)^3  —  ^1  ^2  =  1  +  ^-^  =  1  + jr^ —  +   Y 

h'     ,    /'2 

^1^2^3    =   —    7-    +     27* 

Aus  1)  folgt  für  jr  =  4-  1 

8)   /'-n'  =  ±y2^'(l-n)(l  -^2X1  +  ^3)  =  ±2f2P^,t^il  +  fs- 
Das  Doppelzeichen  kann  hier  nicht  vermieden  werden,  da/'  —  n'  positiv  oder  negativ 
sein  kann,  wie  es  weiterhin    bewiesen  wird,  daher  wollen  wir  ^*  =  =t  1  in  die  obige  Formel 
einführen.    Wir  haben  zunächst  ^^s  in  Function  von  e^  und  £2  zu  entwickeln.    Man  hat  aus  2) 
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1     .    o     2     2  _i_  _L  (/^  —  n')  n'  .  n'^ 

»3  =  1  +  Jei  ej    + +  2<7'  (1  -  ei»  —  ej«)  +  f^'  (1  _  e,«  -  ej»)" 

Da  aber  /'  —  n'  eine  Grösse  2.  Ordnung  ist,  so  wird 

ÄM^  1     .     «"    .    (/'  —  n')  n'    ,     n'2   .    „    , 


n 


/2 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  z^  von  1  +  5—7  um  eine  Grösse  2.  Ordnung  verschieden  ist;  daher 

wird  mit  der  angenommenen  Approximation 

4)    /'  —  n'  =  4^>'eie2, 


wo 


,jl'2  =  ^'  +  !L_i8t 

Mit  derselben  Approximation  erhält  man  aus 

Ä'        n'2 

5)    -  A'  =  i7'  —  2fi'2  (s^2  4.  e^S)  —  2;>'n'eiea. 
Die  Gleichungen  4)  und  5)  geben  die  nöthigen  Relationen  zwischen  den  Constanten 
/'  —  n',  A'  und  si,  ^2-    Wir  entwickeln  hier  aus  4)  und  5)  folgende  Ableitungen 

d^i     0^2     ^^1     ^^2 

IJ'  Tf'   TR'  Th' 
Man  erhält  aus  4)  und  5),  wenn  bemerkt  wird,  dass 

df  ^  A  ^^^' 

1  d«!    ,  dto 

=    80    -r-T    "7-    S| 


woraus : 


und: 


entstehen.    Da 


4^;>'  '   df    '    "-'   df 

0  =  (2ji'ei  4-  nV82)  ^  +  (2,jL'e2  +  n'jz,)  ^, 

'df  ~  8j^i*'M«2«  — »1*)'  V  ^~  8>4|i'»(ej«  — e,2)' 

=   -r    ist, 


dh 
so  erhalten  wir  noch  aus  4)  und  5): 

0  =  e2^  +e 


woraus  wiederum: 

Jh   ~  ~  4^hl'2  (8jj2  _  ei2'    "^  -  4^ja'2  (8^2  _  e^a) 
und 

folgen. 
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Es  •wird  weiter  noch  der  Ausdruck  N  —  5-^  r  gfebraucht  werden  und  dieser  ist: 


.,.  =  (.--).  =  ('-^)/^(' 


/-•, 


72  '1    T        ~i       r  7-::72  v«!*  +  ^ivj, 


4{t' 


da 


»•  =  4-  y^i  +  «3  =  +  yi  —  2ei»  +  «3, 

wo  für  ^3  der  früher  entwickelte  Ausdruck  einzuführen  ist  (s.  Form.  4')- 

Wenn  in 

fc2  -     2  (e2»  -  e.') 

"     1-2S,2    +   Z3 

der  Ausdruck  für  23  in  S],  £2  eingeführt  wird,  ergiebt  sich: 


r 


und  demnach: 


^ = 'f  {1  -  (^.  -  ^>)  <•■ 


"  +  82*)  4- 


2i*'  r 


Wenn  bemerkt  wird,  dass: 


-^  _i^-A^_l  ist 

4j»'2       8f«.'2  ~   4  ii'2        2         ' 
so  kann  man  dem  vorigen  Ausdruck  von  N  folgende  Form  geben : 


N 


_  t*'  )l  3     i^'    /,  2  4.  .   2»  4.    1    ^.  : 

=  TT  \i  — T  rr?  ^*»   +  *2V  +  ^  v'i 


^  r       4  |i'2  '"'    T-  -2  /  ^   2  ''*     '-''-'■       2|a' 


+  »2")  + 


«'jsiea 


j 


oder: 


1- üJ 


1+  ^  fr«  («1'  +  '2')  -  -k  («i'  +  =2»)  -  ^^^'' 


woraus  (s.  Form.  6) 


3 
4 

,     1 

+ 

82^)- 

1 
2 

1 

^ 

3 

1 

I*     df 


16  ji'*     A 


folgt. 

Es  wird  noch  hier  /'  —  n'  in  Function  der  Grössen  angegeben  werden,  die  unmittelbar 
die  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  bestimmen.    Differenziren  wir  die  Gleichung: 

nach  A,  so  erhalten  wir: 

Aus  der  Gleichung  der  Bewegung,  nämlich 


folgt: 


demnach  wird: 


-r^  =  ^-^ — r—s-n h  TT-  ==  ^^^-1 — ?-ö-ä h  o>  ^n  >.  —  cu  co«  >.  coto  0  cos  0  co*  (L 

dt  iwn^O  d^j  A«n26        ^  2f  y 

Af^  =  A  sin^b  I  -T^  —  CD  sin  X  I  +  A  co  co«  X  sin  8  co«  ö  cos  A  +  Cn  co«  8; 


(»1  \  *  A  ^ 

-jj  —  (A  sin\]  -^  Cncosb  -{-  Afo  cos  X  «in  b  cosbcos^  —  —  . 
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h7 

Wenn    -^  aus  der  Gleichung 

bestimmt  wird,  indem  man  den  Werth  für  ttt  aus: 

Z  SÄ  C"  —  fiA8%n\  \  — -=ri Cn  m  C09  \\ ^pT^ 

+  AiAeo9\ C09 0  9in b  tin'^  +  2  A m (?o« X  \  9%n^  ^  sin (C  4~  •^) ^  ^ 
in  dieselbe  einführt,  so  wird  erhalten: 

—  r=  AiO  €08  k  €08  ft  €08  ']f  8X1%  ft 

und  demnach: 

/'  — n'  =  *m2»   ^^  —  iA8%n\\  —  n'  {\  —  €08h) 

oder: 

10)    /'  —  n'  =  «n2»o(V  —  ^^n\)  —  n' (1  —  co*»o). 

tj^o'  ist  der  Anfangswerth  von  <1*'  d.  h.  der  Werth  von  <|»'  führt  <  —  0;  man  ersieht  aus 
der  letzten  Formel,  dass  f  —  n'  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann,  daher  in 

das  Doppelzeichen  j  vorhanden  ist. 

Letztere  Gleichung  im  Verein  mit  Gleichung  10)  dient  zur  Bestinunung  von  e^,  wenn 
£2  anderweitig  gegeben  ist.    Wenn  das  Pendel  zu  Anfang  der  Bewegung  gar  keine  G^schwin- 
'  digkeit  erhalten  hat  und  nachdem  es  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  worden  ist,  wird 
«2  =  eo  und 

12)    4j>'8ieo  =  —  4  60^1  —  «0^)  ««nX  —  2n'eo2. 

Das  zweite  Glied  rechts  ist  im  Falle  eines  Pendels,  in  welchem  t  <  1  ist,  was  doch 

immer  angenommen  werden  kann,  kleiner  als  das  erste.    Wir  erhielten  früher 

C  C 

n'    s=i    Y    ^  ^^  T*   ^(^^^^€08  OLq€08\   +    C08bQ8in\)^ 

demnach  ist^*  =  —  1  in  der  Gleichung  12  zu  nehmen  und  man  erhält: 

eo  (1  —  so^)  a>  8in  X  n'  Sq 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  ei  (die  kleinste  Elongation)  eine  Grösse  von  der  Ordnung 
(0  ist,  und  zwar  sowohl  am  Aequator  als  auch  am  Pol.  Hätte  man  das  mathematische 
Pendel  betrachtet,  so  könnte  man  behaupten,  dass  am  Aequator  das  Pendel  durch  die  Gleich- 
gewichtslage geht,  was  jedoch  unrichtig  ist.  Es  ist  leicht  zu  bemerken,  dass  für  das  mathe- 
matische Pendel  n'  =  0  ist,  da  man  C  =  0  zu  setzen  hat. 
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§10. 

Entwickelung  von  4^. 

Wir  hatten  im  §  7  Formel  A  erhalten: 

Wenn  das  Integral  zwischen  zi  und  z  genommen  wird,  coshsaz  und 

/'  —  n'  z  =  /'  —  n'  +  n'  (1  —  z) 

gesetzt  wird,  so  erhält  man: 

z  z 

.    ^ /^    1      V    .    -  f    (/'  —  n')dz  .    C  dz 

^  _.  ^„  _  ««„X«  +  X)  +  .0,  =  -  J     (1  _  ,,)  j.,    -  «'  J     (T  +  7)jr. 


.t  .Z  .2 


_  _  /'  —  n'    C  dz  _  /'  —  n'    C  dz  _     ,    C 

~  2         )     {l  —  z)F'  2        }     a  +  z)F'         "    J 


dz 


2i  Zi  Zi 

Nach  der  Substitution  von: 

z  ^=s  Zi  cos^a  4-  '2  **«^^ 
entsteht: 


f  —  n'  C 
^  —  ^o  —  ^sin\(t+'z)  +  S)2=^  ""2jlr"~  j 


(1  —  Zi  co9^  0  —  z^  sin^  o)  ^9 
.0  ^a 


Sfir     Jo  (1  + -^1  coÄ^o  4- z:2^n2  (j)  A(j        p^Jo(l+*i 


do 


Nach  Einführung  von  r^  =  1  —  2  e^^^  zj  =  1  —  2  ej^  erhalten  wir: 


IX      .         .  .    >  /.  I     V   .    •         /'  —  *»'  r  ^0  I        /' — W        r  da 


^n^o)  Aa 


n'  r  do 


WO 

1   —  Zi  8i2  »^  1    4-   -2^1  1    —  ®1        . 

Um  das  erste  Integral  bis  auf  Grössen  2.  Ordnung  zu  erhalten,  schreiben  wir: 

(wir  gebrauchen  hier  diese  Form  für  /'  —  n',  weil  die  früher  entwickelte  bis  auf  Grössen  2. 
Ordnung  hier  nicht  ausreicht,  da  im  Nenner  v./'  —  n'  auch  eine  Grösse  2.  Ordnung  sich  vor- 
findet), darauf  setzen  wir  

Aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt  nun: 
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Nach  einem  Theorem  über  die  elliptischen  Integrale  3.  Gattung,  lässt  sich  das  Integral 

do 


i 


lo  (1    +    «2  ^2  o)   Ao 

auf  folgende  Weise  zerlegen : 


.0  ^0  J9 


Beachtet  man  dass: 


80  ist: 


hl  -  iL      »i'        „2  _  «2' -81" 

1  _i_  *^  —  1  1.0         H^ 

1  +  ^  =  1_  ^  ^,'  1  +  «^  =  ^' 


daher : 


und 


y»  + «')  (1  +  r^ 


=^/^^l^^ 


2 


^  —  n^   r   rfo j  62 f  ^ i^2  f  ^® 

^1  y  1  —  j72  ^1'  ^^  y   ^  ~  jiTl  ^1        \^  +  ^"^ 


+  j  arctg 


•■Ao/TTirT' 


Jb2 


Wenn  das  2.  Integral  rechts  nach  Potenzen  von  — 5  <  1  entwichelt  wird  und  ebenfalls 


a2 


So  t  ff  0  So 

ar<7  tff  — ^  ==  ar<?  <1<7  --=  (1  -f-  8)  tgo 

6i       /  /?'  Sj 


1      /  ff* 

y  1  —  -^  (si^  CO«  2  0  +  62*^  *in2  o) 

2^-7j    (8i2(?o«2o   +    822«m2o)      ist, 

nach  Potenzen  von  8  entwickelt  und  nur  die  erste  Potenz  von  o  behalten  wird,  da  8  eine  Grösse 
2.  Ordnung  ist,  so  erhalten  wir: 


wo    8  =  -^ 


und 


arc  tg  -^  (l  +  b)  tqo  =  arctg  -^  tga  +    —5 — \^    . ^    .   »     > 

^   81         ^     ^    '^  ^  81     ^      ^   8]2co«2a  4-  t^^sin^o 

4777?  Jo  (l+«'^tn2a)Ao  =  .7  <»  3-^2  + -^  «>•«' ^  e"  *^'- 

Das  2.  Integral  in  der  Formel  1)  ist  einfacher  zu  erhalten,  indem 

f'  —  n'  f  da  _   .  C''da_. 

4jir  (1  -e,»)  Jo  (l-ß2«B2a)Ao  "  ■?«i^2  J„  Ä^  "  •?  »1  «2«. 


*)    Diese  Entwickelong  ist  giltig  so  lange  ^  <!  1  ist,  was  hier  anch  stattfindet. 


w; 


Im  dritten  Integrale  Formel  1)  müssen  wir  die  Approximation  weiter  ausführen,  da  n' 
eine  endliche  Grösse  ist,  d.  h.  von  der  0.  Ordnung.    Wir  erhalten  daher: 

2ixr  (1  _8i2)Jo(l-ß2^n2a)Ao-2  jir  (l-e^S)  JoAa  "^  2  fx  r  (1  —  «i»)  Jo  ^         ""' 

da  p  <  1  und  eine  Grösse  2.  Ordnung  ist. 

Nach  Ausfuhrung  der  Integration  wird  erhalten: 


2i* 


-  "-^'ift^  '•>■  -  •■■'  •^  ä  •• 


Es  ist  jetzt  der  Werth  von  ^  in  Function  von  o  erhalten,  nämlich: 

+  >  arc  ^  ^  «^  a  -  »il^-^l-ll^  (ej2  -  .,2)  ««  2  a, 

wo  ^"  =  14-  ^-^  gesetzt  worden  ist;  g*'  ist  für  das  mathematische  Pendel  =  ^,  weil,  wenn  C  «  0 

^'2   =  g'    ^"^    =g'    ist. 

Da: 

wenn  r'  =  -^— j — ^    ist,  so  wird  erhalten: 

.         .        *•'  ^w  2  o            n'  ^"  (e2^  —  «1^)  «in  2  a 
+  -^^'''^l-r'co#2a 877 

Um  ^  in  Function  der  Zeit  zu  erhalten  haben  wir  o  mittelst 

o  =  am  u'  =  am  jir  (<  -f-  x  +  <üi) 
aus  der  Gleichung  1)  zu  eliminiren.    Man  erhält,  wenn 

^  +  T  +  Äi   =  u, 

die  Gleichung  2)  in  folgender  kürzer  gefassten  Form: 

n'  (s2^  —  81^)  «in  2  iV}A  u 
wo  30^''  =  -^.;(l  +i7"sie2)  +  iV 

wir  haben  hier  noch 


r'  «in  2  o 
arc  tg 


1  —  r'  €08  2  0 

in  Function  von  u  auszudrücken.     Zu  diesem  Zweck  entwickeln  wir  zuerst  eine  Hilfsformel. 
Man  hat  bekanntlich,  wenn  r'  <  1,  folgende  Entwickelung: 

arc  to^  q ; ^^—  =  r'  «in  2.r  H — öt  «m  4.r  H — s-  «tn  b.r  +  .  .  .  . 

1  —  r'  CO«  2.r  2  o 
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und 


dx 


1* '  9Vlfi  2  X 

arc  tg  -z -. 3—  =  2r'  co8  2x  -{'2r'^  cos  4x  +  2r'^  cosßx  +  .  .  .  . 


woraus 


^  1  —  2r'  cos  2x  -f-  r'^ 


sich  ergiebt 

Bringen  wir  in  die  Entwickelung  von 

arc  tg 


r'  sin  2o 


1  —  r'  cos  2o 


so  erhalten  wir: 


am  tt'  =  2]^  t*'  +  2  jT  «m  -^  + 


■  •  •  • 


r'  ^n  2am  u* 


5)     arc  «^  :i -, ^ 7  =  r'  «in  -^  u*  + 

'  ^  1  —  r'  cos  2 am  u'  K 


r'2    .    2icf*'    .    r'3    .    3Tct*' 


nn 


+ 


sxn 


~i^  •  •  •  • 


I      A  '       '^^^   /     /  ^^'      I 

4-  4  jT  ^n  -^  <r'  CO«  -^  + 


,„        2Tcn'    ,    r'3co«3 


.     I      •    •    »    •  I       I       •    •    •    • 


Setzen  wir  in  die  Form.  4)  2a?  =  -=-,  so  erhalten  wir: 


r'  cos  -=-  +  r'2  co^  — __ 


r'  CO« 


Ttt* 


—  ..'2 


4-  = 

I    •  •  •  •  ^^^ 


1  —  2r'  CO« 


Tttt 


+  r' 


Demnach  ergiebt  sich  aus  5): 


arc  tg 


r'  sin  2am  u' 


r'  svn 


tzu 


r'  sinzamu'  ,  f         Ä  ,    ^       .    t:u' 

:= ^/^^^O^^^w  =  «rc  t^  -—7  +  4  jT  «in  -=- 

1  —  r   coSdiatnu  ^  .        izu  IL 

1  —  r'  CO«  -r=- 


r'  eo8 

icu' 

r 

1 

2r' 

«0« 

Jtu' 

K 

+  r" 

Wenn  dieser  Ausdruck  in  die  Gleichung  3)  und 

gesetzt  wird,  so  erhalten  wir: 

6)     cp  —  ^0  —  «  *i«  >^  («  +  -c)  +  fi>2  =  N'  jxti  +  j  arc  tg  ^  ^  ^^^^^  g  iV^jx ti 

J^     e,E2(e,2-e,2)^in2i\r|iu    _  n^(e,2-e,2)    .^j^^u 
^  8fi'2  ei2co«2JViiU  +  e22^m2i\rjjiw  8|i.'  «»-^^^P'W. 

Zur  vollständigen  Angabe  des  Winkels  ^  in  Function  der  Zeit  ist  es  noth wendig  a>  1  und 
©2  auch  in  Function  der  Zeit  auszudrücken.  Wir  werden  jedoch,  bevor  wir  an  diese  Entwickelung 
gehen  im  nächsten  §  die  Relation 

N'  1 

beweisen,  welche  schon  früher  aufgestellt  worden  war. 


dv 


§ü. 

Beweis  der  Relation. 

N'  1 

^  'N  l     ^  N 

— —  +  —  — —  =  0 

Die  Gleichung  3'  im  vorigen  8  ergiebt: 

wenn  in  die  Gleichung  30 

eingeführt  wird  (s.  Form.  9  §  9). 

Die  Constante  in  1)  j^Tä  ~  q~T3  ist  gleich  -r  '    rs  —  o~7'  ^^  ^it  Hilfe  der  Relation 

n'2 

1*'^  =  ^'  +  V 

leicht  zu  beweisen  ist    Wir  haben  demnach: 

Daraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Form.  8  §  9 

^  ^^  _  A  ^'^' 

dÄ     ~  16  ^ji'5" 
Es  war  im  §  9  erhalten  worden : 

1       -^   —  _  A   ^'i^' 
ji      d/     ~         16  ^ix's* 


Daher  ist  jetzt: 


^'  1 

^  AT  1    ^  ^^ 

"Ti: 1 TT-   =0    w.  z.  b.  w. 

oh  [JL      d/ 


§12. 

Bntwickelung  von 

W]  und  d>2. 
Um  die  Functionen  &i  und  Sj  zu  erhalten,  werden  wir  zuerst  in 

1)    JZ'  =  2  \  «m2  0  nn  ('In  +  J)  d» —  \ -p-, 
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die  Integration  ausführen.    Wenn  -j-  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  etwa  gleich  einer  Grösse  von 

der  Ordnung  »,  was  auch  bei  entsprechender  Construction  des  Pendels  zu  erreichen  ist  und 
auch  hier  angenommen  wird,  so  ist  dann  das  zweite  Integral  in  Z'  von  der  Ordnung  co  und 
kann  daher  vernachlässigt  werden  gegenüber  dem  ersten  Integral  in  1).    Wir  haben  demnach: 

2)    Z'  =  2  J«n2  »  Hn  (ij/o  +  J)  dh 
zu  setzen.  —  Um  diese  Integration  auszuführen,  werden  wir 

in  2)  einführen. 

Früher  ist  erhalten  worden,  wenn  n'  vemachläÄsigt  wird: 


«2 


Demnach  ist: 


J  =  jg*'  ei  ej  0  +  j  arctg  -^  tg  o. 


-. {ti  —  e2)  €08  Jb|  g  +  (e^  +  ^2)  ^^^  ^2  ^ 

~  2  iV}  cos^  a  +  62^  »in^  a 


sin 
wo 


in  J=  —j  ("(^1  ~  ^2)  9in  k^  a  —  (e^  +  eg)  Hn  feg  ^Y 


fei    «    1    ^"    Sj    62 

fej  -■  1  +  ^"  «1  «2 
zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist. 

Wird  noch  Hn  bdb  aus 

abgeleitet,  so  erhält  man  in 

Z'  «  2  rin  ^^  f  «n2  b  €08  J  d9  +  2  C08  ^^  Cwn»  b  sin  J  d% 
für 

2  »in  ^^  \  «n^  &  CO«  J  db  und  2  co«  A     \  «in^  d  «tn  P  cl& 

die  folgenden  2  Integralausdrücke: 

4  «n  ^^  (€2^  —  Ci^)  («1  —  «2)  j  ^^*  *^i  ^  **'**^  ^  <^^*  ^  yi  —  «i^  ^^^2  0  —  ßj2  ^^2  0  J0 

-f-  4  ^n  ^^  (sj^  —  Ci)  ($2  +  81)  j  ^0^  ^2  ^  **^^  ^  ^^*  ®  yi  —  Sj^  {?o«2  o  —  62^  sin^  0  da 
und 

—  Aj  €08  ^^  (e2^  —  81^)  (ei  —  82)  \  «n  fcj   o  «n^  o  {?o«  a  yi  —  e^^  ^^^2  <,  —  eg^  sin^  o  cIo 

+  4i  €08  ^^  (82^  —  ei^)  (sj  4-  62)  J  «in  62   «  «*»^  «  ^0*  «  yi  —  Si^  »o«2  0  —  62^  «n*  o  rfa. 

Indem  man  die  Grössen  von  der  5.  Ordnung  in  obigen  Integralen  übergeht  und  dem 
entsprechend  fe^  =  feg  =  1  setzt,  wird  erhalten: 

2  «n  ^Q  1  8%n^  %  €08  Jdb  =  8  («2^  —  «i^  «i  \  ^^^  o  «n  0  rfa  =  —  -^  ej  (eg^  —  ej^)  co#8  osinh 
2  eo#  (j;^  1  8in^  b  sin  Jdb  =  8j  (82^  —  Sj)  82  \  «in^  a  cos  a  da  =       -oJ^2  (®2*  —  ^i^sin^aoos^ 


84 

Nachdem  in  die  obige  Gleichung  cos  ^  a  und  sin  ^  a  mittelst 

U  ^  —  e2 

cos  <3   =    \  -\ = 

fjT—rTj 

eingeführt  wird,  erhalten  wir: 


9 


^'   =  I   («2» 


-  •i')  {i «» cv^  -V'j  **•  *•  -  «^  CV'  -  .'i'«) ""  'f'"} 


Um  «1  und  äj  zu  erhalten  hat  man  -rr-  und  -rr  zu  bilden  und 

an  0/ 

A  ,  dZ'      ^  ^  ,  dZ' 

CO,    =  —  Am  cos  K  -rrr-^     «O«   =*  Am  COS  X  -r-r 

OÄ  0/ 

zu  setzen.   Nach  Ausführung  der  Differentiation  bei  constantem  e  und  Elimination  von  « ^  mittelst 

e»  =  el2co»2^'^l(^  +  t)  +  t2^sin^NiL(t  +  t), 

wo  statt  der  am  ji  r  («  +  t)  mit  hinreichender  Approximation 

Nil  (t  +  t) 

geschrieben  worden  ist,  erhält  man  zuerst: 

—  I  AiL'^t]^  —  ^,^  I  3i*2^^n3J>r|x  (t  +  t)  co#^o  +  3  t.E^^  sin^  N^l  {i  +  t)  cos  N^  {t  +  t)  Hn^^o 

—  3  «1^ cos^  N\k  (t  +  x)  sin ^q  —  8^82  ei^«n iVji (<  +  x)  eos^  iVji  (t  +  x)  cos ^q  } 
woraus  nach  einigen  Reductionen  sich  ergiebt: 

^)     —  z=z  ^    ;2  (e  2  _  g  2)  y  *2  «1^  <:os  ^0  «»»  ^J*  (<  +  f)  +  j  82  ei«  cos  fpo  «»»  3  iV  |i  («  +  -c) 

—  81  82^  *^**  ^0  cos  N  \k  {t  -{-  x)  +  -q  81  62^  sin  ^q  cos  ^  N  {l  (t  -\-  'z)  \' 

dZ' 
Für   -T-F  anfänglich  wird  erhalten: 

J^  -  —  8  A^'j(t^^^—t^^)  V  ®*  "^^^  *^  '^'^^  iV }!  C«  +  x)  —  ei  «n  ^*o  <?<>«'  ^^J*  (<  +  O) 

—  ^  -j— ;p-.  (^*  ei  CO*  ^1*0  «n3  iVji  («  +  x)  +.  82  *»«  1*0  cos^N\l  (t  +  x)J 

—  J-nTTl!^^  (j^cos^^nNiL{t+z)  +  t,sin^cosN^{i  +  x)j  ^cos^NiL{t+ x)-sin^NiL(t  +  x)) 
und  nach  mehreren  Reductionen  wird: 

^>    17  =  ^t,^jCs22_e^2)  {j^  («1^-3822)  (?0*  (Po  «»^P(<  +  t)-^'  ^(82^-38i2)Wn(p^  4«  X> 

+  ^  («1^  +  «2^)  ^^*  4*0  «n  3  JV,i  («  +  x)  +  ^  (82^  4-  8i2)  «n  ^0  cos  SN  IL  (t  +  x)j. 

Die  Formeln  3)  und  4)  ergeben  die  Grössen  «i  und  cü2,  wenn  die  erstere  mit 

—  Amcos\^  die  zweite  mit  AmcosX  multiplicirt  wird.    Aus  den  Werthen  von  ä^  und  ä,  ist 
zu  schliessen,  dass  die  Schwingungen  des  Pendels,  wenn  die  Erdrotation  in  Betracht  gezogen 
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wird,  abhängig  sind  von  dem  Anfangswerth  von  ^j  weil  derselbe  die  Constante  ^o  enthält*). 
Es  ist  aber  nicht  zu  erwarten,  dass  der  Einfluss  der  Grössen  &i  und  »2  experimentell  nachge- 
wiesen werden  kann,  weil  dieselben  sehr  klein  sind  und  zwar  von  der  Ordnung  «»«29  ^as  im 
Winkelmass  einigen  Secunden  entspricht,  wenn  das  Maximum  der  Elongation  gleich  ß^  an- 
genommen wird. 


§13. 

Der  Pendelversuch  von  Foucault. 

Wenn  man  die  erhaltenen  Ausdrüeke  für  &  und  ^  in  Function  der  Zeit  auf  das  Pendel 
von  Foucault  anwenden  will,  müssen  in  denselben  die  willkürlichen  Constanten  entsprechend 
den  Anfangsbedingungen  der  Bewegung,  unter  welchen  der  Versuch  angestellt  wird^  bestimmt 
werden.  Das  Pendel  wird  in  Schwingungen  versetzt,  indem  es  aus  der  Gleichgewichtslage 
entfernt  wird,  ohne  dass  irgend  eine  Anfangsgeschwindigkeit  demselben  ertheilt  wird.  Demnach 
haben  wir  die  Gleichungen  40  §  8  und  6)  §  10  entsprechend  zuzuformen. 

Die  Gleichung  4')  §  8  wird  in  die  folgende  transformirt : 

1)    e«  =  Q^^cos^N[i.(t  -h  Ti  +  «1')  4-  &2^Hn^N^(t  +  'z^  +  «lO, 
wenn  nur  die  Glieder  der  2.  Ordnung  beibehalten  werden  und 

&!  «  «1  —  «io  +  Äio  =  ®'i  +  «>io,    ^1  =  "^  +  o>io**) 
gesetzt  wird.  —  Wenn  die  obige  Gleichung  differenzirt  wird  und  im  Resultat 

^  =  0  -TT  =  0  gesetzt  wird,  erhalt  man 


dt 


^V-  -^i  =  j 


und  die  Gleichung  1)  ergiebt  dann  für  <  =  0 

wo  eo  =  «n  -~i  »0  der  Werth  von  &  für  <  =  0  ist.  Die  Gleichung  1)  ergiebt  auch  die  Schwin- 
gungsdauer eines  physischen  conischen  Pendels;  man  erhält  dieselbe,  wenn  man  die  Dauer 
einer  Schwingung  mit  T  bezeichnet 

Führen  wir  in  T  den  Werth  von  -j^  ein,  welcher  früher  schon  entwickelt  ist,  so  er- 
halten wir: 


*)    VergL  Hansen:  Pendelbewegang  etc.  p.  61. 
••)    Die  Ghrösse  a>  10  bedeutet  den  Werth  von  «o  1  ftlr  ^  =  0. 
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Diese  Fonnel  wird  mit  der  von  Hansen  gegebenen  in  „Theorie  der  Pendelbewegung" 
p.  49  übereinstimmen,  wenn  in  dem  eingeklammerten  Factor  die  Grössen,  welche  mit  n'  multi- 
phcirt  erscheinen,  übergangen  werden;  im  letzteren  Falle  erhalten  wir,  beachtend,  dass 

»»"  =  ^'  (l  +  ^  ist: 


/'•  +  ^ 


Wir  können  hier  die  Grösse  «2  «n^  x,  welche  in  der  Hansen'schen  Formel  p.  49  vor^ 
konunt,  nicht  erhalten,  da  wir  die  Grössen  von  der  Ordnung  « ^  vernachlässigen.  —  Die  Gleichung 
6)  §  10  schreiben  wir  in  einer  kürzeren  Form,  indem  wir  mit  Xo  &lle  ausser  ^^va  der  Gleichung 
6)  vorkommenden  Constanten  bezeichnen: 

4*  =  4^0  +  5Co  —  »'2  +  ^  i  i¥  81  82  (<  +  Ä'i)  +i  ^'Tctg  ~  ig  N^  («  +  xj  +  Ä'i) 

^  Jc^^nJi^^'i^.i^la'     I   V  ete2(e22-e,2)^n2iy|xft  +  T,  +  aS)     

^ly^nnK^   2/"*"    2        ^  "^-^  8  (e^^  co*2  jVp  (^  +  t^  +  Ä'i)  +  e^«  «nZJVji  («  +  Ti  +  Ä'i))* 

Diese  Gleichung  entsteht  ans  6)  §  10,  wenn  in  derselben 

JV'^  =  iV;>  +  /  I  1^  «1  e^  +  ^  (s.  Form.  3'.  §  10) 
3 

^"    =   -g    und  CÜ2    ■"    0)2   —  ^20   +   5>2o   =   «'2   +    ^20   (*) 

gesetzt  wird,  was  für  das  Weitere  hinreichend  ist.    Nehmen  wir  an  j"  =  —  1  (s.  §  9  Gleichung 


12)  und  setzen  ^(^^  t^  =  -^9   so  erhalten  wir,  gemäss  der  angenommenen  Anfangsbedingungen: 

^  =  cpo  +  Xo  +  |-— «'2—  iJ*  «1  ^^t—arctg^^  «^  iV'lJ^  («  +  »'1)  +  t  ^co  «n  X  +  ~j 

,     61  ep  (sq^  —  z^  9%n  2  N^  (t  4-  ^'i) 

8  |ei2  «n2  JVp.  (^  +  &\)  +  eo^  ^^«2  JVjjl  {t  +   «'i)^' 

WO  die  Grössen  -q  «i  ^o  Yff^^' i  und  -^^  co'i  als  von  der  Ordnung  co^  übergangen  sind.  Wenn  der 
Winkel  a©  (4*  für  ^  =  0)  eingeführt  wird,  so  haben  wir: 

3)    <|;  =  «0  +  Mo>  Wn  X  4-  ^j  —  Ä'a  —  "ö"  l/V^  Sj  Sq  «  —  arctg  ^  «^  ^jjt  (t  +  t) 

^j gl  gp  (gp^  —  si^)  ^''^  2  iV^ti  (<  +  tt>'i) 

8{ei2  M«2JNrji.  (t  -I-  cü'i)  +  eo2  cos^NiL  (t  +  co'jV 

3)    ^0  =  «p  —  "2"  —  Xp- 

In  den  Gleichimgen  3),  4),  §  12  ist  +  =  «o 9"  ^^  setzen.     Mit  Hilfe  der  Gleichung 

2)  lässt  sich  jetzt  die  Bewegung  des  Pendels  näher  beschreiben.    Zu  diesem  Zweck  wird  die 


*)    Die  Grösse  o>  «o  ist  der  Wertli  von  o)  a  fbr  t  =  0. 


Bewegung  der  Projection  P  irgend  eines  Punktes,  welcher  in  der  Längsaxe  des  Pendels  (Haupt- 
axe  z)  liegt  z.  B.  des  Schwerpunkts  b  auf  die  Ebene  X  Y  (Horizont)  näher  untersucht.  Die 
Coordinaten  -X,  T  dieses  Punktes  sind  gegeben  durch: 

X  ^^  8  sin  &  C08  (L 

y  =  «  sin  8  sin  A. 

Für  kleine  Schwingungen  sind  dieselben  durch 

X  =  s  9  cos  4 

Y  =  s  b  sin  4 

gegeben. 

Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  wie  folgt: 

X  =:  sbcosi^  —  M  +  M) 

Y  :^  sbsin(^  —  M  +  M) 

und  führen: 

i  :=^  sb  cos  {^  —  M) ,      >)  =  *  0  «n  ((p  —  M) , 

d.  h.  wir  führen  neben  dem   Coordinantensystem  JT,   Y  noch  ein  zweites  £,  t)  mit  denselben 

Anfangspunkte,  so  wird  erhalten: 

X  =  i  cos  M  —  T)  sin  M 

Y  sss  -qcos  M  -{-   £  sin  M 
wo 

da  aber  diese  Grösse  M  eine  Function  der  Zeit  ist,  so  sind  die  Axen  S,  ti  beweglich  und  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  ist  periodisch,  das  periodische  Glied  im  Ausdruck  der  Geschwin- 
digkeit -Tj  ist  aber  sehr  klein. 
Aus  den  Gleichungen 


und 

wird  erhalten: 

und  daraus: 


So- 

82   =   ei2«n2JV|JL(e   4-    (d'i)    -h    8o2(?0«2JVjl(«    +    Ä'i) 

sin^{^  —  M)         cos^i^—  M)  _   J_ 
81^  ^  eo2  ~    e2' 


Führen  wir  hier  £,  v),  indem  si  =  ^^^g^  ~  ^'  ®o  =  -^'  ®  ~  2"  gesetzt  wird,  ein,  so 
ergiebt  sich: 

£2  Yj2 

—   -4-   -^  =  1 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  welcher  die  Coordinaten  £,  >)  genügen;  woraus  folgt,  dass  die  Pro- 
jection  des  Punktes  s  auf  die  Ebene  Jf,   Y  sich  in  einer  Ellipse  bewegt;  die  Hauptaxen  der 

d  Jif  

Ellipse  bewegen  sich  mit  der  Geschwindigkeit  -jj.     Man   kommt  in   dieser  Weise   zu   dem 

Theorem  von  Hansen:  „die  Hauptaxe  z  des  Pendels  bewegt  sich  auf  einer  Kegeloberfläche 
mit  einer  elliptischen  Basis;  die  Hauptaxen  der  Basis  bewegen  sich  mit  einer  mittleren 
Lwindigkeit 


V  =  CO  «n  >.  -h  ~  —   Q-  y7  Zi  »0 


2  8 

und  zwar  von  Ost  nach  West,  wenn  cownX  +  -^  >  0  ist".     Vergl.   Hansen  „Theorie  der 

Pendelbewegung  etc p.  37. 

C 

Die  Grösse  n^  =::  -j  n  kann  durch  eine  passende  Construction  des  Pendels  von  der  Ord- 

C  C 

nung  0)2  gemacht  werden,  indem  -j  .<  0,00007  (approa.)  gemacht  wird,   dann  ist  -j  n   eine 

Grösse  von  der  Ordnung  to^^  wie  aus  dem  früher  gegebenen  Werthe  für  n  folgt,  wenn 
\~^/    "°  ^'  \dt)    ~  ^  gesetzt  wird.    Das  Experiment  von  Foucault  kann  nur  dann  co«nX 

für  V  ergeben,  wenn  es  unter  obigen  Annahmen  stattfindet.  Zu  demselben  Resultat  gelangt 
man,  wenn  die  Theorie  des  einfachen  Pendels  zu  Grunde  gelegt  wird;  dann  aber  kann  nicht 
eingesehen  werden,  warum  ein  langes  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in  Bewegung  versetztes 
Pendel  mit  der  Theorie  des  mathematischen  Pendels  übereinstinmit.  —  Wir  haben  in  früheren 
Art.  die  Winkel  ^  und  0  in  Functionen  der  Zeit  mit  der  angenommenen  Approximation 
ermittelt;  es  bleibt  noch  übrig  den  Winkel  9  ebenfalls  in  Function  der  Zeit  anzugeben;  da 
aber  die  Ermittelung  dieses  Winkels  ganz  unabhängig  ist  von  der  Approximations- Methode, 
welche  zur  Bestimmung  von  &  und  ^  angewandt  worden  ist  und  in  keiner  anderen  Weise 
geschehen  kann  als  in  derjenigen,  welche  von  Hansen  „Pendelbewegung  etc."  p.  4)  angewandt 
worden  ist,  so  kann  diese  Entwickelung  hier  wegbleiben. 


Thesen. 


1.  In  der  Bewegung  eines  freihängenden  Pendels  an  der  Erdoberfläche  giebt  es  keine 
Schwingnngsebene. 

2.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Schwingungsebene  kann  nicht  zur  Erklärung  desFou- 
cault' sehen  Versuchs  angewandt  werden,  wie  es  vielfach  geschieht. 

3.  Die   Uebereinstimmung   der  aus   Fallyersuchen  erhaltenen   oestlichen  Abweichung  mit 
der  Theorie  des  Falles  von  grossen  Höhen,  ist  als  eine  zufällige  zu  betrachten. 

4.  Der  Ausdruck:  „Kant-Laplace'sche  Hypothese"  ist  unrichtig. 

5.  Die  cosmogonische  Hjrpothese  von  E  a  n  t  erklärt  nicht  die  directe  Drehung  der  Planeten 
um  ihre  Axen. 

6.  Zum   Beweise    des   Princips  der  yii*tuellen   Geschwindigkeiten    ist   die  Voraussetzung 
des  Satzes  von  dem  Parallelogramms  der  Kräfte  nicht  nöthig. 


Staats- 


v^Ze{ 
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Beitrag  znin  Fall  aaf  der  scIiiefeD  Ebene  und  zur  Pendelbewegung. 


Dr.  Hermann  Hammerl. 


Einleitung. 

Bei  der  Ableitung  der  Schwinßungsdauer  eines  matlieinatischeii 
Pendels:  t  ---■  w  V'/K  setzt  mau  gewöhnlich  für  die  schwingende  Bewe- 
gung im  Kreisbogen  die  schwingende  Bewegung  längs  einer  Strecke,  die 
als  Projection  einer  in  einem  Kreise  mit  constanter  Geschwindigkeit  vor 
sich  gehenden  Bewegung  dargestellt  werden  kann.  Daraus  ergibt  sich  die 
Scbwingungsdaiier  t  =~  ~  V'M  die  um  so  genauer  die  Schwingungsdauer 
des  Pendels  ist,  je  kleiner  die  Amplitude  ist.  Zugteich  ergeben  sich  hier 
schon  die  Formeln  Rlr  die  Eiongation  und  Geschwindigkeit  eines  schwin- 
genden Punktes  zur  Zeit  t. 

Eiu  anderer  Weg  zur  Ableitung  obiger  Formel  ist  der  bereits  von 
(Jalilei  eingeschlagene:  nämlich  man  fasst  die  Bewegung  des  Pendeiköipers 
als  Fall  auf  einer  Folge  von  schiefen  Ebenen  auf.  Eine  Folgerung  ans 
dem  Gesetze  des  Falles  Über  die  scliiefe  Ebene,  bekannt  unter  dem  Na- 
men „Fall  durch  die  Sehne",  gestattet  auf  sehr  einfache  Weise  einen  an- 
genäherten Wert  für  die  Schwiiigungsdauer  abzuleiten. 

Zur  Demonstiation  des  Satzes  vom  Fall  durcii  die  Sehne  findet  man 
im  Nachfolgenden  einen  neuen  Apparat  beschrieben,  der  zum  experimen- 
tellen Nachweise  beider  von  Galilei  aufgestellten  Sätze  dienen  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Wichtigkeit  der  Formel :  t  t  yi/g,  wird  es 
nicht  überflüssig  sein,  beide  Wege  zur  Ableitung  derselben  einzuschlagen. 

Bei  der  Lehre  über  die  Pendel  bewegung  begnüge  man  sich  vor- 
.  läufig  mit    der  Ableitung  des  angenäherten  Wertes,  dann  leite  man  in  der 
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Welleiilehre  den  genaueren  Wert  noch  einmal  ab.  Ks  hat  dies  den  grossen 
Voitbeil,  dass  die  Wellenlehre  nicht  stückweise,  wie  es  in  vielen  Lehr- 
büchern der  Fall  ist,  vorgetragen  wird,  sondern  in  logischer  Entwicklung^. 
Es  ist  nach  meinem  Dafürhalten  nicht  angezeigt,  die  wichtigsten  Formeln 


der  Wellenlehre:  y 


.     2^t 
a  sin  -„-    u.  V 


2sL^         2T.t 
-j-  cos  -^- 


bei    der    Lehre 


über  die  Pendelbewegung  abzuleiten,  ohne  iigend  einen  Gebrauch  davon 
zu  machen,  sondeiii  nur  um  sich  bei  der  Wellenlehre,  die  um  ein  Jahr 
später  vorgetragen  wird,  darauf  berufen  zu  können. 

Geht  man  in  obiger  W^eise  vor,  so  gewinnt  man  bei  der  Lehre  über 
das  mathematische  Pendel  so  viel  an  Zeit,  um  etwas  nfther  auf  die  Gesetze 
des  physischen  Pendels,  des  Reversionspendels  einzugehen,  da  man  ja  von 
diesen  die  wichtigsten  Anwendungen  macht. 

Die  reducierte  Pendellänge  eines  physischen  Pendels  ist  bekanntlich 
der  Abstand  des  Schwingungsmittelpunktes  vom  Aufhängepunkte.  Es  gibt, 
wie  schon  Iluygheus  ^)  gezeigt  hat,  in  der  ganzen  Masse  eines  physischen 
Pendels  einen  Punkt,  der  in  Verbindung  mit  den  übrigen  Massenpunkten 
dieselbe  Schwingungsdauer  beibehält,  die  er  für  sich  allein  hätte. 

Im  Nachfolgenden  findet  man  die  Beschreibung  eines  zusammenge- 
setzten Pendels  zur  Erläuterung  und  Erklärung  des  Wesens  des  Schwin- 
gungsmittelpunktes;  dasselbe  kann  auch  zum   experimentellen  Nachweise 

der  Richtigkeit  der  Formel  für  die  reducierte  Pendellänge  eines  physischen 

£mr2 


Pendels  :  1  =- 


^mv 


benützt  weiden. 


Anschliessend  daran  folgt  eine  noch  nicht  gegebene  Ableitung  über 
die  Aenderungen  der  Schwingungszahl  eines  aus  zwei  einfachen  Pendeln 
bestehenden  physischen  Pendels,  das  entsteht,  wenn  man  ein  Pendel  von 
bestimmter  Länge  ij  mit  einem  zweiten  Pendel  verbindet,  dessen  Länge 
r^  alle  möglichen  Werte  von  —  oo  bis  -)-  oc  annimmt.  — 


<ö» 


*)  Mach's  Mechanik  I.  Aufl.,  Seite  161. 


i 


Apparat  zur  Demonstration  des  Satzes  vom  Fall  durch 
die  Sehne. 

Für  den  Fall  auf  einer  schiefen  Ebene  mit  liem  Neigungswinkel  a 
sttr  Horizontalen  ist  die.  Besclileunigung  g'  ^  g  sin  a,  wenn  g  die  Be- 
sehleuniguRg  beim  freien  Fall  bedeutet.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
and  der  zuriickgelegte  Weg  zur  Zeit  t  sind  gegeben  durch  die  Ausdrücke : 
T  -=•  g.  sin  a.  t,  8  =  Va  ßt^  sin  oc. 

Eine  interessante  Folgerung  aus  diesen  Gesetzen  des  Falles  über 
die  schiefe  Ebene  ist  ein  unter  dem  Namen  .Fall  durch  die  Sehne" 
b^aoater,  schon  von  Galilei ')  abgeleiteter  Lehrsatz. 

Denken  wir  uns  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene 
verttcal  steht,  den  verticalen  Durchmesser  ac  Fig.  1, 
ferner  von  irgend  einem  Punkte  d  des  Umfauges 
aus  die  Sehnen  da  und  de  gezogen,  so  ist  bekanntlich 
ade  ein  rechtwinkliges  Dreieck.  Ziehen  wir  von  d 
eine  Senkrechte  auf  ac,  die  Linie  de,  so  ist,  wenn 
der  Winkel  acd  --  a  ist,  ad  ac  sin  k.  Fällt  ein 
Körper  durch  ac,  so  ist  der  Weg  ac  --  Va  gt^, 
"iäc 


Fig.  1- 
mit  der  faorizon- 


somit  t  ^  V—— ;  fällt  er  aber  durch  die  Sehne  ad,  die 
Tg 

taleü  Ebene  den  Winkel  «  bildet,  so  ist:  ad   -  '/j  g.  sin  oc.  t^,  t     y 


ad 


Sad 

g.  sin  ä' 


it,  ergibt  sich  wieder  t  =  y  — •  Die  Sehne  de  bildet  e 
it  dem  Ni " 
■As.  cos«.t«,  t^  ]l^ 

==  V — ;  es  werden  alle  Sehnen,  die  von  den  Enden  eines  Durch- 


da 

schiefe  Ebene  mit  dem  Neigungswinkel  ^,  somit  de  ^  '/^  g,  sin  ß.  t^  - 

2dc~           .  ,   .  de 

— — ,  nun  ist  de  -=  ac.  cos  «  ac  -= — 

g.  cos  X  cos  a 

'2ac 

g~' 

Seite  126,   Pfaundler'H  Lehrbach  der  Physik  IX. 


wieder  t 


■)  Mach'a  Mechanik  I.  Anfl., 
Seite  140. 
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Fig.  2. 


reise  gezog:en  werden,  in  der  Zeit  dvnA^^HK^e  ein 
biauclit,  um  den  verticnlcn  Durchmesser  ZQnuvifiilleD. 
noch  eine  andere  elepante  schon  von  Gaüläi^}  auft;e- 
iuimciio  roiiii  iiiescS  Lehrsatzes  dargestellt.  Lässt  man  gleichzeitig  ^'<^'i' 
a  ans  nacli  verschiedenen  Riditun^en  auf  den  schiefen 
Ebenen  ap,  an,  am,  al,  ae,  ak,  ah,  ag  und  af  Kugeln 
falten,  so  befinden  sich  während  des  Falles  stets  alle 
Kuijeln  am  Umfange  eines  Kreises,  der  durch  den  Punkt  „ 
a  hindurchgeht.  Die  Durchmesser  der  Kreise  verhalten 
sich  wie  die  Quadrate,  die  Flächenräume  derselben  wie 
die  vierten  Potenzen  der  Fallzeiten, 

Um  den  ersten  Satz  vom  Fall  durch  die  Seline 
experimentell    nachzuweisen,    kann  man  sich  des  In    Fig.  3  abgebildeten 
Apparates  ^)  bedienen. 

Derselbe  besteht  aus  einer  senkrecht  stehenden 
prismatischen  Holzsäule  ab  von  ungef;ibr  80  cm.  Höbe, 
an  welcher  oben  mittelst  eines  Chnrniers  die  Ilolzrinne 
cd  befestigt  ist,  Eine  ebensolche  Rinne  ist  vor  dieser 
Säule  um  ein  Charnier  bei  b  drehbar.  Beide  Kinnei 
werden  mittelst  einer  Schraubenklemme  aneinander  fest-, 
Kestellt,  wobei  man  mittelst  eines  Winkelhackens  w  die '' 
Rechtwinkligkeit   des   Winkels    cdb    controlieren    kann.  ^'"-  ^■ 

Werden  dann  bei  a  und  c  zwei  kleine  Kugeln  ans  Stein  gleichzeitig  los- 
gelassen, so  fallen  beide  gleichzeitig  auf,  die  eiste  bei  b  auf  dem  Boden, 
die  andere  an  einem  Vorsprunge  der  Schraubenklemme  bei  d.  Ebenso 
kommen  2  Kugeln,  die  man  bei  c  und  d  gleichzeitig  loslässl,  gleichzeitig 
bei  d  und  b  an,  Der  Versuch  kann  bei  verschiedener  Neigung  der  scliiefcu 
Ebene  wiederholt  werden. 

Ich  habe  mir  folgenden  Apparat 
ausfahren  lassen,  um  beide  von  Galilei 
aufgestellte  Sätze  experimentell  nach- 
zuweisen. 

Ein  kreisrundes  Brett,  A,  Fig.  4, 
drehbar  um  eine  horizontale  Axe  h,  so 
dass  es  mittelst  eines  Gradbogens  g 
unter   jedem    beliebigen    Winkel    zur 

')  Madi's  Mechanik  I.  Aufl.  Seiw  126, 
Pfamidlor's  Lehrbuch  der  Physik  IX.  AiLfla^p, 
St'ite  HO. 

')  Pfaundler'»  Lelirlmch  der  Physik, 
JX,  Anfl.,  S.  Ul.  ! 
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ausgelöst. 

So  lange  die  Scheibe  vertical  steht,  geschieht  der  Fall  der  Kugeln 
iM  sclin^  f8r  eine  bequeme  Beobachtung;,  man  kann  ihn  aber  beliebig 
vei'langsaä|t9iii  wenn  man  der  Scheibe  einen  immer  kleineren  Winkel  zur 
flonzontalfin  gibt.  Es  ist  dann  auch  wieder  die  Zeit  zum  Durchfall  des 
Durchmessers  und  irgend  einer  Sehne  gleich  gross. 

Um  dies    zu    zeigen,  sei  ab,  Fig.  f),  der  % 

Durcbihe^liBr  eines  Kreises  und  bc  eine  Sehne, 
^velche  döti  Winkel  (i  mit  dem  Durchmesser  bilde. 

So^Wnge   die   Scheibe  vertical   steht,  ist 
ilie   Z^/fttr  den   Durchfall   dea  Durchmessers 

t  =  Ut^,  Die  Sehne  bildet  einen  Winkel  von 
90—^  iiitj,  der  Horizontalen,  somit  ist  bc  = 
Vi  g-^^i^—P)-  t^  =  Va  g-  C03  p.  t2;  daraus 
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ist :  t  = 


V2bc                                                  bc  •    '^    \t* 
z'y  da  nun  bc  =  ab.  cos  6, g»abirt|,ffk4qpbt8ich 
g.  cos  ß                                           '^^  cos  ß             ^     ^^ 


'-Vi-- 

Neigt  man  nun  das  Brett,  so  bildet  der  Durchmesser   selbst  eine 
schiefe  Ebene,  deren  Neigungswinkel  a  sei ;  es  ist  dann  die  Zeit  für  den 

Durchfall   des   Durchmessers :  t  -= 


1  /   2ab 
Tg- sine 


sina 
Um  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  jetzt  die  Sehne  bc  mit  der 

Horizontalen  bildet,  verlängern  wir  bc,  bis  sie  die  in  a  auf  ab  senkrechte 

Gerade  in  d  schneidet.  Kommt  ab  iu  die  Lage  ab'  und  ist  ae  die  Pro- 

jection  von  ab',  also  Winkel  b'ae  =  a,  so  ist  b'de  der  Neigungswinkel 

der  Sehne  zur  Horizontalen,  er  sei  gleich  y* 

T,,      .  ^ , ,         , ,    .         ,, ,         ab'      .  b'e       ab',  sin  a.  cos  ? 

Nun  ist  b  e  --  ab .  sm  a,  db  = ^.  sin  v 

=  sin  a  cos  ß. 


cos  ß' 


db' 


ab' 


Wir  erhalten  zur  Berechnung  der  Fallzeit  längs  der  Sehne  b'c' :  bc' 
=  V2  g-  si^  Y-  ^^  "^  V2  g*  sin^  *•  cos  ß.  t^;  da  nun  bc  -=  b'c'  =  ab',  cos  Ji 

ist,  cos  ß  =  —TT,  80  ist:  b'c'    -  V2  g-  sin  a  .  — r,.  t*  somit  t  -    1/ — :-  - ; 
'         ^        ab  '  '^  ab      '  fg.  sin  a 

also  wieder  für  t  denselben  Ausdruck,  den  wir  für  die  Failzeit  längs  des 
Durchmessers  erhielten. 

Es  gilt  also  der  Satz  über  den  Sehnenfall  bei  jeder  beliebigen 
Neigung  des  Brettes  zur  Horizontalen;  man  kann  den  Fall  beliebig  ver- 
langsamen. 

Gestützt  auf  den  Sehnenfall  erhält  man  in  folgender  Weise  einen  angc- 
näherten  Wert  für  die  Schwingungsdauer  eines  mathematischen  Pendeis '). 

Ist  die  Länge  des  Pendels  1  und  beschreiben  wir  um  den  Aufhänge- 
punkt einen  Kreis  mit  dem  Radius  1,  so  ist  der  Durchmesser  des  Kreises 
21.  Bei  sehr  kleiner  Amplitude  können  wir  die  Bewegung  des  schweren 
Punktes  auf  dem  halben  Kreisbogen  ersetzt  denken  durch  die  Bewegung 
desselben  auf  der  zu  diesem  Kreisbogen  zugehörigen  Sehne.  Die  Zeit,  die 
der  schwere  Punkt  braucht,  um  die  Sehne  zu  durchfallen,  ist  gleich  der 
Zeit,  die  ein  freifallender  Körper  braucht,  um  den  verticalen  Durchmesser 


zu  durchfallen;  diese  Zeit  ist  t 


fh 


n 


somit  die   halbe   Schwingungs- 


dauer des  Pendels  t       2  l/—   folglich  die  Zeit  für  eine  ganze   Schwin^ 


gung  t  =  2.  2   y      ---  4  y  -.  Der  genauere  Wert  ist  jedoch  t  =  7: 1 
wie  es  sich  ganz  allgemein  für  die  schwingende  Bewegung  ableiten  lässt  — 


g 


1)  Mach's  Mechanik  I.  Aullage,  Seite  160. 
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Apparat  zur  Demonstration  des  Schwingungsmittelpunktes 
eines  physischen  Pendels. 


Zum  Nachweise  des  Vorliandenseins  des  Schwingungsmitteljuiiiktes 
eines  physiscben  Fendels,  nimmt  man  gewölintich  eine  Pendelstani^e,  an 
weldier  Linsen  in  vevscliiedenen  Abständen  festg[eklemmt  sind,  und  vei- 
gleicbt  dieses  pbysiscbe  Pendel  mit  einem  Pendel  mit  nii]-  einer  Linse,  Ks 
ist  in  gewissei' Ceziebung  lilr  Schüler  anscliaulicher 
und  verständlicher,  wenn  man  successive  vorhandene, 
einfache  Pendel  von  verscbiedener  I>ange,  die  die 
aus:  t--w  \'l/g  berechnete  Schwingungsdauer  be- 
sitzen, wirklich  zu  einem  physischen  Pendel   zu- 
sammeDSetzt,  zunäclist  die  Aenderungen  der  Schwin- 
gungsdauer  nachweist  und  dann  zeigt,   dasa  man 
aus  diesem  so  zusammengesetzten  Pendel  ein  ein- 
faches   Pendel    loslösen    kann,    ohne    die    Schwiii- 
gungsdauer    zu    ändern,    somit    die    Länge    dieses 
eiotachen  Pendels  die  reducierte  Pendellänge  und 
die  Entfernung  des  Schwingungsmittelpuuktes  vom 
IJrebpuiikte  durch  die  Länge  dieses  einfachen  Pen- 
dels gegeben  ist. 

Der  Appaiat,  Fig.  6,  besteht  aus  mehreren 
einfachen  Pendeln  von  verschiedener  Lange,  die  zu 
einem  Pendel  mit  mehreren  Massenpunkten  in  ver- 
schtedenen  Entfernungen  von  der  gemeinsamen 
L>rebaxe  zusammengesetzt  werden  können. 

Jedes  Pendel  besteht  aus  einem  sehr  leichten 
Ilolzstabe  h  von  bestimmter  Länge,  4    cm.  Breite 

Fig.  6, 
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und  3  mm.  Dicke,  Fig.  7,  in  der  Mitte  durclibrochen,  nn 
welchem  eine  200  gr.  schwere  Linse  1  derartig  befestigt 
ist,  dass  ein  dHnner  Drahtstift  s  quer  durch  den  Slub 
und  die  Mitte  der  Linse  hindurch  gesteckt  werden  kann. 
Die  Masse  des  Holzes  ist  im  Vetliällnis  zur  Masse  der 
Messinglinse  so  klein,  dass  man  jedes  dieser  Pendel  als 
ein  einfaches  Pendel  auffassen  kann. 

Die  gemeinsame  Drehaxe  ist  ein 
dreiseitiges  Piisnia  A,  Fig.  8,  in  der 
1^  Mitte  m  einem  flachen  Prisma  gefeilt, 
durch  welches  eine  dünne  Schrauben- 
Spindel  aa'  geht,  die  zur  Aufnahme 
Fig.  8.  der  Pendelstangen  dient.  Zwei  Schrau- 

benmultciTi  m  und  ni'  pressen  die  in  die  Spindel  eingeliiing- 
ten  Pendelslangen  aneinander,  so  dass  sie  alle  oben  fest  mit 
einander  verbunden  sind.   Zur  Verbindung  der  Pendel- 
stangen hat  jede  Linse  ausser  in  der  Mitte  noch  eine 
seitliche  Durchbohrung  im  Abstände  von  3  mm.,  Fig.  7, 
bei  o'  und  es  wird  das  kQi  zere  Pendel  mit  dem  daneben 
hängenden  läugeren  Pendel  derart  verbunden,   dass    ein 
Stift  durch  eine  Querdurchbohiiiug  der  längeren  Pendel- 
stange und  durch  die  seitlicbe  Durchbohrung  der  Linse  '^'  '' 
hindurch  gesteckt  wird.  Das  dreiseitige  Prisma  A  liegt  am  vordereu  aiul 
hinteren  Theile  auf  Plannen  aus  Stahl   auf,  die  an    einem    Backen  Jes 
Gestells  gg,  Fig.  6,  aufgeschraubt  sind. 

Um    gleichzeitig    mit   <ieni    zusammengesetzteii  ß/^ 
Pendel  ein  einfaches  Pendel  schwingen  lassen  zu  können, 
ist  auf  der  anderen  Seite  des  Gestells  gg,  Fig.  ß,  eben- 
ffllls  ein  liachen  b'  mit  Pfanne  und  dreiseitigem  Prisma 
B,  Fig.   9.  Letzteres  hat  nur  auf  einer  Seite  eine  ^'^'  ^' 

kurne  Schraubenspindel  mit  Mutter,  da  es  zur  Aufnahme  eines  einzigen 
Pendels  dient. 

F'ilr  die  Längen  der  einfachen  Pendel  eignen  sich  am  besten  solche  von 
100  cm.,  ao  cm.,  82-86  cm.,  73-.33  cm.,  60  cm.,  40  cm.  und  20  cm.  Länge. 
Befestigt  man  die  Pendel  t^,  r^„,  r^o,  r^,  r,oo  nach  einander  an 
dem  dreiseitigen  Prisma  B,  Fig.  9,  und  lässt  sie  2  bis  3  Minuten  hindurch 
schwingen,  so  erhält  man  die  in  der  folgenden  Tabelle  unter  der  Rubrik 
„beobachtet"  stehenden  Schwingungszahlen.  Ein  Vergleich  mit  den  be- 
rechneten Werten  zeigt,  dass  diese  Pendel  mit  genügender  Genauigkeit 
einlache  Pendel  darstellen,  deren  Längen  durch  die  Entfernungen  lie? 
Schweipunkte-s  der  Linse  von  der  Drehschneide  gegeben  sind. 


I ' 

Tabelle. 

Pendeliange  der  ein- 

fnclien  und  roiiihi- 

nierton  Pendel 

Roducierto 
P.„d,lHnS, 

Sch«i»g,iiig.z»hl  11               1 

bere<:linct 

beobaclilct 

% 

13.H-7* 

133  0 

Uo 

— 

94-67 

94-5 

reo 

_ 

77-22 

770 

rT3-33 

— 

69-85 

7(1-0 

'80 

— 

66-87 

66-5 

hi-Si 

— 

65-71 

65-5 

""oo 

— 

59«  1 

60-0 

'an  -  -  »100 
»■40  +  'iOO 

86'67 

64-25 

640 

«286 

65-71 

65-5 

"■flO  +  ""lOO 

86-00 

64-88 

65-0 

'eo  +  r  00 

91-11 

62  66 

625 

:      rao  -1-  r«  +  r,oo 

75-00 

69-07 

690 

»■«-{-  '40  H-Tioo 

7333 

69-85 

700 

■     »•«  -j-  '"40  +  rioo 
r»o  +  ^o  +  fioo 

76110 

68-61 

68-5 

«181 

66-13 

66-0 

''s^j-se  "T  '40  ~r  'loo 

82-86 

65-71 

65-5 

noo  +  rw  +  i-ioo 

90-00 

63-05 

63-0 

r  60  —  r^ 

100-110 

69-81 

60-0 

'14,42 -«-loo 

241-« 

38-48 

— 

— 

92-94 

— 

'141-43 

— 

60-30 

— 

'100  +  '41-42       ' 

82-84 

66-72 

^BEWEGUNG. 


tfARBURÖ, 


Man  setzt  nun  2  Pendel  eu  einem  physischen  Pendel  zusammen, 
indem  man  sie  an  dem  dreiseitigen  Piiania  A,  Fig.  8,  befestigt,  lässt  es 
schwingen  und  betitinimt  die  Scbwingungszahl.  Nimmt  man  z.  B.  die  Com - 
biuation  t^q  +  '100  so  erhält  mnn  weder  die  Scliwingungszahl  133'0 
noch  60'0,  sondern  sie  muss  dazwiüchen  liegen.  Das  kUrzere  Pendel  be- 
schleunigt das  längere  und  das  längere  Pendel  verzogeit  das  kürzere 
bezüglich  der  Scbwinguugszabl.  Man  erhalt  duich  den  Versuch  die  Scbwin- 
gungszahl  64*0.  Bildet  man  ausserdem  die  Combinationen  r^g  -|~  riooi 
r^o  + ''100  "'"' '80 -|- 'loo'  80  erhalt  man  die  in  der  Tabelle  stehenden 
Scliwingungszahlen. 

Bei  näherer  Betrachtung  der  Schwingungszahlen  siebt  man,  dass  die 
Schwingungszahlen  dieser  combinieiten  Pendel  nicht  in  demselben  ginne 
sich  ändern,  sondern  zuerst  grösser  neiden,  um  dann  wieder  abzunehmen. 
••»  +  '100  g't*t  als  Schmngungszahl  64-0,  r^o  +  rj^  «5-B,  jedoch  die 
folgenden  Combinationen  geben  wieder  kleinere  Werte.   Es  folgt   somit 
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direct  aus  diesen  Ver:5uchen,  dass  es  eine  Combination  geben  muss,  bei 
welcbei"  die  Schwingungszabi  ein  Maximum  ist,  wenn  man  ein  Pendel  von 
constant  bleibender  Länge  mit  kürzeren  Pendeln  zu  einem  zusammenge- 
setzten verbindet. 

Welcbe  Länge  bat  das  Pendel,  das  mit  dem   Pendel  von    I(X)   cm. 
Länge  verbunden,  das  iMaximum  der  ScbwingnngszabI  gibt  ? 

Es  lässt  sich  dies  leicbt  auf  mathematiscbem  Wege  aus  der  bekannten 

Formel  1'-    C   -  für  die  reducierte  Pendellänge  eines  physischen  Pendels 

Imr 

ableiten. 

Für  den  Fall,  dass  nur  2  Massenpunkte  vorhanden   sind,   ist:  1  =- 


nii  r  2  -U  11)2  ro^     ^        .        ..  ,   ^ 
i    j     ►       -.  — •  Es  sei  zunächst  m^  -  nig  r^ 


»"l  ^1  +  »"2  ^'2 


lüü  cm.  und  u  =-  r,  die 


ZU  suchende  Länge  des  zweiten  Pendels,  somit:  1 


h'  +  h 


Aus  dem  ersten  Diffeient»alquotienten  von  1  nach  rx  erhalten  wil- 
den Wert  für  rx,  aus  dem  zweiten  Differentialquotienten  ergibt  sich,  ob 
dann  1  ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 

dix 


(y^±j^^  m..  '^^ 


erhalten  wir  (r^  +  t^)  2ix  —  (i'i^  -f  i^^)  ^=  o 
2rir^  +  2rx2  -  r^^  -  r^y  o,  ix^  +  2rirx 

»x  =  -  Ti  ±  V2ri2 -=  —  ij  +  Fl  Y2. 


0 


'•i^ 


Da  hier  zunächst  der  positive  Wert  für  rx  nur   einen   Sinn  hat.^), 


so  erhalten  wir: 


i'x  -  -  '  1  +  V,  V2: 


Der  zweite  Differentialquotient  von  1  nach  rx  ist: 
^'•^1  _  (r^  +  rx  )2  (2rx  +  2i\)  —  (rx  ^  —  r^^  +  2rirx )  2  (r^  +  rx ) 
dix2 


(ri  +  ^^ )' 


dn 


Setzen  wir  für  rx  den  Wert  —  r^  -f"  ^'i  \^  ®'">  so  wird  ^'^  positiv. 


somit  wird  der  Äusdiuck  1 


i\  +  r: 


für  diesen  Wert  von  rx  ein  Mini- 


mum,  1  erhält  den  kleinsten  Wert,  folglich  muss  die  Schwingungszahl  ein 
Maximum  sein. 

In  unserem  Falle  für  r^  =  100  cm.  erhalten  wir  für  rx  =  41-42, 
daher  besitzt  die  Combination  rioQ  -\-  r4i.42,  die  grösste  Schwingungszahl 
von  allen,  die  möglich  sind.  Mit  Rücksicht  auf  die  Combinationen,  die 
wir  gewählt  haben,  muss  also  auch  der  Rechnung  nach  Tiqq  -f-  i'^o  ^^® 
grösste  Schwingungszahl  65'71  geben. 

-  2mi,  so  ist :  1  —    ^ 


Ist  mj  ^  m.j  z.  B.  m^ 


+  2rx 


2 


rj  -4-  2rx 

^)  Bezüglich  der  Bedeutung  des  negativen  WeHes  siehe  später,  Seite  15, 


ir. 

Sl 

+  2r.) 

4r.  -  (n« 
(•■i  +  3r.)> 

+  ^'■')^4r,^,  +  8r. 

8_2r 

2_ 

4r, 

r,=  +  r, 

r. 

fflr  m 

^    'j  -  — 

,       r,i  +  V»r.«        2r, 

100  ein 

+  '■.• 

r. 

...H( 

dl. 

(2 

.•'±-'1 

2r,  -  (2 
(2i,+r.y 

.•+_l-.-i,4,r.  +  2... 

-2r,' 

-, 

r,^ 

0 

','+i 

jF, 

=  2r,. 

I-.--2,-, 

+  r,  Ve"^  44-9!'),  wenn 

ii  - 

00 

em. 

ist 

SO  ist:  1  —  -' 


■i+« 


Ist  allgemein  m^  ii-nm, 

ill  r,  +  nr,)  2nr,  —  (r,'  +  m.') 

'&■;'-  Oi  +  nr-)-' 

-  0  (ri  -f-  "■■»)  2nr.  —  (v  -|-  nr.i)  r,  ^=  0 
2iirir,  -|-  2n»ri' 
;  ^  nr,'    fj 


dr. 


:  +  , 


--'i  ±-;-\R-i 


Lässt  man  n  und  rx  pleidizeitig  ändern,   so  erhält  man,   wie  aus 

j      .     j  r  .        dl     dl     d'l     d>l        .     d'l     .  ....     „.  . 

ilefl  Ausdrücken  t—,  ,  ,  ,- ,;,    .  ,  und  . — i-  nevvorgeht,  kern  Minimum 
drx   dn  dix^  dn*  dr^dn  " 

mehr  für  l,  sondern  nur  ein  Maximum  für  r^  --  r^  und  n  ^^  1. 

Oeben  wir  zur  Combination  i'4(,-f-rioo  ein  drittes  Pendel,  z.  B, 
r^  so  muss  die  Schwingungszahl  sich  ändern,  das  neu  hinzugefügte  wird 
von  den  Pendeln  r^^  und  r,QQ  verzögert  und  t^q  selbst  wird  bescMen- 
itigend  auf  die  Bewegung  des  combinierten  Pendeis:  r^o-f-rioo  einwirken. 
Diese  Combination  und  die  folgenden:  r^  -\-  r^^  -{~  ""loo  ^)i  ''«o  +  ""w 
■f ''loo.  ''so  +  ^40  +  Tioth  ""loo  +  '■«t  4"  'loo  ^)  geben  die  in  der  Tabelle  enthal- 
lenen  Schwingungszahlen. 

Vergleicht  man  diese  Schwingungszablen  mit  denen  der  einfachen 
Pendel,  so  sieht  man,  dass  die  Schwingnngszahl  nicht  immer  in  demselben 
Sinne  geändert  wird. 

Für  Tgo  ist  n  —  77-0,  -n  Veibindung  mit  r^o -j-  hao  ist  n  ~  68-50, 
Tür  r^jj  ist  n  -  66-5,  in  Verbindung  mit  i^oH-  Tioo  fast  ebenso  gross,  nämlich 
f)6'0;  es  wird  also  dieses  Pendel  von  den  vorhandenen  sehr  wenig  beein- 
flusst,  sehr  wenig  verzögert  bezüglich  der  Sebwingungsdauer.  Für  r,oo 
ist  n  -  60'0,  in  Verbindung  mit  r^^ -|- rjoo  ist  dann  n=63'0;  dieses 
Pendel  »ird  also  statt  veizögert,  beschleunigt.  Da  somit  r^o  im  allge- 
meinen verzögert,  rj^,,  nur  beschleunigt  wird,  so  muss  es  ein  Pendel  von 
Länge  r^  geben,  das  von  den  vorhandenen  weder  beschleunigt,  noch  ver- 
zögert wii-d. 

')  In  diesem  Falk  befestigt  man  hinter  der  Linse  des  Pendels  von  der  Länge 
t<)  respect.  100  noch  eine  zweite  gleich  schwere  Liuse  mittelEt  eines  lüjigeren  Draht- 


^ 
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Es  iüt  das  Pendel  von  der  Länge  82-86  cm.  mit  der  beobachteten 
Schwingun<nzahl  n  655.  Die  Combination  der  drei  Pendel  rH3.gs  +  ^w 
+  hixi  gibt  als  Schwingungszalii  wieder  65-5.  Bei  dieser  Combinalioii 
gibt  68  also  einen  Maasenpunkt  in  dem  Abstände  82-86  von  der  Drehaxc, 
der  gerade  so  schwingt,  als  wenn  er  altein  vorhanden  wäre;  es  ist  ahu 
durcii  diese  Entfernung  die  Lage  des  Schwingunpsmitteliiunktes  des  physi- 
schen Pendels  r^o  +  Tk^  +  r^j  35  gegeben.  Nehmen  wir  das  Pendel 
■'ns'S6  heraus  und  lassen  wir  es  mit  dem  physischen  Pendel  r4o4~i'iiKi 
gleichzeitig  schwingen,  so  schwingen  beide  Pendel  vollständig  isochron, 
die  Länge  des  einfachen  Pendels  ist  die  reducieite  Pendellänge  des  phy- 
sischen. Es  wird  die  Schwingungsdauer  des  physischen  Pendels  r,(,  +  r,n, 
nicht  geändeit,  wenn  mau  an  demselben  im  Abstände  8286  noch  eine 
dritte  Linie  anbringt. 

In  der  gleichen  Weise  kann  man  weiter  gehen  und  für  Combina- 
tionen  von  3,  4,  5  Pendeln  den  Abstand  des  Schwingungsmittelpunktes 
bestimmen.  Für  die  Combination  r^o  -]-  r^^,  -|-  r^o  -f-  r„o  -|-  fn«  wiril 
man  finden,  dass  der  Abstand  des  Schwingungsmittelpunktes  73*38  betrit<rl. 
Ein  mathematisches  Pendel  von  der  Liinge  73'3.'S  schwingt  isochron  mit 
dem  obigen  physischen  Pendel.  — 

Nachdem  man  so  das  Wesen  des  Schwingungsmittelpunktes  erläiiteii 
und  das  Vorhandensein  desselben  experimentell  nachgewiesen  hat,  wird 
man  nach  irgend  einer  Methode  die  allgemeine  Formel  zur  Bereclinunfi 
der  leducierten  Pendelläuge  bei  beliebig  vielen  Massenpunkten  ableiten. 

Die  Richtigkeit  der  Formel  I  —  Z.  lässt  sich  wieder  mit  dem 
Apparat  nachweisen,  indem  man  nicht  bloss  r  sondern  auch  m  ändert. 

Die  Combination  rjy  -j-  Tk«  gibt  bei  gleichen  Massen  als  reducicrte 
Pendelläiige  H2  86;    bringt  mau  am   kürzeren    Pendel    eine    doppelt  sit 
schwere  Linse  an,  o<ler  2  Linsen,  so  ist  die  reducierte  Pendellange;  I  - 
r',00  +  2r',o  _   \fM}'+JUY^        „„  .,„ 
'rm  +  ^Uo  10ÖH-2'40"       '"*  •'''^■ 

Der  Versuch  zeigt,  dass  jetzt  dieses  physische  Pendel  mit  dem 
mathematischen  Pendel  von  der  LUnpe  73-33  cm.  isochron  schwingt. 

Für  die  übrigen  Combination en  findet  man  die  nach  dieser  Fornicl 
berechneten  Werte  für  1  und  dazu  gehörigen  Schwingungszahlen  in  der 
Tabelle,  Seite  II,  wonius  ersichtlich  ist,  dass  eine  genügende  Uebeieiii- 
stimmung  der  beobachteten  Schwingungszahlen  mit  den  berechneten  besteht. 

Die  Formel  I  --  —'■-  !-lr_2_2    j^^.  Berechnung  der  reducieiten  Pen- 
ni]  -f  nia 
dellänge  bei  zwei  Massen  m,  und  m.;  in  den   Abständen    r,    und  v..  giU 

nur,  so  lange  dieselben  auf  derselben  Seite  der  Drehaxe  angebracht  sind. 


BefiiiditiC'.wät*'i9)Be  Masae  ober  der  Dreliaxe  im  Abstände  r^  30   ist  : 

das    Träghmtsmoment  wieder:  m,  r,' +  inj  ru',  jedoch   die   Drebiing ^ 

»lente  iiabe»  jetzt  entgegengesetzten  Sinn,  müssen  daher  das   entgegen- 
gesetzte Zeiclien  erhalten. 

.-.     .       1  1       ini  r,ä  -f-  nio  ro'  „,  ,       i'i'  -1-  la' 

Es  ist   dann:  1  --~     ^   i_X_— ä_2.  f^,.  „,   ^  „   .^,_  j    ___   i_^__^  . 
1«!  ri  —  mg  i'a  ■         b  j.^  —  i_^ 

Lassen  wir  die  Länge  ij  constant  und  ändern  wir  Fj,  indem  wir  r^ 
alle  Werte  von  0  bis  r^  annehmen  lassen,  so  niuss  1  immer  grösser  werden, 
da  der  Zähler  dieses  iJiuches  immer  grösser,  der  Nenner  aber  kleiner 
wird.  Die  Scliwingungszahl  eines  solchen  zusammengesetzten  Pendels  niuss 
immer  kleiner  werden,  was  sich  mit  dem  Apparat  nachweisen  lässt. 

Befestigen  wir  z.  B.  die  Pendel  mit  der  Länge  r^  und  t^  auf  ent- 
Eegeiigeaetzten  Seiten  des  Prisma  A  Fig,  8,  r^o  nach  abwärts,  r^o  nach 
aulwärtä,  so  finden  wir  durch  den  Versuch,  dass  diese  Oombination  zweier 
Pendel  gerade  so  schwingt,  wie  das  Pendel  von  der  Länge  100  cm.  Der 
Schwingungsmittelpunkt  liegt  in  diesem  Falle  nicht  mehr  zwiiicheu  den 
vorbandeneu  Massenpunkten,  sondeni  ausserhalb. 

Je  länger  wir  das  zweite  Pendel  wählen,  eine  desto  kleinere  Schwin* 
gutigszalil  erhalten  wir.  IM  1  immer  grösser  wird,  so  wird  die  tichwin- 
guiigszahl  n  immer  kleiner,  lUr  r|  -=  r^  ist  1  unendlich  gross  und  daher 
n  uueiidlich  klein. 

Kin  solches  Pendel  benutzt  man  bekanntlich  zum  Taktmessen  und 
es  führt  den  Namen  Metronom. 

Ein  Maximum  Tür  die  Scbwingungszahl  kann  nicht  eintreten,  so 
lange  dem  absolute»  Werte  nach  r.^  <  ri  angenommen  wird.  Ist  aber 
''a  >  ""i.  80  erhalten  wir  für  die  Schwingungszahl  wieder  ein  Maxiujinn 
und  es  ergibt  sich  jetzt  die  Bedeutung  des  negativen  Wertes  für  \x  -- 
—  Ti  —  1,  ys,  welchen  wir  früher  Seite  12  erhalten  traben. 

Wählen  wir  rx  >>  fj,  so  müssen  wir  r,  nadi  aufwärts  und  ix  nach 
abwärts  an  der  Drehaxe  befestigen,    weil  ja  sonst  labiles    Gleichgewicht 

'+.'•■' 

:  —  ri  ■ 
.  dl         (i-,^-  r,)  2ix  -^  {n--_+  1;.') . 


eintreten  würde;  wir  erhalten  dann  für  1  = 


}<^  ist  dann : 
Jrx  '  —  2n  r«  - 


dx 


(r«ä-r,2)^ 
0,  rx'  —  2rirx  ^^  n',  rx  -  ri  ±  n  \2. 


Für  den  Wert  vx  -  r|+ri\:iist  --^  positiv,  1  daher  ein  Minimum 
und  somit  die  Schwlngungszahl  ein  Maximum.  Wir  sehen,  es  ist  dem  abso- 
luten Werte  nach  dei-selbe  Ausdruck,  den  wir  früher  als  zweiten  Wert 
für  rx  erhalten  haben,  sie  sind  nur  dem  Zeichen  nach  verschieden,  da 
wiv  n  als  positiv  angenommen  haben. 
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zweite  negative  Wert,  den    wir  jetzt  für  rx  erhalten,  ist  der 
itive  ^ert  von  rx.  ■ 

erhalten  somit  folgende  Aendernngen  der  Schwin- 
lil  n'  einer  Combi nation  von  zwei  Pendeln,  bei 
ein  Pendel  von  bestimmter  Länge  n  mit  einem 
Pendel  verbunden  wird,  dessen  Länge  ts.  alle  mög- 
lichen Werte  von  —  or  bis  +  co  annimmt: 

Ist  die  SchwingungszaUl  des  Pendels  r,  gleich  n,,  ho 
ist  ffir  rx  0,  ii'  ni;  für  rx  >  o  wird  n'  grösser  und  erreicht 
den  grössten  Wert  für  rx  -  — r,  +  r,  \2.  Für  rx  >  —  r>  +  r,  V'-^ 
nimmt  n  wieder  ab  und  erreicht  fdr  ri  -  r,  wieder  den 
Wert  Hl.  Wird  i-x  >  r,,  so  nimmt  n'  fortwährend  ab,  und  wird 
unendlich  klein  für  rx  "  -}-  ce. 

Nimmt  rx  alle  Werte  an  von  o  bis  —  n,  so  wird  n'  immer 
kleiner  und  wird  für  rs'^  —  riunendlichklein.  Für  rx<  —  Vi 
wächst  u'  und  erreicht  wieder  einen  grössten  Wert  für 
rx  =  —  Ti  —  r^  \'2!  Bei  weiterer*  Abnahme  von  rx  nimmt  n' 
wieder  &b,  für  rx  --  —  »  ist  n'  unendlich  klein. 

Gehen  wir  von  dem  Pendel  mit  der  Länge  Tj  -  H)0  cm.  aus,  dessen 
Schwingungszahl  W  =  59'Kl  beträgt,  so  ändert  sich  n'  in  folgender  Weise : 
Für  rx  -  0  ist  n'  --  59-81,  für  41-42  >  rx  >  o  nimmt  n'  tu  und 
erreicht  ffir  rx  "-■  41-42  cm.  den  gröaaten  Wert  u'  -  65  72.  Wird  r»  noch 
grösser,  so  wird  n'  wieder  kleiner  und  für  rx  =  100  cm,  ist  n'  =  .WHl. 
Für  rx  >  100  nimmt  n'  ab,  und  wird  o  für  rx  --  oc. 

Für  —  100  <  rx  <  0  nimmt  ii'  alle  Werte  zwischen  50-81  und  o  an, 
wird  rx  '^  —  100  cm.,  so  ist  n'  =-  o.  Vertauschen  wir  nun  die  beiden 
Pendel,  indem  wir  das  Pendel  von  der  Länge  100  cm  nach  aufwärts  und 
das  Pendel  mit  der  Länge  rx  abwärts  an  der  Drehaxe  befestigen,  so  dsss 
jetitt  rj  negativ  ist  und  rx  positiv,  so  nimmt  n'  wieder  zu  flir  rx  >■  — 
(— r,),  eiTeicW  den  giössten  Wert  n'  -  38-48  für  rx  -  _  {_  ]00  —  l(Kt 
V2)  =-  141  42  cm.  Die  Schwingungszahl  38-48  ist  das  zweite  Maximum 
für  n'.  Bei  weiterer  Zunahme  von  rx  nimmt  n'  wieder  ab  und  wird  unend- 
lich klein,  wenn  rx  unendlich  gross  wird. 
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In  der  Sitxoog  der  Academie  der  Wissenschafken  zu 
Paris  Tom  3.  Februar  18S1  worde  die  merkwürdige  Ent- 
deckung Foncaulfs  über  die  Drehung  der  Pendelebene 
milgefheilt  *)y  welche  die  Aufmerksamkeit  vieler  Physiker 
und  Hathematiker  erregte,  und  sie  zu  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  yeranlafste.  —  Foucault  beobachtete 
ntoillch,  dafs  die  Ebene,  In  welcher  das  einfache  Pendel 
schwingt  in  Vergleich  mit  den  Gegenständen,  welche  Ihren 
Ort  auf  der  Erdoberfl&che  nicht  Andern ,  folgende  Erschei- 
Bungen  darbietet: 

1)  Die  lotfareehte  Pendelebene  erleidet  eine  Umdrehung 
nm  Ihre  durch  den  Anfh&ngepnnkt  gehende,  loth- 
rechte  Mittellinie,  als  Umdrehnngsazcu 

2)  Diese  Drehung  der  Pendelebene  ist  ftr  ein  Pendel, 
dessen  Anfh&ngepunkt  sich  in  der  nördlichen  Halb- 
kugel befindet,  eine  rechtsg&ngige  ^  und  flir  ein 
Pendel,  dessen  Anfhftngepunkt  an  der  sOdllehen 
Halbkugel  liegt,  eine  linksgftngige  Drehmg. 

.  3)  Die  Geschwindigkeit  dieser  Drehung  der  Pendelebene 
ist  abhängig  Yon  der  Erdumdrehung  und  der  geogra- 


•\  Verelckbe  l^emoiwfnrtwi*  phjfsi^  dm  mmtvemeni  de  rataüon  de  Im 
terfi  mu  ma^n  du  jieuduie,  pmr  H.  L.  Pwmamii  im  Cmmyiet  rm^ 
dms  kMkm*dmires  Yom  9.  Februar  iSSt. 
**\  Becktstfiaffiir  ist  jede  Drebaog  um  eine  UffldreliQDgMxey  welche 
eo  beichaffen  'ni\  dafc  lie  der  Bewegung  enUpricht,  weldie  ein 
Veasch  maebl,  wena  er  dea  Kopf  aach  der  rechlea  Seile  dreht 
Die  BcdavlaBg  des  Warte»  linksgAogig  folgt  aus  dem  Gegensatz. 

1* 


PENDELBEWEGÜNG. 


^TrON 


> 


'AT  zu  MARBURG, 


■     FGEISMAR, 


MARBURQ  188^ 


phisclien  Breite  des  AnfbtDgcpnBktea  des  Pendels  *); 
ea  vcrliilt  sich  Dimlich  d!e  Anzahl  der  in  einer  gegc- 
benea  Zeit  stattfindenden  Umdreliungen  der  Pendel- 
ebene  um  ihre  Axe  zu  der  Anzahl  der  in  derselben 
Zeit  staltGodenden  Umdrehungen  der  Erde  um  ihre 
Axe,  wie  der  Sinns  der  Breite  des  Anfliingepanklea 
zur  Einheit. 
Demzurolge   macht  die  Pendelebcne  am  Nordpol ,  wo 
die  geographische  Breite  ^  00',  also  der  Sinns  der  Breite 
=  1    ist,    eiDc  volle  rechtsgingige  Umdrehung,  nihrend 
die  Erde  eine  ganze  Umdrclinng  zuräckli^t. 

An  einem  Orte,  wo  der  Sinus  der  nördlichen  Breite 
=  I  ist  findet  ebendeshalb,  wShi-end  einer  vollen  Uni- 
drehting  der  Erde  nur  j  einer  rechlsgSogigen  Umdrehung 
der  Pendclcbene  stall. 

Am  Aeqnator,  wo  die  geographische  Breite,  also 
auch  der  Sinns  der  Breite  =  0  ist,  wird  daher  die  Pendel- 
ebene  keine  Umdrehung  machen. 

FOr  SO**  sAdUeher  Breite  ist  der  Sinns  der  Breite  =^  i, 
demnaeh  entspricht  hier  einer  jeden  Umdrehung  der  Erde 
eine  halbe  linksgingige  Umdrehung  der  Pendelebene. 

Am  Südpol  endlich  wfli-de  man  bctnerkeD,  dafs  die 
Pendelebenc  während  einer  Erdumdrehung  eine  volle  liaks- 
{Ingige  Umdrehung  macht. 

'  Diese  Foncaultsche  Entdeckong  erregle  bei  ihrer  Be- 
hanntmacLnug  nm  so  gr&lseres  Aursehen,  weil  man  die 
Lehre  vom  Pendel  und  den  damit  zusammenbSngenden  Er- 
Bcheinnngen,  wegen  der  grofsen  Zahl  der  grandlichen  Be- 
ai1>eitungen  über  diesen  Gegenstand  als  geschlossen  nnd 
crschOpfl  anznaehen  gewohnt  war;  es  rnnf^te  d^her  &ber- 
raachen,  dab  gerade  in  einem  aolchen  Gebiete  noch  Er- 
seheinungen  aof  dem  Wege  der  Erfahrnng  nachgewiesen 
worden,  deren  Vorhandensein  noch  nicht  von  der  Theorie 


■  licIM  dakn  ilie  in  der  Tbkt  lUttfindeBde  DreLug  der  Pendd- 
Imbb  M^ieh  «IBM   liebtlNiren   Bewei*  Ar   die  HgOehc  BotatiM 
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Tonaaberecbnet  und  Yoraasgeaagt  war^  und  deren  Wahr^ 
Iieit  erat  nach  ihrer  Entdeckung  durch  theoretische  Beweise 
begrändct  wurde. 

Auch  hier  in  Harburg  wurde  die  Aufinerkaamheit  der 
Matbematiker  und  Naturforscher  auf  diesen  Gegenstand 
gelenkt  und  es  wurde  jener  früher  erschienenen  Beweise 
ungeachtet  Ton  yerschiedenep  Seiten  anerkannt ,  dafs  es 
wnnschenswerth  sei,  einen  Inöglichst  elementaren  Beweis 
tat  die  Richtigkeit  dieser  Foucault'schen  Lehren  zu  besitzen. 
Unter  diesen  Umständen  erscheinen  Tiellcicht  einige  Lehr- 
sätze nicht  ganz  werthlos  y  auf  welche  ich  bei  einer  näheren 
BescbaAignng  mit  jener  Aufgabe  gestolsen  bin,  und  aus 
denen  man  erkennen  wird,  dafi  die  Ton  Foucault  angege- 
bene Bewegung  der  Pendelebene  durch  die  Bewegung 
nachgeahmt  werden  könne ,  welche  ein  Hanptschnitt  eines 
bestimmten  Wftlzungskegels  beim  Wälzen  auf  einem  be- 
stimmten dazu  gehörigen  Grundkegel  erleidet,  also  ähn- 
lichen Gesetzen  folge,  wie  diese  Wälzungsbewegung* 


<.rWjUt^<iJiJ^^ 
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Vergleichimg  der  Bewegung  der  Pendelebeoe 

mit  der  Bewegung   des  Hanptsclmittes  eines 

Kegels  >   der  sich  auf  einem  anderen 

Bk£gel  wälzt 

5-  1. 

a'mi  twä  gemeine  Kegel  ACB  uai  BGD  Vip  I 
TOB  gleicher  Linge  ihrer  Sntenlinien  DC  und  AC  so  mit 
einander  Terbnndeiif  d«ls  sie  sich  in  einer  einzigen  ge- 
mein scLafUichen  Seitenlinie  BG  mit  ihren  Kegelmanlel- 
flicheo  TOn  aoTsen  berühren  and  ihre  Spitzen  G  zosemmeB- 
fallen,  und  es  zugleich  die  Samme  derlVinkel  (BC  W  ^- 
BCG),  TTelche  die  gemeinschaftlietie  Seitenlinie  mit  den 
Axen  der  Kegel  bildet  <i  ISOS  ao  ist  es  möglich  den 
einen  Kegel  BGD  —  den  Wkltnogshcgel  —  auf  den 
rnhtgbleibenden ,  nnbeireglichcn  anderen  Kegel  BGA  — 
dem  Grnndhegel  —  zu  wftlzen.  Bei  dieser  W&lznng 
bleibt  die  Spitze  des  einen  Kegels  stets  in  Berährang  mit 
der  Spitze  des  andern  nnd  die  Pcripberien  der  Gmnd- 
flichen  beider  Kegel,  die  Peripherie  des  Grandkreises 
and  die  des  W^ilzangshreiaes,  bleiben  gleicfaralls  stets 
in  BerAbruag  Ton  aitfscn,  aber  in  jedem  Homentc  der  Be- 
wegung wird  in  jeder  der  beiden  Peripherien  ein  anderer 
Pankt  xom  Berüfarungsponkt,  nnd  zwar  so,  dals  die  abge- 
wUzten,  (d.  h.  Punkt  fär  Punkt  mit  einander  in  Beröh- 
mng  gewesenen)  Bogen  TOn  Wklzangs-  and  Gnindkröa 
einüider  {Jeich  sind. 


mBtmm 
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Es  Qimoil  also  in  jedem  Bldmeal  in  jedem  der  beiden 
Regel  eine  andere  Seitenlinie  die  Eigenschaft  an  gemein« 
sehaftliche  Beralimngslinie  beider  Kegel  zu  sein. 

Bei  zffei  Kegeln,  bei  denen  die  Summe  der  Winkel^ 
welche  die  gemeinschaftliche  Seitenlinie  mit  den  Axen 
bildet,  ^  180*  ist,  kann  darum  beine  Wilzung  eintreten^ 
weil  alsdann  der  eine  Kegel  zum  Thcil  in  dem  anderen 
läge,  beide  Kegelmantelflichen  sieb  also  in  zwei  Linien 
dnrehscblieiden  mülsten. 

Ist  dagegen  dieselbe  Neigung  gleich  180^,  so  liegen 
die  beiden  KegelmanteliUclien  ihrer  ganzen  Ersireeknng 
■neb  aufeinander,  es  kann  daher  TOn  einer  W&lzung 
beider  Kegel  keine  Rede  sein. 

Die  den  gleichen  abgewftlzten  Bögen  Ton  Wilznngs* 
nnd  Gmiidkreis  entsprechenden  Centriwlnkel  sind  nieht, 
wie  diese  Bögen  einander  gleich,  sondern  sie  sind  abh&ngig 
¥0n  der  Gröfse  der  Peripherien.  Ist  n&mlich  die  Peripherie 
des  W&lznngskreises  n  mal  so  grofi  als  die  des  Gmnd« 
kreises,  so  rouls  der  Wilzungskress  n  mal  die  Peripherie 
des  Grnndkreises  umlaufen,  ehe  er  nur  einmal  seine  Peri- 
pberie  abw&lzt  Bei  gleicher  Ltage  der  abgew&Izten  Bögen 
entspricht  also  einem  Centriwinkel  des  Wälznngskrcises 
von  360^  ein  Gentriwinkel    Yon  n»  360^  im  Grundkreis. 

Bezeichnen  wir  nnn  die,  diesen  gleichen  Bogen  Ton 
Wilznngs-  und  Gmndkreis  entsprechenden,  Gentriwinkel 
resp,  mit  U  und  W,  so  yerliilt  sich  demnach s 

I)  U  :  W  =  360  I  n.  360 

=        I   :  n* 
d.  b.   die  Anzahl  der  Umdrehungen  des  W&lzungskegels 
um  seine  Axe  ^erhSlt  sich  zu  der  Anzahl  der  Umläufe  auf 
dem  Grundkegel  wie  1   :  n* 

Nnn  ist  aber  I  s  n  das  Yerhältnils  der  Peripherien 
TOD  Grnndkreis  und  W&Izungskreis,  folglich  können  wir, 
wenn  allgemein  p  die  Peripherie  des  Grnndkreises  nnd  P 
die  Peripherie  d^s  Wftlznngskreises  bezeichnet  ^  fikr  obiges 
Yerbiltdfii  auch  schreiben: 

II)  U  ;  W  =  p  :  P. 
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Es  ist  aber  bekanndicli 

P    _*"'''_.*' 

"p      a  rf  n~  R 

wcuQ  r  den  Radius  des  Gmudkreiaes  nnd  R  den  Radius 
des  WftlznngsItrciBes  angiebt,  (oder  wean  man  bedenkt, 
dals  sich  die  Peripberien  zweier  Kreise  wie  ihre  Halb- 
messer verhalten).  Es  gebt  daber  die  Gleicbung  U  über  int 
III)  ü  !  W  =  r  :  R 
Uebcriegea  wir  ferner,  dafs  jedesmal ,  wenn  der  WlJ' 
CDngskreis  einmal  die  Peripherie  des  Grundbreises  abge- 
wilzt,  also  einen  Umlauf  gemacht  bat,  die  Axe  des 
Wllznngsitegels  —  die  wir  im  Gegensatz  zu  der  unbeweg- 
lichen Axe  des  anbeweglichen  Grandkcgela  ■Wftlzangs- 
txe«  nennen  wollen  —  gleicIifalU  einen  Umlauf  nm  die 
Axe  des  Grnndkegels  gemadit  hat,  ond  da&  allgemein, 
wenn  dcrWlIznngskreis—  der  Peripherie  des  Grundhreises 
abgewftizl  hat,  auch  die  Wllzungsaxe  —  eines  Umlanfes 
um  die  Axe  des  Grnndkegels  zurftcfcgelcgt  hat,  so  folgt, 
dals  man  auch  sagen  kann: 

•  Die  Anzahl  der  Umdrehungen  des  TVilznngskegels 
um  seine  Axe  verhilt  sich  zu  der  Anzalil  der  in  derselben 
Zeit  slatlGndenden  Uml&ufe  dieser  Axe  um  die  Axe  des 
Grundkegels,  wie  der  Radius  des  Gmndkreises  znm  Ra- 
dius des  ^^älzungskreises, 

§.   2. 

PTebmen  wir  nun  an,  es  befanden  sich  die  Spitzen  beider 
Kegel  im  IM illclp unkte  einer  Kugel,  so  dafs  die  Peripherien 
ded  Grundkreises  und  des  VVälzungskreises  in  der  Ober- 
fläche derselben  liegen,  und  die  Axe  des  Gmudkegels 
zugleich  HauptasG  der  Kugel  und  die  Kugelflüche  um  diese 
Axe  drehbar  ist,  wie  die  Erde  um  ihre  Rolationsaxe.  Der 
Grondkegel  bleibe  bei  dieser  Deweguog  in  nnrerindertcr 
Stellung,  der  Wäilzungskegel  aber  sei  so  mit  der  Kugel 
Terbnnden,  dafs  die  bin  zur  Kngcloherfllcfae  verlingerte 
Wllzungsaxe  nülbewegt  wird,  nnd  dals  in  Folge  dieser 


—  «  — 

Bewegung  dcf  WäkuogBkegel  irermdge  der  Retbiing  aaf 
der  Kegelmantelflacbe  de»  Grandkegcls  sieb  am  die  Wil- 
zangsaxe  so  dreht,  wie  ein  Rad  nm  seine  Axe,  mithin  sieh 
auf  dem  Grundkegel  wälzt. 

Wenn  wir  uns  nun  diese  Kugel  gleich  der  Erde,  in 
Bezog  auf  die  Hauptaxe  in  Heridiauc  und  Parallelkrcise 
eingetlieilt  denken,  so  können  wir  jetzt  eben  so  wie  bei 
41er  Erde  von  L&nge  und  Breite  reden  und  daher  die  Lage 
der  Wilzongsaxe  gegen  die  Aeqnatorialcbene  auf  dieselbe 
Weise,  wie  die  der  Slittellinic  der  Pendelebene  in  Brei- 
tengraden angeben.  Aufser  dem  aber  haben  wir  den  Vor- 
theil  erlangt,  dafs  die  Wälznngsaxe  ganz  ebenso  wie  die 
Mittellinie  der  Pendelcbene  ihre  Bewegung  durch  die  Ro- 
tation der  Kngel  erhält,  ferner  ist  zu  bemerken,  dafs  die 
Hauptaxe  alsdann  zugleich  die  Axe  des  Kegels  ist,  wel* 
chen  die  Wälzungsaxe  in  ihrer  Bewegung  beschreibt.  Die 
Wälznngsaxe  behält  demnach  ihre  ursprüngliclie  Neigung 
gegen  die  Hauptaxe  nuTeränderlich  bei.  Ist  die  Neigung 
dieser  Axen  gegeneinander  (90  —  ß^)j  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Neigung  der  Wälzungsaxe  gegen  die  Acquatorial- 
cbene  durck  ß^  nördliche  oder  südUche  Breite  angegeben 
wird. 

§.   5. 

Ans  §.  1  i3t  uns  bekannt,  dafs  die  Anzahl  der  (Jm- 
länfe,  welche  der  Wälzungskegel  auf  dem  Grundkegel 
zurücklegt,  gleich  der  Anzahl  der  Umläufe  ist,  welche  die 
Wälzungsaxe  um  die  Axe  des  Grundkegels  macht,  da  wir 
Dun  aber  soeben  bestimmt  haben,  dafs  die  Bewegung  der 
W^älzongsaxe  durch  die  Axenrotation  der  Kugel  berror- 
gebracht  werden  soll,  so  folgt,  dals  auch  die  Anzahl  der 
Umläufe,  welche  der  Wälzungskegel  auf  dem  Grundkegel 
macht,  gleich  der  Anzahl  der  Rotationen  der  Kngel  selbst 

sel^  denn  bei  ^  Umdrehung  der  Kugel  nm  ihre  Axe  legt 

auch  die  Wälznngsaxe  —  Umlauf  zuruek. 

Es  gibt  uns  daher  die  Rotation  der  Kugel  nm  ihre 
Axe  ein  Maats  för  den  Umlauf  des  Wälzungskegels. 
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Um  MW  mich  eis  dcolKcbM  Bild,  loid  d«daKli  eh- 
■|^!d  eik  Mtaft  for  die  Umdrelmogca  du  Wikl>Dii|8kc- 
^Ib  iub  jeina  Axa  zu  geben,  wollen  wir  itfcad  einen 
Hanpfscbnitt  oder  Axenscbnitt  *)  durck  den  Wil2iuigi< 
kegel  legcBi  and  durch  die  Drehung  dieser  Schailtebene 
die  Drehung  dei  Wilzongskegels  um  seine  Axe  rocsseiL 
^Yir  wollen  ans  aber  naaere  Kegel  nicht  mehr  dtirdi  die 
ebenen  Grandfl&cbea  begrenzt  denken,  ■ondem  durch  die 
Kngelmiitzen ,  welche  in  der  Kugel  diesen  Graudflicbu 
entsprecben,  so  dafs  unsere  Kegel  von  nun  an  als  Kngel- 
secteren  xn  deakcn  sind.  Wir  wollen  jedoch,  «m  keine 
Bcnen  Bezeichnungen  einfähren  zu  müiseB,  die  IVunen 
Wklznn^kege] ,  Gmndhegel  and  die  damit  zuaaaimeo- 
blngenden  Benennungen  beibebaltcB,  da|pgen  in  den 
FkUen  fbr  welche  das  eben  Gesagte  roa  Wiehtigkdl  iit, 
besonders  daran  erinnern. 

Dieser  BestinnHing  gemkfs  wird  denuinch  unser  Haopl- 
•eboitt  zu  ctnem  Kreisaaicbaitt  —  Scctor  —  eines  gröülen 
Kreises  der  Kngel,  and  es  gibt  nas  di«  Verindcraiif, 
welcbe  die  Neigung  dieses  Hau p Lach nittes  gegen  die  durch 
die  Wllzungsaxe  gelegte  Meridianebene  erleitet,  (bcsoscB 
«uf  Einheiten,  deren  jede  eine  Drehung  von  360",  also 
eine  ganze  Umdrehung  ist)  die  Grftfae  der  Drehung  d» 
Wklznngskcgels  nm  seine  Axe,  oder  die  Anzahl  der  Ha- 
drehungcn    U  an. 

Wir  können  demnaefa  sagen  i 

■Die  Anzahl  der  Rotationen  j  welcbe  die  durch  di« 
Wlhangsaxc  geb«ide  Bf  cridisoebene  znrteklegt,  gibt  «a» 
die  Anzahl  der  in  derselben  Zeit  stattfindenden  Umllale 
des  Wkizangskegels  auf  dem  Grnndhcgel  an.  Die  GrOTu 
der  Neigung,  um  welche  eben  diese  Meridianebene  tob 
ihrer  (rftheren  Stellung  gegen  den  Hsaptscbailt  des  VfÜ- 
cnngskegels  abgewiefaen  ist,  gibt  ebenso  die  Ansabl  det 
^cichzeilig  stallfiadcadea  Uasdrebungea  des  Wilzongt- 
kegcis  um  seine  Axe  an.« 


*)   Haapt-  oder  Azntclmitt  riOM  Rcftk  itt  jode  Ung*  der  Au  dud 
Im  K4;d  gernhTte  SduütUbenei  der  lemdne  K^  wM  «Im  it- 


it»  Ktftl  gefnhTt«  SchnitUbenei  der  leme 
«■rth  ii  awei  «wgiwato  Thails  gstlidtL 


_  n  — 

§.   4. 

Wir  Laben  in  §•  1  gefanden,  dafs  sicL  die  Anzahl 
17  der  Umdrebangen  des  Wälzangskegels  um  seine  Axe 
zu  der  Anzahl  W  der  Umlftufc  dieses  Kegels  um  den 
Grundbegel  wie  der  Radios  des  Gmndhreises  zum  Ra- 
dios des  Wälzungsbreises  yerhalt  Da  nun  aber  bei  jeder 
Neigung  der  W&lzangsaxe  gegen  die  Axe  des  Gmnd- 
kegels  das  Yerbfiltnifs  yom  Radius  des  Grundkreises 
zum  Radius  des  Wälzungskreises  beliebig  bestimmbar  ist, 
so  kann  man  Ycrlangen,  wenn  der  Radios  der  Kugel 
gleich  Q  und  die  Neigong  der  Wälzungsaxe  gegen  die 
Aequatorialebeae  =  0^  nördlicher  Breite  *)  gegeben  ist, 
den  Racfius  r  des  Grundkreises  und  den  Radios  R  des 
M^älzuDgskreises  so  zu  bestimmen,  dafs  sich  die  Anzahl 
der  Umdrehungen  des  Wälzungskegels  um  seine  Axe  zur 
Aazahl  der  Umläufe  um  den  Grundkegel  wie  n  :  m  ver- 
K&lt,  dafs  also  zu  n  Umdrehongen  des  Wälzungskegels 
m  Umläufe  um  die  Peripherie  des  Grundkreises  geboren, 
oder  was  dasselbe  sagt,  m  Umdrehongen  der  Kogel  um 
ihre  Axe. 

Aus  der  frftheren  Bestimmung,  dafs  die  Axe  des 
Gmndkegels  mit  der  Axe  der  Kogel  zusammenfallen  soll, 
während  zugleich  die  Spitze  des  Grundkegels  im  Mittel- 
punkte der  Kugel  liegt,  folgt,  dafs  diese  Axe  entweder 
mit  der  s&dlicbcii  oder  mit  der  nördlichen  HälAe  der  Baupt- 
nxe  ziHMinMnen  fiülk 

Wir  iuiben  demoaeh  für  die  gegebene  Neigung  der 
Wälzungsaxe  gegen  die  Aeqaatorialebene  Yon  0^  növd* 
licher  Breite  folgende  zwei  Fälle  in  der  Neigoog  der  Axen 
der  Kegel  zu  unterscheident 

A)  Die  Neigong  der  Axen  gegeneinander  ist  der  Winkel 

aCN  =  (90  — /?)  Fig.  IV,  oder 

B)  die  Neigong  der  Axen  gegeneinander  ist  der  Winkel 
aCb  =  (90  +  /?)  Fig.  IL 


•)  Wk  Jb  lafgiis  Ar  fi^  ■äJüiliur  BnÜe  n  Iffca  lil,  gibt  iidi 
aas  te  Aaalofie  fsa  fclbft 
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In  beidcB  Fillea  ist  die  Neigang  der  gemeinMltaft- 
Uchen  Seitenünie  BC  gegen  die  Axen  der  Kegel  m»  xu 
JwstiiDineD ,  difs  die  von  B  auf  die  Äxcb  der  Kegel  ge« 
fkitlen  Per|>end!kel  BW  und  BG  sieb  wie  n  i  m  ver- 
halteo;  denn  diese  Perpendikel  geben  nns  offenbar  die 
GrO&e  der  Radien  vun  Wklzungs<  und  Grnndkreis  also 
die  za  bestimmenden  GrAfsen  (R)  und  (r)  aa, 

Geometriflcbe  AnflOsang. 
Man  tbeile  eine  beliebig  grofnc  Linie  in  dem  Yer- 
b&llnirs  n  I  m,  trage  in  ir|pend  einem  Punkte  der  IVil- 
rangsaxG  >C  Fig.  III,  z,  B.  in  k,  ein  Perpendikel  kh  anf 
nnd  mache  es  gicick  n  solcker  Tbeile,  ig  einem  beliebi« 
gen  Punkte  der  anderen  Axe,  t.  B.  in  i  erricbte  nuui 
gleicbralla  eio  Perpendikel  mi  and  mache  es  gleich  m 
tolcber  Tbeile,  ziebe  alsdann  hl  parallel  kc  ond  ral  pa- 
nllcl  ic,  verbinde  den  Durcbscbnittspunkl  1  beider  Pa- 
rallelen mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  C»  (Ule  aus 
dem  Punkte  B,  wo  diese  Verbindungslinie  den  Kreis 
schneidet,  auf  jede  der  Axen  die  Perpmdikel  BW  nnd 
BG,    so  wird  sein: 

BW  :  BG^^hk  :  im  =  n  >  m. 


Aotlytitche    AnflOsung. 
W^ollte  man  diese  Aufgabe  analytisch  lAsen,  so  wArde 
nan    den    Winkel    aCB  =  x  setzen,    es   wir«    alsdann 
BGN  oder  BGS  =  ^  —  x,  wenn  a  die  rfeignng  WCG 
der  Axen  gegeneinander  angibt.     Blaa  bitte  alsdann 
I)  BW  =  B  —  p  sin.  X 
n)  B  G    =  r    ^  g  »in.  {9  —  x) 


B   :   T 

sein  soll,  die  Gleiehangi 
ID)  Q  sin.  x  :  Q  sin. 
oder 

^  —  sin.  X  :=  lin.  ^  eoi.  x 


.)  =  . 


'  cos.  i  sin.  X 


1 


und  hlerivs  Auweh  DiTiaion  mit  cos.  x 


—  fang.  X  =  Bin.  ä  —  coa,  d  fang,  x 


also 


lang.  X  = 


sin.  d 


h  COS.  d 

n 


mithin 


81Ü.    Z 


i/ 


tang.  X  f—      ^'"'  ^      ^  j     /^  I  «n.  <>* 

1  4-  lang.  X*)     ^  +  CO«.  *  1/  ^!^4.  COS.  ^V 


sin.  ' 


•^     — j+ — COS.  *+co«'  '  +sin.  ^ 


also 


sin.  X 


sin.  ^ 


l^t+?= 


H cos  <^  +  — 

n  n' 

und  dcinnacli  mit  Berücksichtigung  Ton  III. 


m 


sin.  (^  —  x)  =       —  sin.  x 

n 

m  sin.  ' 


n  t/^»  _.  4m  ji   I   »* 

"  K      i+  COS.  o  4-  — = 


+Ti 


Snbstitnirt  man  nun  diese  Werthe  In  I  and  D,   so 

erhält  man 

e  sin,  ^ 


R  = 


vod 


K    IH cos.  <>+-5 

n  n* 

,               m  e  «in.  ^ 
K    1-1 cos.  '-1 • 
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sin.  j8  :  ly  so  folgt  hieraat,  dafs  in  beiden  Pillen  bei 
einer  Neignng  der  Wilzungsaze  Ton  ff  gegen  die  Ae« 
qttotorialebeiie  aid  die  AnxaU  der  Drehnngen  dea  Haupt« 
aclHiitleo  wolt  AnzaU  der  Rotationen  der  Kngel  ebenso 
T^fhilt,  wie  die  Ansaht  derDrehvngen  der  Pendelebeoe 
n«r  AnsabI  der  Rotationen  der  Erde  9  wenn  die  Mittel* 
llttie  der  Pendelebene  glcichraUe  anter  ff  gegen  dKe  Ae* 
qnatorialebette  geneigt  ist. 

Aas  der  Substitotion  von  sin.  ß  \  1  fbr  n  :  m  erhal- 
ten wir  aber  aus  den  allgemeinen  Formeln  (a)  und  (b) 
die  entsprechenden  speeicilen  Formeln. 

r  COS.  ß  e    cos.  ß 


Rs: 


c) 


V^l  +2  sin.  i^^-fsin.  P^       1^1+8  sin.  i^* 
^  COS.  i^  sin.  ^  ^cos. /^sin.  i^ 


R   = 


V"H-asin.^*+sin.^»        I^l  +  5sin.i»* 
e  cos.  ß  e  cos«  ß 


d) 


^  sin.  ß  cos.  ß 


=  ^ 


V^l— Ssin.^*  +  sin.^» 


=r  e  sin.,^ 


Siehe  Fig.  IV  fikr  Formel  e  and  flg.  V  ftr  For^ 
omI  d. 

In  de^  letzten  dieser  zwei  spcciellen  F&lle  (d),  wird  also 
der  Radius  des  Wftlzungshrcises  gleich  dem  Radius  der 
Kngel,  es  geht  demnach  die  BfanteMlftcfae  des  W&tzangs« 
bcgels  in  einen  ebenen  grofsten  Kreis  der  Kugel ,  und 
der  Wilzangsbcgel,  wenn  man  berftAsichtigt,  was  in 
§•  S  jj^esagt  wurde,  in  eine  Halbkugel  Aber. 

Der  Radios  des  Grundkreises  ist  dagegen  unmittelbar 
gleich  g  sin.  der  Breite,  unter  der  die  Wftlzungsaze  gegen 
die  Aeqnatorialebene  geneigt  ist,  und  die  Neigung  der 
Seitenlinie  gegen  die  Aze  des  Grundkegels  ist  demnach 
gleich  der  Neigung  der  W&lzungsaxe  gegen  die  Aeq[ua- 
torialebene  =  ^. 
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§.   6. 

Beattmnien  wir  jetEt  elo  fftr  allamal,  dafs  die  Rota- 
tioa  der  Kogel  nm  ihre  Axe  gleich  der  Rotation  der  Erde 
■n  ihre  Axe  eine  ostwlrtsgefaende  Bcnegnng  sei»  daft 
«Im  die  Kugel  von  ihrem  IVerdpol  tas  bciraelitet  eise 
linL^n^ge  Bewegung  besitze.  Es  kommt  äaDn  anaerer 
frülieren  Beatimmang  gemifs  der  Wilsangsaxe}  gleich 
der  Mittellinie  der  Pcndelebene,  gleichfalls  eine  ostwirts- 
d  ^  gängige  Bcwegang  zn. 

^  Ans    den    beiden    vorigen    §§,   ist  uns   bekannt,    daf« 

W|  bei  gegebener  IVeignng  der  Wihungsaze    gegen  die  Ae- 

quatorialebene  sowohl  dann,  wenn  die  IVeigung  der  Axen 

von  Grund-  nnd  Wilzungskcgel  [90  -h  ß)"  als  auch  dann, 

][  ]  wenn  dieselbe  (90  —  ßf  ist,  sich  jedes  Terlang:tc  GrAfsen- 

^  {  I  Terhitloifs  zwischen  Radius  von  Grund-  nnd  Wllznngskreis 

;  f  nnd  ioshesondcre  auch  das  Vcrhältnifs  R  :  r  =  1  :  sin.  ß 

1  *  erzielen  lifst. 

Untersuchen  w!r  nun  im  Folgenden,  ob  auch  in  beiden 
F&llen  die    Richtung   der  Bewegung    mit  der  Rich- 
tung der  Bewegung  der  Pcndelebene  Qhcreinstimmt,  wenn, 
wie    wir    oben   bereits   angenommen   haben ,    die   Drehong 
^  der  Kugel  gleich  der  Drehung  der  Erde  ostwirtsgingig  ist. 

■ol  Ist  nun  die  Neigung  der  ^Vilzungsaxe  gegen  die  Ae- 

qnatorialebene    durdi  ^   nördlicher    Breite    bestimmt, 
I  so  Folgt  für  den  ersten  Fall  A  (rei^leiche  Fig.  IV),    in 

welchem    die  Neigung  der  Axen  von  Grund-    und  Wtl- 
cnngskegel  =  (90  —  ß)  ist,  dafs  alsdann  auch  die  Axe 
des  Grundkegels  in  der  nördlichen  Halbkugel  liegt    Tritt 
J^'  nun   eine    ostwkrtsg&ngige    Bewegung    der    Wftlznngsaxe 

i.-'  '  «G  ein,  so  ist  offenbar  die  Drebnng  des  Wkiznngskegels 

\S  iDCB,    also    auch    die    des  Hanptschnittes ,    eine  links- 

fÜ:  S*neiK«- 

"^  Für  den  Fall  (B)  dagegen,    wo  (wegen  der  Neigung 

der  Axen  gleich  [90  -|~  ^  ])  die  Axe  des  Gmndkegcis  in 
der  sadlichen  Halbkugel  liegt,  tritt  bei  oatwirtsgKu giger 
Beweffung  der  Wkbungsaxe  eine  recbtsgfaigige  Drehung 


—   w   ~ 

des  WikiHigsliegels  aDGB  ein.  (Siebe  Fig.  II  f&r  den 
«Ilgencuien  Fall  und  Flff,  Y  l&r  n  x  m  =  sin«  ß  ;  1). 

De  Ann  die  Drehung  der  Pendelebene  für  jeden  Anf- 
bingepnnbt  unter  nördlieber  Breite  eine  recbtogingige  iet» 
eo  fidgt  biemns^  wenn  der  Baoptscbnitt  de«  Wilsnngs- 
kegelfl  niebt  nur  en  Grdfte  der  Drebung^  sondern  encb 
an  Riebtnng  der  Drebnng  mit  der  Pendelcbene  iilierein* 
slimnien  »oil^  dafs  alsdann  niebt  der  erste  Fall  (Fig.  I 
nnd  Fig.  IV^  wo  die  beiden  Axen  den  Winkel  [90 — ß^] 
mileinander  macben)  dieser  Forderung  cntspriebt,  sondern 
der  zweite  Fall  (Fig.  II  und  Y,  in  welchem  die  Axen  den 
stumpfen  Winkel  [90  -]-  ß]  miteinander  bilden). 

Es  ist  interessant,  dals  gerade  der  durch  Fig.  V  Ter* 
Mnnliebte  Fall,  der  den  Gleichungen  d  entspricht,  unserer 
Angabe  Tolkttodig  geu&ge  leistet ^  denn  es  ist  offenbar 
der  einfachste  von  beiden  specicllcn  Fällen.  Fftr  ihn  geht, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  der  Wälzungskegel  (w&l- 
sende  Kugelseeior)  in  eine  Halbkugel  fiber,  und  im 
Grundbegel  bildet  die  Seitenlinie  mit  der  Axe  den  Win- 
kel ßy  also  denselben  Winkel,  den  die  W&lznngSaxe 
mit  der  Aequatorialebene  macht. 

Soll  ebenso  die  Bewegung  der  Pendelebene  für  einen 
Anfh&ngepnnkt  des  Pendels  unter  ß9  südlieber  Breite 
nadigeahmt  werden^  so  folgt,  dem  Vorigen  analog,  dafs 
die  Wilznngsaxe  unter  ß9  südlicher  Breite  gegen  die  Ae« 
quatorialebeue  geneigt  sein,  und  dafs  die  Axe  des  Grund« 
kegeis  in  der  ndrdlicbcn  H&lfte  der  Uanptaxe  liegen  mufi, 
damit  die  Drehung  des  Hauptschnittes  linksgingig  sei, 
l^tch  der  Drehung  der  Pendelebene.  Ebenso  folgt,  dafs 
aneb  hier  der  Radius  des  W&lzungskreises  gleich  q  (gleich 
dem  Badins  der  Kugel)  nnd  der  Radius  des  Grundkrei- 
ees  =  g  sin«  ß  sein  mufs. 

§.   7. 

Fftr  den  eioeo  besoBdcrn  Ftfl,  in  welchem  die  Nei« 
fang  ß  der  WilxiiBgaaxe  gegen  die  Aequatorialebene 
ihren  Ueinsten  Werth  ^^  =  0  hat,  in  welchem  alaa  die 
'W&lzangMae  in  dw  Aeqaatnialebene  liegt,  wird  der 
Bndio»  r   de«  Grandkrci««»    =  Null,     weil    allg« 
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r  =  o  sin.  ß,  also  hier  r  ^  ^  sin.  0  =  0  isL  Der 
Grnndkegct  ^ht  daher  la  diesem  spcciellen  Fslie  io  eiaen 
blofseR  Halbmesser  der  Kugel  Aber,  nn  vrelelien  der 
lar  llalbkogel  gewordene  Wklznagskegel  sich  wklzt. 

Wftizt  sich  aber  ein  halbkagelArmigcr  Wllinngskegel 
•m  einen  zn  einer  geraden  Litiie  gewordenen  Grandkcgel, 
so  gebären  nnendlich  ride  Unil^nrc  des  WilzangskegcLs 
nw  den  Grundkegel  zn  einer  Umdreknn^  nm  die  Wftlznngs- 
axe.  Es  ist  daher  die  Anzahl  der  Drelinsgen  des  Hanpt- 
schnittes  im  Vergleich  zn  der  Anzahl  der  UmUnfc  nm  den 
znr  geraden  Linie  gewordenen  Gnindkegel  =  0  zu  setzen. 
Es  bleibt  also  die  Ncignog  des  Haupt  Schnittes  gegen  den 
darch  die  Wülznogsaxc  gchcudcn  Meridian  nnab&nderlich 
dieselbe,  indem  die  GrAfse  der  Abweichung  des  Haupt- 
schnittcs  von  seiner  frAhcren  Stellang  ^^  0  ist 

§.8. 

Far  den  andern  besondern  Fall,  in  welchem  die  Netgang 
der  WilznugsaxG  gegen  die  Aequatorral ebene  ihr  Hazimam 
crreielit,  in  welchem  also  ^  =  90  ist,  wird  der  Gmndkegcl 
glcicfafalls  eine  Halbkugel^  denn  weil  allgemein  r=^^  sin.  ß 
ist,  so  wird  r  ^  g  sin.  90  ^  ^,  so  dafs  der  Radius  r 
des  Gi'undhrcises  gleich  dem  Radius  g  der  Kngel,  der 
Grundkreis  seihst  also  zn  einem  grüfslen  Kreis,  mithin  der 
Grundkcgel  (als   Kugcisector  gedacht,    s.   §.  3)   zn  einer 

I  Halbkugel  wird. 

I  Es  liegen   demnach   für  diesen  Fall  die  Axen  beider 

Kegel  (Kugel  seeloren)  in  der  Hauptaxe  der  Kngel  und  die 
Kegelmantel  Sieben   beider  halbkngelformigen  Kegel  ftUen 

I  mit  der  Aeqnaloriatebene  zusammen.   Es  kann  daher  auch, 

weil  die  Wälzungsaxc  in  die  unbewegliche  Hauptaxe  (kllt, 

!  also  nicht  bewegt  wird,  und  weil  der  Bedingung  der  WM- 

zung  nicht  mehr  genagt  wird,  indem  die  Kcgelmantelflichen 
sich  nicht  bloa  in  einer  einzigen,  gemeinschaftlichen  Seiten- 
linie belehren,  sondern  g&nzlicb  Bufeinandcrfallenj  keine 
Wilzung  stattfinden. 

Trotzdem  ist  gerade  hier  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  eine  jede  dnrch  die  Wilcnngsaxe  gelegte  Meridian- 
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ebene  von  ihrer  IVühcKn  Slellung^  g^g^n  den  BanptsciiuiU 
des  W&lznngskegels  abweicht,  im  Vergleich  znr  Urh 
drehongsgescbwindigkcil  der  Rugef  am  «hre  Axe  die  gr&btej 
welche  erreicht  werden  hann;  denn  sie  ist  dieser  an  Gröfte 
gleich,  während  sie   in   anderen  Fällen  stets  kleiner  ist 

Da  nämlich  der  Wähnngskegd  nicht  bewegt  wird, 
also  gTciöh  dem  Gritndkcgcl  in  unveränderter  Stellnng  bleibt, 
so  sei  aCb  Fig.  VI  der  Hauptschnitt  des  Wälziingskegels 
und  es  sei  der  Sfcridian,  der  am  Anfang  des  beobachteten 
Thcilcs  der  Bewegung  mit  Cb  zusammenfiel,  in  einer  be- 
stimmten Zeit  vermöge  der  Rotation  der  Kugel  nach  Cd 
gekommen^  es  ist  dann  offenbar  die  Gröfac  der  Ablenkung 
des  Meridians  von  dem  Uauptschnitte  gleich  Winkel  bCd, 
gleich  der  Rotation  der  Kugel. 

Wir  haben  aber  oben  im  §.  3  ((ilr  Fälle,  in  denen 
ein  wirkliches  Wälzen  des  Wälzungskegcls  in  Betracht 
kam)  die  Grö&e  der  Veränderung  des  Winkels,  welcher 
Ton  der  durch  die  Wälzungsaxe  gelegten  Meridianobene 
einerseits  und  von  dem  Hauptschnitt  des  Wälznngskegels 
andererseits  gebildet  ist,  als  Größe  der  Drehung  des 
"Wälzungskcgels  um  die  Wälzungsaxe,  folglich 
als  Gröfse  der  Drehung  befrachtet,  die  der  Hauptschnitt 
des  W^älzungskegels  um  die  Axc  macht  ^  d.  h.  wir  haben 
diese  Veränderung  so  aufgerafst,  wie  sie  einem  Beobachter 
erscheint,  der  sich  auf  der  Oberfläche,  der  sich  drehenden 
Kugel,  in  der  IVälic  des  äufsern  Endes  der  W^älzungsaxe 
befindet,  und  die  von  der  Rotation  der  Kugel  um  ihre  Axe 
bedingte  Bewegung  seines  Standortes  auf  derselben  nicht 
merkt,  oder  nicht  beachtet,  der  also  die  DIeridianebene 
für  unbeweglich  hält,  folglich  die  von  ihm  wahrgenommene 
Aendcrung  des  W^inkels  zwischen  dieser  Meridianebene 
und  dem  Hauptschuitte  als  blofsc  Drehung  des  Hauptschnit- 
tes  um  die  Wälzungsaxe  auffafst  *). 


*)  Diese  AenderwDg  rukrte  damali  sowohl  tod  der  Bewe^og  df*s  eiocn 
-«vie  des  anderen  Scbenisels  der  einen  FlÜcbenwinkel  bildendeo  Elienm 
(Heridiott  and  HnopCicIintlt)  her»  wAbrena  sie  Inr  den  FnlJ,  im 
welcbem  der  Hanptscltnitt  stillsteli^,  blofs  Ton  der  Bewegnng  der 
Meridianebene  kemhrt. 
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EiMM  solchen  BcobadilBr  mäh  Aei  mek  ia  itm 
jttzl  V9tli9gemita  Fall  die  Vo^ndenii^  des  WiakeU 
swiwlieii  eieem  beeÜHiBtea  Heridiaa  «ad  dun  EUaptsdwtt 
des  Wllxiuigsliq[ela  (weil  er  der  VoniusctiHBg  pteUli 
diese  Hcridianebene  eis  unbewegt  mtieht)  wA»  Betrtgamf 
z  ll  j'  dieses    Heuptecbnittes  ^  d.  k,    eis  Drebang    dieses  Baupt- 

1  i1  selmUtes  nnt  die  Wftlzungesxe  cncbeinen.    IIih  encheint 

*  jj  daher    die   Drehnng    des   Hanptscluiitlea    ass    schnellsten, 

j  ^  f  wenn  die  Wilxnngsaze  in  der  Hauptaxe  liegt 

(I  j   ■  W«in  daher  bei  nordwiris  gerichteter  Wllcni^[sue 

die  Rngel  t&r  einen  nicht  mit  bewegten  Beobachter 
(er  befinde  sich  am  Nordpol)  —  einer  linksgin^en  (tat- 
licheo)  Umdrehung  gemacht  bat,  so  wird  ein  durch  die  hf 
wegnng  der  Kugel  mit  bewegter  (sich  gleichfalla  am 
Nordpol  befindender)  Beobachter  dagegen  aagen,  derHaapt- 
schnitt  den  Wllznngskegels  hat  —  eiser  rechtagtsgigen 
Umdrehung  gemacht 

Dasselbe,  nur  umgehehrt,  gilt    elcnbar  auch  ßir  die 
•ttdlicho  Riebtong  der  Wklzungsaxe  *). 

§.   9. 

Eine   ZnsammcDStellnng  dessen,  was    wir  bisher  ent- 
wickelt haben,    liefert    folgendes    Ei^ebnils.     Ist    erstens 
^,|  der  Wilziingskcgcl  eine  Balbkugel  und  zweitens  im  Gntud- 

k<^el  die  Seite  zur  Axe  unter  /3^  geneigt  und  es  Hegt  drittens 
die  Axe  des  Wülzungskcgels  im  südlichen  (oder  umgekehrt 
im  nördlichen)  Halbmesser  der  Ilauptaxe  und  man  lifst 
Tiertcos  die  Kugel  in  Asllicfaer  Richtung  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  in  einem  Tage  eine  ganze  Umdrehnng 
i^  machen,  so  stimmt  die  Bewegung  jedes  Haupischnittes  im 

["  Wälzungskcgel  in  jeder  Beziehung  mit  der  tob  Foucanlt 

V^  angegebenen  Bewegung  ciuer  Pendelebeue  äberein,   deren 

Anfliingcpunkt  unter  ^  nördlicher  (oder  umgekehrt  süd- 
licher) Breite  auf  der  OberSftchc  der  Erde  sich  befindet, 
so  dalä  jener  Hauptschnitt,  welcher  in  einem  gegebenen 
Zeitpunkt  der  Pendelebene  parallel  war,  wibrend  der  gvnaen 

*)  Te^tcidc  die  mttpKckeadea  Bei«ride  ia  ].  I. 


St 


fiewagMig)  die  «r  «rieidet,  Bit  der  Peadelebeee  ptnM 
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Mechanischer  Apparat  zur  Nachahmung  der 
Bewegung  der  Pendelebene* 

§.   10. 

Q  Qi  Qi  Qs  P'>e-  "^n  sei  e»  auf  einem  BrelCcbea 
NN^  ftteliendes  rabmeiiartiges  GeatelK     la  der.  JHitte  def 
Qnerstuckes    Q  Q|   trage   ein    drehbarer   Knopf  Zd    an 
dem   unteren  Ende   d   »einer  lothreehten  Axe  das   balb» 
kngeUbnnig   getriebene  Blecbstück    idnji    das  die   eine 
IMfte   (oder  anek  nnr   einen  Theil)    nnaerer   drebbaren 
Rageloberi&ebe  rorstellen  soll.    Der  Radius  dieser  Kngel- 
flftebe  sei  jedoch  etwas  gröfser  als  der  Radius  des  halbkugel- 
Ibmigen  W&lznngskegels   DaB,   damit  dieser  in  seinen 
Bewegungen  nicht  gehindert  werde«  In  der  JUitte  des  Bret^ 
chens  NN^,  lothrecht  unter  dem  Knopf  Zd,  sei  der  6mnd<> 
k^pel  AGB,  mittelst  des  Zapfens  dgj  so  befestigt,  dafs 
seine  Spitze  im  Mittelpunkt  der  Kugel  iduy  liegt    Der 
Winkel  ACi^  =  BCdj  welcher  die  Neigung  der  Seiten- 
linie gegen  die  Axe  des  Grundkegels  mifst,  sei  gleich  der 
geographischen  Breite  ß  des  Ortes,  -filr  welchen  die  Be* 
wegung  der  Pendelebene  nachgeahmt  werden  soIL    Di^ 
Gmndkegel   sei  an  seiner  Spitze  etwas  abgestumpft  und 
enthalte  in    der  Richtung  seiner  Axe  ein  Bohrloch,    in 
welchem    ein    lothrechter    Stift   Cy    sich    leicht   drehen 
kann.    Dieser  Stift  Cy  sei  bei  G  durch  ein  Gelenke  mit 
einem   anderen  Stift  Ca  verbunden.    Letzterer  diene  als 
Umdrehnngsaxe  fiir  den  balbkugclfbrmigen  W&lzungskegel 
DaB,    der   defsbalb    gleichfalls    in    der  Richtung   seiner 
Axe  durchbohrt  ist,  so  dafs  er  sich  leicht  um  den  Stift  Ca 
drehen  kann.    Die  L&nge  des  Stiftes  Ca  sei  jedoch  klei- 
ner nb  der  Radius  CA,  damit  am  anderen  Ende  der  Wftl- 
zongsaxe  bei  a  der  Stift  anh  fest  in  den  W&lzungskegel 
eingetrieben  werden  kann.   Dieser  Stift  auk  gebe  Cpmer 
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durek  eine  Oeffnang  n  !n  der  Ucehenen  Halbkugel,  i« 
welcher  er  leicttt  drehbar  ist,  und  trage  ao  sciDcm  obere« 
Ende  nh  ein  Blccbslücli  PbP, ,  das  die  Pcndclebene  vor- 
stellen und  so  liegen  soll,  iah  es  als  Tkcil  eines  verUnger- 
ten  Haiiptscbnilles  des  VVälxungskcgcU  angcselicn  werden 
kann. 

Denken  wir  nns  nnn  den  Knopf  Zd  gcdrckt,  so  wird 
bierdurch  gleicbscitig  die  llalbkiigel  idny  mitgedrekt,  diese 
bewegt  wiederum  den  Stift  aiib,  so  dafa  derselbe  eine 
kegelmanlelfumiige  nabo  beschrcilit.  E«  wird  dcmnacb 
•ucb  der  Wtlznngskegel  DaB,  welcbcr  mit  dem  bewegten 
Stift  aob  fest  verbirndcn  ist,  zugleicli  mit  bewegt.  Da  nun 
aber  der  Wsizangskfgel  den  nnbewcgückcn  Gnmdkegel  in 
der  geraelnscliaftlichcn  Seitenlinie '  gB  berührt  (und  ver- 
«Oge  des  Gelenkes  bei  C  selbst  bei  etwaigen  kleinen  Un- 
re gel mifsigk eilen  in  dieser  BcrrtLning  kicibt),  so  miilit  er 
aick  verm&ge  der  Reibung  nm  den  als  Axc  dienenden  Stift 
Ca  drcken  nud  demoack  eine  wtlsende  Bewegung  auf  dem 
Gmndkegcl  machen.  An  dieser  Drehung  des  Wklznngs- 
kegcls  um  seine  Axc  nimmt  Haun  auch  der  Stilt  auh  Theil 
und  durch  diesen  die  Ebene  P  b  P, ,  welche  mit  dem  Stift 
anb  fest  verbunden  ist.  Sie  erleidet  daher  dieselbe  Drehnng 
wie  der  Wilzungskegcl  selliat,  oder  wie  jeder  Hauptsebnilt 
im  M^ilzungskegcl.  Hierans  folgt  aber  dann,  dafs  ihre 
Drehung  dieselbe  ist,  welche  eine  Pcndelebene  erleiden 
wflrde,  deren  Anfhingepnnkt  sich  unter  ^  Breite  befindet. 
Fflr  manche  Zwecke  könnte  es  wAnscbenswertb  crsehei- 
Hcn,  die  Drehung  der  Ebene  PhP^,  wkhrcnd  der  gleich- 
zeitigen Drehimg  der  Kugel  zu  messen.  Verbindet  man  in 
dieser  Absicht  mit  dem  Thcilc  QQ,  des  Gestelles,  auf 
welchem  der  Knopf  Zd  ruht,  einen  gctheilten  Kreis  Im 
und  bringt  an  dem  Knopf  Zd  einen  Zeiger  rii  an,  so 
erfailt  man  durch  Ahleseo  des  Standes  am  Anfang  und 
Ende  der  Beobachtung  die  Anzahl  der  Drehungen  der  Kugel. 
Zeichnet  man  femer  um  u  als  Mittelpunkt  auf  die  Ober- 
flftche  der  Kugel  einen  gctheilten  Kreis  anr,  und  gibt  der 
Ebene  PbP^  den  Zeiger  Pg,  so  crhftit  man  aucb  hier 
>elfc>  Ablesen  die   Anzahl  der  Drehungen  der 
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Ebene  PbP,,   and   somit  das  Yerbdlnils  zwiscbea  der 
Brebwig  der  Kngel  und  der  Drebung  der  Ebene. 

III. 

Gesetze  der  lYälzungsbewegung  ^   die  fttp 
unseren  speciellen  Fall  gelten. 

§41. 

Es  wird  nicbt  unzweclsinäfsig  erschetnen,  ivenn  in  den 
folgenden  §§.  einige  besondere  Eigenschaften  hervorgehoben 
werden,  durch  welche  die  Verbindang  eines  zn  einer  Halb- 
kngel  gewordenen  W&lznngskegels  mit  einem  Gmndkegel, 
dessen  Seitenlinie  nnter  ß^  gegen  die  Axe  des  Grupdkegels 
geneigt  ist,  im  Vergleich  mit  anderen  Yerbiiidungen  ans 
TTälzungs  -  und  Grundkegel  in  derselben  Kugel  Tom  Radius 
Q  charakterisirt  wird. 

Hierher  gehört  schon  der  in  den  llrdberen  §§•  henror« 
gehobene  Umstand ,  dafs  die  Formeln ,  welche  den  Radien 
TOn  Grund-  und  Wftizungskrcis  als  Functionen  der  Breite 
ß  angeboren,  in  dem  fikr  uns  interessanten  Fall  einfacher 
^Tcrden^  ferner  die  Folgerungen,  welche  hieraus  Ober  die 
Form  und  Beschaffenheit  der  Kegel  selbst  gezogen  wurden. 
Nftchstdem  aber  ist  zu  beachten,  dafs  in  jedem  Fall,  in 
welchem  der  Wälzungskegel  zn  einer  Halbkugel  wird,  der 
W&lzungskreis  das  Maximum  der  möglichen  GrOfse  erreicht. 

Hieraus  folgt,  dafs  auch  das  Yerb&Itnifs  zwischen  der 
Fl&chc  des  Wftizungskreises  und  der  kegelflfichenformigcn 
Bahn,  welche  die  unter  dem  constanten  Winkel (90+id/ 
gegen  die  Axe  des  Grnndkegcis  geneigte  Wftizungsaxe  be- 
schreibt, das  Maximum  der  Gröfse  erreicht. 

Aber  aufscr  den  bisher  zur  Sprache  gebrachten,  cha- 
rakteristischen Merkmalen,  die  unser  spccieller  Fall  dar- 
bietet, finden  sich  noch  einige  besondere  Eigenschaften, 
die  wir  in  den  folgenden  §§.  abbandeln  wollen. 

§•    i2. 

Wenn  irgend  ein  W&lznngskreis  anf  einem  nnbe- 
wcf^cben  Grandkreis   sieb  w&lzt,    so  haben  diese 
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■e»  selbst  dann,  wena  ihre  Ncigong^  gegMcin- 
iderllch  gedacht  vrcrden  soll,  ttet«  im  Be- 
pniikt  e!D€  gemeinschaftliche  Tan- 
leibt  aber  bei  dem  Wilzcn  beider  Kreise  die 
idcr  KreUB&chea  gegeneinander  consUnl,  ofaae 
!  gleichIVull  trird,  d.  b.  ohne  dais  die  Kreiaflichen 
Sbeae  liegen,  so  bleiben  aach  (vric  wir  bisher 
Weise  gesehen  haben)  die  Peripherien  beider 

ia  ein  nnd  derselben  Kugclfl&cfae,  und  m  be- 
if    dieser    unbcweglicben   Koftelflichc 

der  Peripherie  des  WalzoogskreiaeS  eine  (der 
Verhindnog  von  Wklxungs-  nnd  Grnndkreis 
m  gehörigen  Kugel  snUprecheade)  Curre,  die 
sphirischc  Epicyhloide  nennt, 
mr  nnn  den  Wälzungskegcl  zu  einer  Halbhngd 
finden  wir,  da&  die  Cnrve,  nelchc  too  jedem 
enden  Punkte  der  Peripherie  de»  Wll- 
I  erzeugt  nird,  eine  einfachere  Beschaffenheit 
iidem  man  dieselbe  in  diesen  Fall  auch  durch 
instruktiun  erhallen  kann, 
toke  sich  die  Haute Ifliche  des  nnheyrt^lichen 
I  l&ngs  einer  Seitenlinie  auFgeschnitten ,  und 
lann  dieselbe  so  ab,  dafs  das  abgewickelte  Stück 
'  Tangentialebene  liir  die  nichslfolgcndc,  noch 
ickeltc  Seitenlinie  der  JUantelfliche  des  Gmnd- 

Es  beschreibt  dann  der  Punkt  in  der  aufge- 
Seitcnlinie  der  Mautelfliche,  welcher  beim  An- 
vcgang  in  der  Peripherie  des  Grundkreises  lag, 
in  der  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Radius 
leite  des  Grundkcgels  ist.  Diese  so  constnilrte 
t  man,  zum  Unterschiede  von  anderen  sphiri- 
kloidcn,  die  sphirische  Abwickelnngs- 
Ircnte)  des  Grnndkreises. 
:te  diese  Cnrve  audi  noch  auf  fulgende  Weise 
können.    Man  umlege  die  Peripherie  des  Gnind-> 

Fig.  VIII  mit  etneui  Faden  und  wickele  alt- 
ben  —  indem  man  hei  ii^nd  einein  Punkte, 
inflLngt  —  stets  so  ab,  dals  der  tob  dem  Bogmt 


ab  am  GnudlireisM  abgewidiclte  Tfaeil  d««  Fadeoa  a«f 
der  Ibifpelliebe  liegen  bleibt ,  aber  ut  der  Art  ailg|fepe»af 
wird,  da»  seia  Ende  b  die  Riebtnng  der  iang»  be  9iw/Amm% 
die  in  b  seweU  den  Grnndkrei»  cba  ab  auch  einen  gtMkten 
Rreis'  &ha  bernbrt. 

Der  abgewickelte  Faden  bat  dann  in  jedem  Angenbüdie 
die  Lage  des  Bogens  Ihv,  in  demerwibnten  grö6tai  Krdae. 
Da  sieh  aber  £e  Lage  der  lang,  be  mit  der  Grdfae  des  slh 
gewiekalfen  Fadens  stets  tednrt  nnd  deek  dabei  der  gaioe 
nbgcwiebdte  Tbeil,  alae  aneb  sein  Endfianlit  a  in  der 
Kngdfiicbe  bleflit ,  so  besebreibt  dieser  Endpunkt  aof  der 
mUgen  RogdoberOicbe  eineGonre,  welebei  wie  b^reitt 
gesagt  wurde,  die  spb&riseiie  AbwiehelnngsUttie  dns  Gmnd- 
kreises  Dir  den  bestiminten  Radius  p  *)  der  Kugel  därsteUl^ 
und  mit  der  Gnrve  identtscb  ist,  wel«^  jeder  Paukt  in 
der  Peripberie  des  Wftlaongskreises  besebreibt,  wenn  der 
Wiknugskegel  eine  Halbkugel  geworden  ist« 

§.45. 

Fernere  merkwürdige  Eigenschaften  bietet  unser  spe- 
cieller  Fall  auch  in  folgender  Untersuchung  dar. 

Bei  jeder  Wälzung  eines  beliebigen  Wfilznngs- 
begels  auf  einem  beliebigen  dazu  gehörigen  Gmndkegel 
behält  die  Ebene  des  Wälzungskreises  e  ihre  Neigung 
gegen  die  Ebene  E  des  Gmndkreises  und  auch  ihre  Neigung 
gegen  die  Axc  des  Grundkegels  —  also  auch  gegen  die 
Hauptaxe —  unTcränderlich  bei.  Diese  ci*stgenanate  Neigung 
wird  uns  aber  durch  den  Winkel  angegeben,  welchen  der 
in  dem  betreffenden  Augenblicke  auFdem  Grundkreisc  auf- 
stehende Radius  des  Wälzungskreises  mit  jenem  Ra- 
dius des  Grundkreises  macht  mit  dem  er  im  Berührungs- 
punkte beider  Kreise  zusammentrifft.  Da  aber  in  jedem 
Momente  der  Bewegung  ein  anderer  Radius  des  Wälzungs« 
kreises  auf  dem  Grundkreise  aufsteht  und  doch  die  Neigung 

^)  Wäre  der  Rüdias  der  Kugel  imeiidlicb  gr^fs»  '^^^  <ler  in  BefmekC 
JnMnaMnde  Theil  der  Rugdoberflficlie,  ia  dem  der  Grnndlireis  liegt, 
eine  filiene,  §o  wurde  die  spliftriacbe  Abwickelnngslinle  in  die  Cnr?e 
fiLergeben,  wdcbe  nan  die  (ebene)  Abwickelungslinie  des  (Gnmdl) 
Rreifes  nennt 
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Wts  dieulbe  bleibt,  so  entslehf  «Is  geonetrisrim-  Ort 
MiUMtli^er  labtehender  Badlen  die  Nanteliicbe  cibcb  ge- 
«HiiBflii  Kegels,  der  glndiFaUs  die  HanpUxe  zar  Axe  bat. 
Wir  woHe*  dieaee  Kcf  el ,  d«  er  die  EigenscbaA  besiltt, 
dar«  die  Ebene  e  des  Wklzaagskrcisea  stete  jberfibrende 
J^ene  (tkr  ibo  ist  —  Berübraagskegel  —  nennen. 

Da  femer  die  Wilxa»|;saxe  atets  senkrecht  anf  dean 
Wklxangskreis  steht,  aa  mtab  ancb  die  Wklzmigsaxe  stets 
Mf  der  SeiteBÜnie  des  BeHlhrnngakegela,  mit  der  sie  in 
«ifaer  Ebene  liest,  aenkrceht  stehen.  Es  iat  daber  ancb 
dtfr  Kegel,  welehen  die  Wfthon§;saxc  bcsdreibt  als  Polar- 
iMgel  *)  rar  den  Berdhrongskegel  und  nm^kebrt  anxnsebcn. 

Es  ist  also  ancb  die  IVeignng  BHb  (Fig.  U,  V,  IX) 
^r  Seitenlinie  BH  gegen  die  Axe  Hb  des  Berfihmngs- 
kegds  abhlngig  ron  der  Neignng  «CN,  die  die  Seitenlinie 
aG  des  Kegels,  vrelcben  die  ^Vülzungsaxe  beschreibt, 
gegen  die  Hanptaxe  nacht  —  so  dab  dabei  die  JVeigung 
der  Seitenlinie  des  einen  Kegels  gegen  die  Hauptaxe  gleicb 
der  ErgInzQBg  der  IVeignng  der  Seitenlinie  des  anderen 
Kegels  gegen  die  Hanptaxe  zu  90°,  d.  b.  Winkel 
BHb  =  (00  — aCN)  ist. 

Hierans  folgt  dann,  dafs  bei  einerlei  Radius  der  Kngel 
Q,  aber  verschiedenen  Werlheo  der  Badien  r  nnd  R  von 
Grnnd-  nnd  Wilznngskrcis ,  doch  die  Neigung  der 
Seitenlinie  des  Berükrnngskegels  gegen  die 
Hauptaxe  sich  nicht  indert,  sobald  nnr  die  tVeignng 
der  Wkizungsaxe  gegen  die  Axe  des  Grundkegels  unver- 
.lndert=  (90  + /^  >>I"I>'-  Ist  AGB  (Fig.  II,  V,  IX) 
der  Grundkegel,  DGB  der  Walzungskegel ,  also  CWa 
die  Walzungsaxe    und   GGb   die    Axe    des    Grnndkegcls 


L  es  ist 


<    aCb  =  (00  +  ^)'' 
«Cb  =  CHW+  CWH 


Kegel  lind  PoUrkrgel  gtgcDciiiuider ,  w«ib  jede 
einen  »eulirwlit  iit  auf  demjenigen  EleBeale  der  SeilenBIcLe  dei 
■■deren  mit  dem  lie  in  der  Peripherie  der  gemeinickaftliclien  Grund- 
Ucb«  suaaunentrifll. 


—  «t  — 

Mch     90  +  ^teCHW  +  CWH  =  GHW4-«0,." 
also  ;   CHW  =iß«.  :  ,  V 

Nm  gibt  IMS  hber  Winkel'  GHW^e  ffd^g  de» 
^ite  de»  Bevahftmgskegets  g^gen  die  Hanpiax«  an,  et 
folgt  al«b  kieraos ,  dafis  in  allen  d«n  FiHM , '  Uk  ynMttiä 
die  Neigung  der  Wilcongsaxe  gegen  die  Ale  des  Grand* 
Itegela  =ä=  (9a  +  ß)  (Fig.  H,  V,  IX)  ist,  «tiefa  diese 
Neigung  (G  H  W)  constant ,  nSnili«h  ^  ß*  hO. 

BeaehMn  wir  nnn  Iiierbei,  daß  Fig.  V  den  FaH 
darstellt,  in  welchem  der  Radios  -  des  Wilznag«kr«nie« 
R  =  WB  ==  p  nnd  der  Radios  des  Grondkrebes 
r  =  6  B  =  p  sin.  ^9  ist ,  wthrend  in  Fig.  tl  der  Radios 
R  =  W  B  <  p  aber  r  =  G  B  >  p^  sin.  Ä  ist,  ond  drfs  Fig. 
IX  jene  Fftlle  Tersinnlicltt,  in  denen  R  =  WB  <  ^'and 
aaefc  r=:  6lt<  p  sin.  ß  ist,  so  folgt  dafs 

in  Fig.  V  der  Kegel  AHB  ^  AGB 
in  Fig.  II  der  Kegel  ABB  >  AGB  nnd 
in  Flg.  IK.  der  Kegel  AHB  <  AGB  IM.- 
Es  iseidinet  sich  also  der  ftr  ans  wichtige  Fall  (Fig.  V) 
in  dieser  Beziebnng  von  allen  übrigen  F«llen  (Fig.  H^ndlX) 
dadoreh  ans,   dafs  bei   ihm  der  Gi^ondltegel  dem 
BerAbrongskegel  congruent  ist;   wkbrend  in  den 

anderen  möglichen  Fällen  der  Grnndkegel  AGB  ^  als 
der  anf  derselben  Grundflftche  aufstehende  Berübrongskegel 
AHB  ist. 

§.   U. 

Unter  Beziehung  auf  die  Entwiekelong  im  vorigen  §. 
sei  non,  Fig,  X,  B,  D,  G  ein  beliebiger  WÄlwingshegel  und 
B,  W,  Dj  derjenige  Durchmesser  des  W^laungskreUcs, 
wekher  mit  der  Axe  GH  der  Kugel  den  <  B,H-C  —  ^ 
macht.  B,  sei  der  Berübrongsponkt  zwischen  Grand-  nnd 
Wdsungskreisi  es  sei  ferner  die  Arne  GW^  des  W*l*ung8- 
hegels,  deren  Neigung  W,G  G  gegen  die  Am  dos  Grond- 
begels  =  90  +  /?•  wt,  wShrcnd  einer  bestimmten  Penode 
des  WHxcns  von  GW  nach  GW,  gelangt  Der Berthrongs- 
ponkt  in  der  vorhergegangenen  Slellong  «wischen  Gronfl- 
kreis  nnd  Wilzongskreis  heifie  B.  Feraer  habe  der  Badms 
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BW}  wifcicod  ies  Wllsus  too  B  aadi  Bi,  üe  Lkg« 
p'VV,  enreü^t,  to  dftfu  Winkel  pW,  B,  dta  dieser  W&l- 
iMDg  eat^iredicu4«n  Wi«kel  in  Wklznngdtrcis  —  Wil< 
■QBgnriitkel  —  od»  die  Grobe  Aei  Drehung  de»  Wil- 
■■■tihfgrlt  aai  seine  Axt  «acibt,  vribreBd  BGB,  dw 
flalspKeliende  Winkel  im  Grmdkreit  ist 

Wird  ann  dnrck  W,  die  gersde  Linie  WiT  «it  BW 
psrmllcl  gezogen,  so  gibt  bu»  im  sllgemeineB  der  Winkel 
p  Wj  T  die  GtaCw  der  RicbtangsTorscIuedenbeit «%  zwiechea 
'^    1.  ieaea  iirei  StellDugen»  welche   ein  nad  derselbe  Radius 

d  E  des  WAlanagdireiBes  am  Aa&ng  aad  Ende   eiaer  Wkl- 

III    >  jWBgsperiede  bst,  bei  welcber  er  am  Anlsaf^  auFttelieader 

W    -  RadiM  WB  ist  nad  am  Eade  eine  ncae  Stellnog  W,  p  ec^ 

Ul    \  trücbt  bat 

I  Diese  Parallele  W,  t  liegt    im  AUgeBeioen  nicbt  ia 

hl    ;  der  Ebene  B,  pD,,  sbBdem  bildet  mit  ibr  einen  IVeignngs- 

yf]  mokel  «WiT  desaCD  Ebene   durcb  W,t  gebt  «od  seok- 

y^  recht  ist  aar  Ebene  B,  p  Dj,  also  dareh  die  Axe  G  W,  des 

,  Wilaongskegels  BtDiC^l.    Der  andor  Scbaiütel  W,  o 

iHtsee  Pfeigaagswinbels  liegt,  wie  sieb  von  selbst  verstejkt 
„     :.  in  der  Ebene  des  Walaangskreises  B,  p  D,. 

Denkt  naa  sieb  jetzt  den  IVcignagswiniEel  BGB,  der 

1  beiden    Ebenen  B^HG    und  BHG    so  klein,  dals  eines. 

"  ■  tbcOs  das  von  ihnen  eingeschlossene  Fllcbenstfick  B  H  B, 

S*"  t  des  Bcrfihmngskegels  als  eben  bd  betrachten  ist,  nnd  dsß 

^  .  andercntheila  noch  das  Stück  B^WiP   des  WilEungskrei- 

ses  in  der  Ebene  B  H  B,  ü^gt)  bo  folgt,  daß  dsnn  «neb  W,  ▼ 

vi  <  noch  in  der  Ebene  B  H  B, ,  also  ancb  In  der  Ebene  des  Wil- 

Vt  I  anngskreises  e,B,Dj  liegt.    Denn  ist  dnrck  eine  von  zwei 

da  I  Parallelen  cioa   Ebene  gelegt,  welche  wie  hier,  zoglei^ 

je4  >  durch  eioen  Punkt  W,  der  soderen  gebt,    sa  liegt  aadi 

i^  t  dia  ganze  andere  Linie  in  dieser  Ebene. 

Y^  Es  Mit  aber  sladsnnW,T  mit  W,  v  (Fig.  XI)  ansan- 

fg.  men,  da  W,v  ebenso    wie  W,o,    sowohl  in  der  Eben« 

Ij.  j  «W|C  wie  in  der  Ebene  e,  BD  liegt    Id  dies  aber  der 

Fall^  le  ist  (well  w,  t,  in  welcber  die  Linien  W,  r  nnd 

WjO  Ueeen  {Fig.  XI]  dann  parallel  mit  WB,  also  paral- 


<  B,Wtt=B,HB 

■nd  lU  zogleleli  ao^  «nderenieito 

<  pWjT  =  pW,B, 

=  pW,B, 
isty  M  ist  aUgeneio 

<  pWjT  =  pW,B, 


B,W,v 
B,W.t 

B,Ha 


§.   IS. 

Um  ii«tt  die  ßedevtiiMg  dieser  Glcichoog  einzaseheii, 
Ut  es  isrforderlicb  zii  beacbfen,  da&  bei  eiaer  ib  einem  «n4 
csdlieh  Uetnen  ZeiUheileben  (in  einem  Zeitdifferentlal)  w» 
ffiebgelegten  Weisung,  der  Winkel  pW|T  (=  pW|t) 
der  «B  und  flir  sieb  blo^  als  Hnafe  der  BicbtunipTerscbie« 
denbeit  der  betreffenden  Scbenhel  zn  belraebten  war^  sn« 
gieidb  nndi  als  Blaafs  üGur  die  Abweiebnng  an  Ricbtnng  gilt| 
die  der  aubtebende  Radius  des  WAbsongskreises  WB^ 
Im  B&eliSlen  Zeitdifferential  erleidet^  an  dessen  Ende  er 
die  Stellnng  W|  p  dnrcb  die  Wftlznng  erreicht. 

Für  eine  so  kleine  W&Izongsbewegnng  des  W&lznngs- 
kegeU,  wie  die  bier  Torausgcsetzte ,  liegen  ferner  die 
Ebenen  BeD  und  B^e^D^  (Fig.  X  nnd  XI),  welcbe  den 
Ber&bmngskegel  in  den  nnendlicb  wenig  abweichenden 
Seiten  BH  und  B^  H  berühren ^  so  nahe  zusammen,  dafs 
man  sin  noch  als  in  einer  Ebene  li^cnd  zn  betradbten 
bat  Wenn  aber  eine  kreisförmig  begrenzte  Ebene  wie 
DeD,  so  bewegt  wird,  dafs,  sie  in  detf  unbegrenzten  Ebene 
bleibt 9  in  welcher  sie  ursprünglich  lag,  so  ist  die  Rich«^ 
tungsAndemng,  welche  ein  Radius  derselben  eii^et,  gleiek» 
viel  ob  sieh  dabei  der  JHittelpunkt  mit  bewegt  oder  nieht) 
übereinstimmend  mit  der  Ricbtnngsver&nderung,  welche 
irgend  einem  anderen  Radius  derselben  zukommt  Es  ist 
also  Winkel  pW,  v  oder  pWjt  (Fig.  XI)  das  Sfaafs  der 
Richtnngsindernng,  welche  jeder  beliebige 
Radius  des  Wftlzungshreises  und  überhaupt  jede 
zur  W&bnngsaxe  senhrechte,  gerade  Linie,  heim  Wülzen 
des  Wülsnngskegels  auf  dem  Grnndkegel  im  Zeitatoa 
erleidet. 

Ferner  ist  su  beachten,  daft^  weil  hei  so  kleinen  WiV*. 
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Zungen,  wie  die  bier  emikni«D)  auch' das' Slilck  BHB, 
der  Kegelmaolelflficke  de»  Berührnngsltegets  als  eben  zu 
betrachten  ist,  nun  den  ebenen  Winkel  BHBj  (der  in 
der  Kegelmaqtelfl&cke  des  Borfifarangskegcls  liegt)  Fig.  X 
und  XI,  alü  das  Maafs  für  den  in  der  Hanteiflicbe  dea  Be- 
rOkrungskegela  im  Zeitdifferential  gemacklcn  Fortsckritt 
der  anfstebenden  Radien  des  Wslzongskreiaes  an- 
sehen kann. 

Die  Gleichang  pW,  v  =  pW,  B,  —BHB, 
hat  daher  die  Bedentnng,  dafs  bei  jeder  beliebigen  Yerhiu- 
dang  Toii  Walznnga-  and  Grundkegel  das  Maafs  ftlr  die  in 
einem  Zettdifierential  slattßndeodeRiebtnngskndernng,  wel- 
che jeder  Radius  im  W&lznngskreis,  wSkrend  der  ^Vilzung 
erleidet,  gleick  ist  der  Differenz  aus  der  Grfifse  (Maars)  der 
Drehung  des  Wilzungskegels  um  seine  Axe  und  der  GrAfse 
(Haafe)  des  Fortschrittes ,  welche  die  aursteheodcn  Radien 
io  der  Mantelfliche  des  BerAhrungskegels  zarfleMegen. 

§16. 

Diese  Difliereuz  kann  aber  posittr,  Pfull   oder  negativ 

sein,  je  nachdem  Winkel  pW^B  =  B.HB  ist 
< 
Denn,  wenn  nnserer  Annahme  gemäfs  die  Neigung  der 
Wklziingsaze  gegen  die  Axe  des  Grundkegcis  unverändert 
s=  (»0  +  y?)  also  die  Neigung  BHb  (Fig.  H,  V,  IX)  der 
Seite  des  Berfthmngskegcls  gegen  die  Hanptaxe  =0^  bleibt, 
und  auch  die  Gröfae  des  Neigungswinkels  BGB, ,  welchen 
die  Meridianebenen  B  HG  und  B,  HG  mit  einander  maefaea, 
constant  ist,  so  mufs  der  Winkel  BHB,  gtcit^falls  nn- 
Tertnderlich  sein.  Gehen  wir  nlmlich  insbescndere  von 
dem  Fall,  welchen  Fig.  H  darstellt  über  zn  dem  von  Fig. 
V,  so  sehen  wir,  dafs  dabei  der  Radius  des  Wilzangs- 
kreises  R  oder  WB  wAcbat  und  endlich  ^  q  wird,  aber 
der  Radius  des  Grnndkrcises  r  oder  GB  abnimmt  nnd 
=  g  sin.  0  nird.  Alsdann  wird  aber  bei  weilerer  Verin- 
dernng  (Fig.  V  und  IX)  der  Radius  R  wieder  kleiner  und 
der  Radius  r  =  GB  ist  !m  ferneren  Abnehmen  begnSen. 
lern  ist  aber  stets  die  Seite  D  B  des  Berfthmngs- 


—  «1  — 

kegel»  senkedit  aof  der  W&lzoiipaM  C  VV , '  obwohl  aie 
sich  im  An&Dge  dem  JHittelpankte  C  nAbert,  ihn  erreicjitf 
und  dum  über  denselben  hinaus  fortgebt  Ebensp  räobt 
aber  die  kl^e  Ebene  BHB.  (Fig.  X  «nd  XI)  dem  Mitlei- 
pnnbte  C  anßings  n&ber,  nm  nach  dem  sie  ibn^erreicbt  bat^ 
sieh  jenseits  'v^ieder  von  ihm  sn  entfernen,  hieraus  folgf 
aber,  d%  der  JNeigungswinhel  BGB^  derselbe  bleibt)  nnd 
die  Ebene  BIIB^  parallel  mit  sich  fortrückt,  dafjr  dof 
Winkel  BHBj  an  Gröfsc  sieh  nicht  ändert. 

Was  dagegen  den  Winkel  pW^B^  Fig.  XI  betrifft, 
so  ist  zu  beachten ,  dafs  in  Fig.  II  die  gleiehen  Sebedkel 
WB  respeetiye  pWj  kleiner  sii|d,  als  die  vom  Winkel 
BHBj ,  zugleich  ist  aber  die  Lange  des  Bogens  pB^  gleich 
der  Ltoge  des  Bogens  BB^ ,  es  ist  also  Winkel  p  W^  B^ 
in  diesem  Fall  grdfser  aU  BHBj.  In  Fig^  V  werden  da-^ 
gegen  bei  gleicher  L&nge  der  Bogen  BB^  und  pB^  die 
Sehenkel  gleich,  es  ist  also  hierbei ,  wenn  man  bedenkt, 
dafs  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  der  Winkel  beide 
Bogen  als  noch  Kusammenfallend  gedacht  werden  ktonen, 
Winkel  pW,  Bj  =BHB,. 

Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dafs  in  den  Fällen,  welohe 
Fig.  IX  darstellt,  Winkel  pW.B.  <BHB,  wird.  Es 
wird  also   in  den  Tcrschiedenen   Fällen  Winkel 

pWB.^BHBj, 

folglich  die  Differenz  beider  positiv,  IVuU  oder  negativ,  je 

nachdem  ^..   -^    ^'  «%■««&  •  i 

pW,Bj  =  BHB,      wird. 

Wir  sehen  also  auch  wieder  hierbei,  dafi  der  lilr  uns 
interessante  Fall  Fig.  Y  sich  dadurch  auszeichnet,  dafs  er 
der  einfachste  von  allen  eben  behandelten  ist,  indem  (ur 
ihn  die  Differenz 

pW,B,  —  BHB^  =  0,  al8opWiV  =  0 
ist,  während  för  alle  Fälle,  wie  Fig.  II  p  W^  v  >-  0  d.  L 
positiv  und  in  denen  wie  in  Fig.  IX  p  Wj^  v  <C  0  d.  h.  nega.- 
liv    wird. 

§•    17. 

Da  die  Voraussetzung,  dals  ein  Theil  der  Tangential- 


PENDELBEWEGÜNG. 


iTION 


'AT  ZU  MARBURG, 


FGEISMAR. 


MARBURG  188t: 


! 
, 


Bl 


ii  ■ 


kl 

wi 


V.I   ■ 

p» , 

da  1 

fü:, 

IJC  I 


ebeae  nUt  dem  berflhrie«  Tlieile  BHB,  der  K«g«lBimtd- 
flade  nuammeoMle,  nnr  dann  volUUndig  gcrechtTertiKt 
lat,  wean  Winket  BGB,  =0,  als«  das  FlichenaHckclieB 
BHBj  zn  einer  Beräbrnagslinie  geworden  iat,  h 
Ibigt,  dafa  bei  irirUicber  Bewegung,  wobri  die  Winbd 
BHB,  nnd  pWiB,  nie  absolat  gleich  0  sein  ktanen,  mA 
d«i  Winkel  pW^T  nie  «bsolit  genan  f^ch  pW,B,  — 
BHBt  sein  kann. 

Es  ist  aber  leicht  «nzDselien,  dafa  wenn  wir  ona  dct 
Winkel  BGBj  anendltch  klein  werdend  denken^ 
sicfa  hierdurch  die  Diferenz  pW,Bj  -~BHB,  ao  aekr 
dem  Winkel  p  W ,  ▼  und  dieser  sieb  wieder  so  sehr  der  Nd 
nlbert,  als  nnr  irgend  möglich  ist,  and  d ab  jedenfalls  der 
Werth  von  pW,T  in  Fig.  V  der  Noll  niher  atebt,  als 
in  irgend  einem  der  sonst  möglichen,  in  Fig.  II  «nd  DC 
Tcrainnlichten   Fllle. 

Da  aber  ia  geomctriseber  Hinncfat,  sowohl  die  posi- 
tire  wie  die  negative  Abwelehang  pWiT  einer  Linie 
Tom  Parallelismns  mit  Ihrer  frfiheren  StcUnng  grtlser  ist, 
als  eine  Abweichnng,  welche  man  als  Null  zu  betrachten 
hat,  Bo  folgt  aus  den  beiden  letsteo  §§.,  daft  fiir  den 
Fall  —  wo  der  WUznngskegel  za  einer  Balbkugel  also 
der  Radios  des  Wftizungskreiaes  H  ^  ^  nnd  der  Radios 
r  des  Grnndkreises  =:  q  sin.  ß  wird  — jede  zur  Wilznngs- 
aze  seokrecktc,  gerade  Linie  Im  Zeitatom,  die  mAglichst 
kleinste  Abweichnng  von  ihrer  frAbcren  Stellung  erleidet, 
da  för  diesen  Fall  Winkel  p  W,  v  sieb  am  meisten  der  Nnll 
nifacrt. 

Es. ist  aber  gerade  diese  Combination  von  W^ilznogs- 
Düd  Gmndkegel)  welche  die  Foucanit'seliea  Gesetze  ttv  die 
Pendelebene  durch  die  Drehung  eines  Hauptschnittcs  in 
allen  Eigenschatten  vollstindig  nachahmt^  man  kann  daher 
aucb  Bagen:  die  Drehung  der  Pendele hene  ist  so  beschaffen, 
dafs  jede  Horizontale  in  dieser  Ebene,  wihrend  der 
Bewegung  in  einem  Zeitatome,  die  mAgliebst  kleinste  Ab- 
weichung vom  Paralleiismus  mit  der  Stellung  erleidet^  die 
sie  am  Anfang  des  Zcitatoms  einnahm. 

— — «eOo» 


eu 


%.X.  ß 


%3zrfi 


\ 


^^^^ 


DEL, 


PENDELBEWEGÜNG. 


'.; 


^TION 


5". 


^ÄT  ZU  MARBURG, 


FGEISMAR. 


MARBURG  1889. 


These 


£js  gibt  keine  genOgende  Definition  fiir  den  Be- 
griff MultipUcatioQ. 

u. 

Zwischen  Differentialien  und  onmögliehen  GrÖlsen 
lassen  sich  Analogien  erkennen. 

m. 

Der  Begriff  iles  Differentials  und  des  zwischen 
bestimmten  Grenzen  zu  nehmenden  Integrals  gehört 
der  Elementar  -  Mathematik  an. 

IV. 

Die  meisten  ThätigkeitsäuTsertuigen  lebender  Wesen 
und  ihrer  Ot|;ane  sind  lYirknngen  elektrischer  Strdme. 


DEL, 

PENDELBEWEGÜN6. 


k-TION 


Von  der  Art  and  Weise,  wie  sich  die  Atome 
and  Holecöle  der  Körper  mit  einander  verbanden 
haben,  hängen  die  wichtigsten  physikalischen  and 
chemischen  Erscheinungen  ab. 


:ÄT  zu  MARBURG, 


FGEISMAR. 


MARBURi 


DAS  FADENFEHDEL, 

EINE  ERWEITERTE  DARSTELLUNG  DER  PENDELBEWEGUNfi. 


IN  AUGURAL-DISSERTATION 

ZDR 
ERLANGUNG  DER  DOCTORWÜRDE 

BEI  DER 

PHILOSOPHISCHEN  FAKULTÄT  DER  UNIVERSITÄT  ZU  MARBURG, 


EINGEREICHT 


VON 


AUGUST  bOSSFELD,,. 

ORD.  LEHRER  AM  REALPROGVMNASIUM  Z\5  HOFGEISMAR. 


MARBURG  1889. 


Ä 


Das  Fadenpendel, 

eine  erweiterte  Darstellung  der  Pendelbewegnng. 

Sieht  man  von  dem  Widerstand  der  Luft  ab,  so  bewegt  sich  ein  materieller  Punkt,  wenn 
J  ihm  durch  einen  Anstoss  eine  Geschwindigkeit  in  bestimmter  Bichtung  erteilt  wird,  unter  dem 
Einflnss  der  Schwerkraft  in  einer  Parabel  Ist  nun  derselbe  durch  einen  nnausdehnbaren  Faden 
{vollkommen  biegsame,  gewichtslose  Linie)  mit  einem  festen  Punkt  verbunden,  so  hört  seine  Be- 
wegung in  der  Parabel  auf,  sobald  er  vom  festen  Punkt  eine  Entfernung  gleich  der  Länge  des 
Fadens  erreicht  hat.  Die  Geschwindigkeitskomponente  in  der  ßichtung  des  Fadens  wird  durch 
die  Festigkeit  des  Fadens  vernichtet,  und  die  darauf  senkrecht  gerichtete  Komponente  stellt  die 
Anfangsgeschwindigkeit  der  folgenden  Bewegung  dar.  Diese  geht  unter  der  Bedingung  vor  sich, 
dass  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes  von  dem  festen  Punkte  nicht  grösser  als  die  Länge 
des  Fadens  sein  kann;  sie  stellt  also  die  Bewegung  des  Pendels  dar,  solange  die  Entfernung 
gleich  der  Länge  des  Fadens  bleibt.  Da  aber  die  Verbindung  mit  dem  festen  Punkt  durch  den 
Faden  keine  starre  ist  und  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes  von  dem  festen  auch  wieder 
kleiner  werden  kann  als  die  Fadenlänge,  so  kann  in  dieser  Hinsicht  die  Pendelbewegung  auch 
in  einem  weiteren  Sinne  betrachtet  werden,  was  in  dem  Folgenden  geschehen  soll. 

L  Teil. 


^*  ] 


Zunächst  sei  die  Annahme  gemacht,  dass  der  materielle  Punkt,  dessen  Masse  gleich  der 
Einheit  sei,  einen  Anstoss  in  der  durch  ihn  und  den  festen  Punkt  gehenden  Vertikalebene  er-  :S\M 

halten  hat  (ebenes  Pendel),  darauf  möge  im  zweiten  Teil  die  Untersuchung  auf  das  sphärische 
Pendel  ausgedehnt  werden. 


f^ 


1  - .  i; 


I.  Bewegung  auf  dem  Kreise.     Einfaches  Pendel. 

Nimmt  man  den  festen  Punkt  als  Pol,  die  Vertikale  durch  denselben  in  der  Bichtung 
der  Schwere  als  Polaraxe,  bezeichnet  man  ferner  die  Beschleunigung  der  Schwere  mit  g,  die 
Länge  des  Fadens  mit  l,  den  Polarwinkel  mit  ^  und  mit  O'q  denjenigen  Polarwinkel,  mit  welchem 
der  bewegte  Punkt  in  die  Peripherie  des  Kreises  trifft,  so  gilt  bei  abnehmendem  Polarwinkel  für 
die  Pendelbewegung  die  Differentialgleichung: 

(X) j^  =g^n&, 

deren  erstes  Integral 

<2) v^  =  Vq^  +  2  glcos  &—  2glco8  ^^  q.^ 

ist,  wenn  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Pendelbewegung  darstellt.    Aus  der  Gleichung  geht  |^ 

hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  v  für  den  Polarwinkel  —  ^  dieselbe  ist  wie  tur  ^,  d.  h.  in 


*  j 


entsprechenden  Punkten  der  Halbkreise  zu  beiden  Seiten  der  Polaraxe;  ferner,  dass  sie  beim 
Niedergang  des  beweglichen  Punktes  bis  zum  tiefsten  Punkt  zunimmt,  beim  Au&teigen  bis  zum 
höchsten  Ereispunkt  abnimmt.  Das  Maximum  der  Geschwindigkeit  wird  im  tie&ten  Punkt  des 
Kreises,  wo  ^  =  0,  das  Minimum  in  dem  höchsten  Punkt  erreicht,  wo  ^  =  +  tt  und  v^  =  v^^ 
—  2  gl  cos  ^Q  —  2  gl.  Allein  es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  Vq^  —  2  gl  cos  &q<  2  gl  wäre,  alsdann 
würde  der  höchste  Punkt  des  Kreises  nicht  auch  der  höchste  Punkt  der  Pendelbewegung  sein. 

Als  zweite  Bewegungsgleichung  ergiebt  sich  aus  (3),  da  t;  »=  —  l  -^, 

(8) t  =  —  l/     .  =:, 


YVq^  +  4:glsin^^  —  'igl  sin  -^ 

worin  die  Zeit  vom  Anfang  der  Bewegung  im  Kreise  gerechnet  wird. 
Bei  der  Integration  müssen  drei  Fälle, 

unterschieden  werden,   von   denen  der  mittlere  als  Grenzfall   der  beiden  anderen  betrachtet 
werden  kann. 

Erster  Fall:  VQ^<4gl  cos  -^. 
Die  Integration  ergiebt 

^  ^  v^^ +  4  gl  sin -^ 

Bezeichnet  man  die  Zeit  bis  zum  tiefsten  Punkt,  wo  i> = 0,  mit  t^,  so  ist  t^  =  ky  —  fI— &q,  kh 
Misst  man  nun  die  Zeit  von  dem  Zeitpunkt  an,  wo  der  tiefste  Punkt  erreicht  wird,  so  hat  man 

Der  Punkt  macht  ganze  Kreisumläufe  von  gleicher  Dauer.    Die  Zeit  des  halben  Umlaufs  wird 
durch  das  Integral  T  =^  k\  -  •  K  bestimmt. 

Zweiter  Fall:  Vq^  =^  4  gl  cos  -—^ 

Ja 

Da  k^  =  1,  so  nehmen  die  Formeln  folgende  Werte  an: 

v^  =  4  gl  cos  Y^  ^=^  ~2^1  /    — ö-"^  ^0  ^  ^^'  y^^^^~^\  ^^~ir  ~  ^^^^^  V        /' 

Jö         2 
Der  höchste  Punkt  des  Kreises,  für  den  %'/  =  —  tt,  wird  nicht  erreicht,  da  hierzu  t  ins  Unend* 
liehe  wachsen  muss.    Der  materielle  Punkt  nähert  sich  ihm  asymptotisch;  je  näher  er  demselben 
kommt,  um  so  langsamer  bewegt  er  sich. 

Dritter  Fall:  v^^  <  4  gl  cos  -|^. 


Der  Modulus  Z:  =-]    / — g—  des  elliptischen  Integrals  wäre  in  diesem  Falle  >  1. 

v^+glsin  -^ 


2^ 

^        vo*  +  4  gl  sin  -^ 
Wird  daher  ftj'  =  p== — gesetzt  und  eine  neue  Variabele  y  eingefnhrt,  die 

mit  ^  durch  die  Gleichung  sin  ~  =  ki  sin  g>  verbunden  ist,    sodass   dem  d^^  ein  Winkel  9)^ 

entspricht  und  «n^o  =  —, — ,  so  erhält  man  f  «=  Jr   -•  F(g)Q,  ij) —  [/—  JP  (<p.,  Äi).     In   dem 

^1  ff  9 

tiefsten  Punkt  der  Bahn  ist  ^  «=  y  =  0  und  t^=\/L  -PCspo»  äti).  Daher  hat  man,  wenn  die  Zeit 

^  ff 
vom  tie£sten  Punkt  an  gerechnet  wird, 

/  •        ^\ 
^  =  V-  jP  ( —  9,  Ä|)  und  —  5p  —  arc  sin  I — r 1  =  am  \Vj  t,  ä^i  ). 

Wegen  der  Bedingung  v,®  <  Aglcos-^  würde  t;  in  diesem  Falle  für  /a  =  —  tt  keinen 

reellen  Wert  mehr  haben.  Der  materielle  Punkt  kann  also  den  höchsten  Ereispunkt  nicht  er- 
reichen, seine  Geschwindigkeit  wird  schon  für  einen  kleineren  Polarwinkel  a  gleich  nulL  Dieser 
wird  aus  der  Gleichung  v^=»  v^^  +  2  gl  cos  a  —  2  gl  cos  3'^-=^  0  gefunden;  man  erhält 

COS  a  = 5 -^ 5  «=  1 — 2  Äi*  oder  ±  «in  ~  =  Äi  .     Innerhalb  der  Elongationswinkel  a 

and  —  a  vollfahrt  der  Punkt  OsciUationen ,  bei  welchen  die  Zeitdauer  zwischen  einer  höchsten 

and  der  tiefsten  Lage  durch  das  vollständige  elliptische  Integral  T  ==>   y  —*  K,  mod.  ki ,  bestimmt  ist. 

2.  Die  Spannung  des  Fadens. 

Es  ist  zu  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  der  materielle  Punkt  die  Pendelbewegung 
aufgeben  und  sich  wie  ein  freier  wieder  in  einer  Parabel  bewegen  kann.  Dies  verlangt  die 
Feststellung,  in  welchen  Fällen  die  Beschleunigung  N  (Spannung  des  Fadens),  die  den  Punkt 
zwingt  in  der  Peripherie  des  Kreises  zu   bleiben,  null  und  negativ  werden  kann.    Diese  Be- 


v^ 


schleunigung  setzt  sich  aus  der  Cent]#|igalbeschleunigung  ~j  der  Ereisbewegang  und  der  Normal- 
komponente g  cos  &  der  Schwere  zusammen,  sodass  sich 

(4) iV  =  -y  +  ^r  •  C05  ^ 

ergiebt  Wenn  sich  der  materielle  Punkt  in  dem  oberen  Halbkreis  befindet  und  ^  ^  also  ein 
Stampfer  ist,  so  wird  cos  &  negativ,  sodass  auch  N  null  und  negativ  werden  kann.  Nun  ist 
wegen  (2) 

/cv  -KT      ^0* — 2  gl  cos  x^Q    ,    „ 

(5) ^  «=.  -5 1 5  +  ^  g  cos  ^. 

Die  Druckbeschleunigung  N  hängt  also  von  dem  Polarwinkel  in  der  Weise  ab,  dass  sie 
mit  abnehmendem  Winkel  grösser  wird  und  dass  zu  einem  negativen  d^  eine  ganz  gleiche  Druck- 
beschleunigung gehört,  wie  zu  einem  gleich  grossen  positiven  Wert  von  ^.  Neben  den  Konstanten 


!,  .Ja? 


2  und  ^  kommen  in  (6)  noch  die  Eonstanten  Vq  and  ^^  vor,  welche  darch  Grösse  and  Richtang 

des  Anstosses,  den  der  materielle  Pankt  erhalten  hat,  bestimmt  werden.   Das  Maximum  erreicht 

N  mit  v^  -  0,  das  Minimum  mit  ^  =  4:  tt. 

i)  *      2  ol  cos  ^ 

Die  Bedingung  für  jV  =  0  ist  —  cos  d^^^  -^ ~i •    Da  v^*  —  ^glcos  d-^^O  wegen 

3  gl 

(2),  wenn  der  materielle  Punkt  in  den  oberen  Halbkreis  gelangen  soll,  so  muss,  wenn  jV  <0, 
erstens  —  co^  ^  >  0  sein.  Zweitens  gilt  i;^^  —  2  gl  cos  x}-f^<  S  gl\  denn  ausgeschlossen  ist  ohne 
weiteres  Vq'^  —  2  gl  cos  ^^  >  3  gl^  und  wäre  Vq*  —  2  gl  c(w  ^^^  —  3  gl,  also  +  ^  =«  tt,  so  könnte  N 
nicht  negativ  werden  und  der  materielle  Punkt  die  Peripherie  nicht  verlassen,  da  N  alsdann  den 
Minimalwert  null  erreicht  und  alsbald  wieder  zunimmt.  Nur  in  dem  besonderen  Fall,  dass  die 
Parabel  mit  ihrem  Scheitel  den  Ereis  im  höchsten  Punkt  berührt,  dass  der  bewegliche  Punkt 
nur  einen  Moment  in  die  Peripherie  tritt,  kann  derselbe  aus  der  Ereisbahn  im  höchsten  Punkt 
heraustreten.  Aus  demselben  Grund  kann  der  Punkt  die  Peripherie  des  Ereises  nicht  mehr  ver- 
lassen, nachdem  er  den  höchsten  Ereispunkt  bereits  passiert  hat  und  in  dem  rechten  Halbkreis 
der  positiven  Winkel  sich  bewegt^  indem  die  Spannung  des  Fadens  in  diesem  wieder  zunimmt. 
Als  Bedingungen  dafür,  dass  der  pendelnde  Punkt  die  Peripherie  des  Ereises  verlässt  und 
sich  darauf  in  einer  Parabel  bewegt,  gelten  daher 

(6) 0<v^^—2glcos^o<3gl, 

durch  welche  der  Polarwinkel  x^^  des  materiellen  Punktes  im  Momente  des  Abweichens  aus  der 
Ereisbahn  auf  den  Quadranten 

(7) f<-^i<^ 

beschränkt  ist. 


3.  Bewegung  in  der  Parabel. 

Der  materielle  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Parabel  weiter,  wenn  ihm  ein  negativer  Polar- 
winkel ^^  zukommt,  sodass 

(8) _,«,^^  =  V^ii4£?L^. 

'^  gl 

Ist  die  Bewegung  linksläufig,  sodass  die  Polarwinkel  zunehmen,  so  ist  ^t  positiv. 
Die  ^,  entsprechende  Geschwindigkeit  ist 

(9) v^  =  V  Vq^  —  2  gl  cos  ^Q  +  2  gl  cos  ly^^yf  —  gl  cos  ^^. 

Man  kann  nun  rechtwinklige  Eoordinaten  einführen,  indem  die  Vertikale  als  ^-Axe 
mit  der  positiven  Richtung  der  Schwere  und  die  Horizontale  durch  den  Mittelpunkt  des  Ereises 
mit  der  positiven  Richtung  nach  rechts,  d.  i.  durch  den  Halbkreis  der  positiven  Winkel,  als 
:c-Axe  genommen  werden. 

.   .  d^  X  d^z 

Die  Bewegungsgleichungen  des  schweren  Punktes  in  der  Parabel  sind  -^  =  0,  ^  =  5^, 

deren  erste  Integrale  daher 

(10) TT  =  —  v^  COS  &^  und  -TT  =  t'j  sin  d^^  +  gt, 

wobei  die  Zeit  von  der  Bewegung  in  der  Parabel  an  gerechnet  werden  soll  und  sowohl  cos  \ 
als  sin  0-^  negative  Grössen  darstellen. 


(11) 


Die  zweiten  Integrale,  die  Gleichungen  der  Bahn,  sind 

(  X  —  Isin  &^  =  —  v^  cos  x^^'  t 

I  5  —  l  cos  ^^  =  v^sin  &^'  t  +  -^  gt\ 

Der  bewegte  Punkt  muss  einmal  wieder  in  die  Peripherie  des  Kreises  gelangen,  sodass  alsdann 
seine  Koordinaten  a?g,  z^  der  Kreisgleichung  a?g"  +  ^"  —  ?■  genügen.  Dies  geschehe  nach  der 
Zeit  ^,  welche  also  durch  die  Gleichung 

(l  sin  &^  —  v,  cos  ^1  •  t^y  +  (l  cos  ^,  +  v,  sin  ^t  '  *2  +  ^ff^i^Y  =  ^' 

bestimmt  wird.  Es  ergiebt  sich  <,*  fj  g^  ^*  +  5^i  ^w  ^^  •  ^  4-  gl  cos  ^^  +  t;,'^  =z=:  o  und,  da 
Vj*  +  gl  cos  &^  =  0, 


(12) 


<» 


4  v,  «in  ^1  _ 

-  ^  — 


\d</i 


(13) 


als  die  Zeit,  nacli  welcher  der  Punkt  aufs  neue  in  die  Peripherie  gelangt.     Seine  Koordinaten 
sind  dann 

x^'^  Isin^i  {l—Acos  *^i)  ~-  —  Z rin  3  ^1 

e^=^  lcos^^{l  —  4iSin  ^&^)  =  lcos9  &i. 

Setzt  man  a^^  "*  2  ^n  ^2«  ^  "=  ^  ^^  ^s«  ^  ^^^  ^^^ 

(14) ^^  =  —  3^^—2n. 

Da  iS^,  ein  negativer  stumpfer  Winkel  ist,  so  be- 

TT  2 

ginnt  die  Pendelbewegung,  wenn  ~  <  —  *,  <  ^  ^  oder 


0  <  —  cos^^ 

2 


— ,  mit  einem  negativen  spitzen  Winkel  ^2- 


Wenn  aber  ^  n  <  —  &^  <  ti,  so  ist  —  3  ^^  >  2  tt,  der     ^-'-^i 

Punkt  trifft  den  Kreis  in  der  rechten  Hälfte  und  &^  ist 
ein  positiver  Winkel  Weil  nun  tt  —  ^3  =  3  (tt  +  ^J, 
so  ist  der  Bogen  l  (n  —  i>j)  zwischen  dem  Scheitel  des 
Kreises  und  dem  Endpunkt  der  Parabel  dreimal  so  gross 
als  der  Bogen  l  {71  +  ^^)  zwischen  dem  Ausgangspunkt 
der  Parabel  und  dem  Scheitel  des  Kreises.     Ist  speciell 


—  1». 


—  TT,  so   ergiebt  sich  ^j  =  0,  der  bewegliche 


Punkt  trifft  den  Kreis  im  tiefsten  Punkt,  jedoch  nicht 

unter  einem  rechten  Winkel,  und  setzt  seine  Bewegung  nach  rechts  im  Kreise  fort,  wie  aus 

dem  Folgenden  klar  wird. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zerfällt  beim  Eintreffen  im  Kreis  in  eine  Komponente, 
die  durch  die  Spannung  des  Fadens  vernichtet  wird,  und  in  eine  zweite  tangentielle  Komponente 
^2)  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  neuen  E^reisbewegung.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die 
Tangente  der  Parabel  mit  dem  Badius  bildet  mit  tp^  und  beachtet  man  die  Gleichung  der  Tangente 

X     ~~~'     X^  J»     ^~~    <M 


VdJ, 


\dt). 


i^'.'. 


■■\fi 


iL 


8 
und  die  61.  des  Badins  (der  Normale) 

X  z 

x^       z^ 
so  erh&lt  man 

ä;X\  idz\ 


X. 

cos  i/Zg  =  ^ 
l 


(\      _L_  (         \ 


V(|)>(d: 

und  als  verlorene  Komponente  folglich 

V  cos  ip^  = ^ =• 

Nun  ist  aber  (|)^-  (|)^,  (|),-(|)^  +^  tmd  x.  =a:,  +  (|)^.  <,;^-^  +  (|). 
^2  +  Q  5*8 ',  folglich  die  verlorene  Komponente 

Die  Geschwindigkeit  t;,  mit  welcher  der  Punkt  im  Kreise  ankommt,  ist 


sodass 


—  8  v-  ^  sin  *^-         8  sin  '^i  cos  ^,        , 
cos  V^o  = _-|_-_--J_  =  ^  ^,  und 

^  VI  +  8 sin  «1^,       Vi  +  8  sin  «^^ 


";ri 


^3-12^sJ^  +  8^       ±H— 4 ^^'^0(— 4 ^^^^0 

5^n  V^B  =  ± ^ = 

Vi  +  Ssin^:\  Vi +  8  sin  «^1 

Es  ist  noch  zu  entscheiden,  welches  der  beiden  Vorzeichen  für  dn  tp^  gilt. 

Vg,  d.  L  t;  sin  ip^,  muss  gleich  —  t;  und  sinxp^  =  —  1  gesetzt  werden,  wenn  der  materielle 
Punkt  auf  dem  untern  Halbkreis  bis  an  die  x-Axe  gelangt  ist,  wo  cos  ^^  >»  0,  und  seine  Richtung 
umkehrt,  ohne  die  Peripherie  zu  verlassen.  Dagegen  hat  man  v^  =  +  v  und  sin  tfj^  =  1,  wenn 
der  materielle  Punkt  den  höchsten  Kreispunkt  erreicht,  wo  cos  ^j  =  —  1,  und  ohne  die  Peripherie 
zu  verlassen,  mit  derselben  Geschwindigkeit  weiter  geht.    In  dem  Zahlenraum  0  >  cos  «>,  >  —  1 

^3  __  Vs 
verschwindet  aber  3  —  12  cos  "u^^  +  8  cos  ^d^^  nur  für  cos  ^,  = ,  woraus  hervorgeht, 

K  3 Y^  3 y  ^ 

dass  t?«,  sowie  sin  w  für  cos  ^i  < ^r — — ,  d.  i.  cos  *^i  > ,  positiv  und  für  cos  ^,  > 

2  4 

V^ j/ 3 

negativ  ist,  dass  also  das  untere  Vorzeichen  für  sin  tp^  gilt. 

Daher  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit  Vg,  mit  welcher  der  materielle  Punkt  die  Be- 
wegung im  Kreise  wiederbeginnt, 
(16) Vg  =  Vi  (—  3  +  12  cos  «^1  —  8  cos  ^^J. 

V^  —   V3 
Soll  Vg  --  0  sein,  so  gilt  die  Bedingung  cos  ^i  = ^^-^ ,  also  —  ^i  =  124^  15'  52"  71  und 


daher  ^g  =  12®  47'  38",  13.  Die  neue  Pendelbewegung  beginnt  somit  in  einer  der  früheren 
Richtung  entgegengesetzten,  wenn  —  ^i  <  124°  15'  52",  71,  in  gleicher  Eichtung  jedoch,  wenn 
—  ^j  >  124<>  15'  52",  71. 

Wäre  die  Verbindungslinie  mit  dem  festen  Punkt  eine  starre,  der  bewegliche  Punkt  also 
in  dem  Kreise  geblieben,  so  würde  seine  Geschwindigkeit  in  dem  Ereispunkt,  welcher  von  der 
Parabel  geschnitten  wird,  den  Wert 

Vvo*  +  ^  gl  (cos  ^^  —  cos  ^q)  —  V  —  ffl{3co8^^  —  2  cosS  ^i)  —  Vi  VT+'s'smW^ 
annehmen;  er  ist  dem  Werte  der  Endgeschwindigkeit  in  der  Parabelbewegung  gleicL    Da  nun 
eine  Komponente  der  letzteren  verloren  geht,  so  ist  v^  kleiner  als  die  demselben  Kreispunkt 
entsprechende  Geschwindigkeit  bei  ununterbrochener  Kreisbewegung.    Dieser  Umstand  lässt  nicht 
ohne  weiteres  die  Annahme  zu,  dass  der  Kreis  ein  zweites  Mal  verlassen  werden  kann. 


4.  Zweite  Abweichung  aus  der  Kreisbahn. 

Eine  zweite  Abweichung  kann  nur  stattfinden,  wenn  der  Polar winkel  ^,  im  Momente 
des  Abweichens  ein  stumpfer  ist,  also  wenn  o  <  —  cos  &^  <  1.    Nun  hängt  in  gleicher  Weise 
—  cos  ^3  von  V2  und  cos  ^^  ^^»  ^^^  —  ^^^  ^1  ^^^  ^0  ^^^  ^^^  ^0^  ^s  ist  daher 
/,«N  *i        ^fi^  —  2  gl  cos  ^^ 

und  wegen  (16),  (15)  und  (9) 

—  cos  ^1  (—  8  cos  ^>i  +  12  cos  *^i  ~    3)^  —  2  cos  ^^  (4  cos  ^^^  —  3)        . 


COS  ^8  ^ 


3 


(18) 


—  COS  iV", 


s 


=  —  cos  ^1    I   1  —  y 


'1> 


6f, 


COS  ^Uj^  stn  r^. 


■■} 


Der  erste  Faktor  —  cos  i^^  ist  positiv,  die  Bedingung  —  cos  ^3  >  0  verlangt  daher,  dass 
auch  der  zweite  positiv  ist,  also  die  Ungleichung  gilt 

64  cos  ^^1  —  192  cos  «^^  +  192  cos  ^d-^^  —  64  cos  ^^^  +  3  >  0. 
Zerlegt  man  die  Form  linker  Hand,  die  bezüglich  cos  ^d-^  vom  4ten  Grade  ist,   in  reelle  Fak- 
toren, so  ergiebt  sich  die  Bedingung 
64  [cos  *^i  —  2,3808808  cos  ^^^  +  1,494588]  [cos  ^S^^  —  (0,7606379)*]  [cos^  ^^  —  (0,2369279)«]  >  0. 
Da  der  erste  Faktor  in  der  Klammer  positiv  und  auch  (cos  0-^  —  0,7506379)  (cos  ^^  —  0,2359279) 


n 


wegen  -  <  —  ^1  <  n  positiv  ist,  so  kann  der  materielle  Punkt  die  Kreisbahn  nur  dann  auf- 

2 

geben,  wenn 

(cos  ,>!  +  0,7506379)  (cos  &^  +  0,2359279)  >  0. 
Dazu  gehört  entweder  —  cos  &^  >  0,7506379  oder  —  cos  0^^  <  0,2859279.   Eine  zweite  Abweichung 
findet  also  statt,  wenn  entweder 

(19) 138<>38'44",41<— ^i<7r 

oder  wenn 


(20) 


71 


^<^i<103^38'46",77. 


In  dem  ersten  Fall  trifft  der  Punkt  in  dem  rechten  Halbkreis  ein  und  bewegt  sich  mit 
positiver  Geschwindigkeit  weiter,  in  dem  zweiten  Fall  bleibt  der  Punkt  in  der  linken  Kreishälfte 
und  bewegt  sich,  nachdem  er  die  Peripherie  erreicht  hat,  auf  derselben  mit  negativer  Geschwindig- 
keit, d.  L  mit  zunehmendem  Polarwinkel,  nach  dem  positiven  Halbkreis  zu. 

Hoaaf«ld.  Das  FftdAnoandel.  a 


r  .0-. 


tV^^t* 


t.  V 


J*  . 


»■»■. 
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Gehört  der  Polarwinkel  —  ^^  dem  dazwischenliegenden  Intervall 

(21) 103^  38'  46",  77  <  —  1»!  <  138«  38'  44",  41 

an,  so  verlässt  der  materielle  Punkt,  nachdem  er  die  Parabel  durchlaufen  hat,  die  Peripherie 
nicht  wieder  und  vollführt  nur  noch  die  Schwingungen  eines  Pendels  in  dem  untern  Halbkreis. 

Zweitens  muss  —  cos  ^g,  d.  i.  -^ ^-^ ^  <  1  sein.  Denn  väre  v^^  —  2  gl  cos  0-2  >^  gl, 

so  würde  sich  der  materielle  Punkt  über  den  höchsten  Ereispunkt  hinausbewegen,    wie  die 

Bedingung   für  den  ersten  Fall  der  Pendelbewegung  (siehe  ersten  Abschnitt)  zulässt,  und  es 

könnte  somit  keine  Abweichung  mehr  eintreten.    Die  verlangte  Bedingung  wird  aber  erfüllt, 

nachdem  der  Punkt  die  Peripherie  verlassen  und  wieder  erreicht  hat,  da  der  Übergang  der 

Parabelbewegung  in  die  Kreisbewegung  mit  einem  Verlust  an  lebendiger  Kraft  verbunden  und 

somit  die  (reschwindigkeit  der  zweiten  Kreisbewegung  überall  kleiner  ist  als  die  der  ersten. 

Erreichte  daher  der  materielle  Punkt  bei  der  ersten  Kreisbewegung  den  obersten  Kreispunkt 

nicht,  so  erreicht  er  ihn  bei  der  zweiten  noch  weniger  und  verlässt  vielmehr  von  einer  tiefer 

gelegenen  Stelle  die  Peripherie. 

Auch  analytisch  kommt  man  zu  dem  Resultat,  dass  —  ^s  <^  —  ^v  ^*  —  c(w  ^^3  — 

1 
—  cos  t^i  —  —  [4  cos  ^t  s^in  *^i]",  also  —  cos  x>^  <C  —  cos  v^^  ist. 

3 


5.  Weitere  Abweichungen. 

1)  Unter  der  Voraussetzung,  dass  ^  <  — ^,  <  103®  38' 46",  77  oder  0  <:—cos&^<  0,2369279 

unter  welcher  eine  erste  und  zweite  Abweichung  aus  der  Kreisbahn  erfolgt,  erfolgt  auch  eine 
dritte,  vierte  u.  s.  w.,  da  0  <  —  cos  &^  <i  —  cos  &^  <  0,2369279  und  somit  0  <  —  cos  ^5 
<  —  cos  &^  u.  s.  w. 

Die  Abweichungen  finden  abwechselnd  in  dem  negativen  und  in  dem  positiven  Halbkreis 

statt.  Ist  ^  der  Polarwinkel  für  irgend  eine  Abweichung,  so  stellt  —  cos  &\l  — —cos  ^^  (1  —  cos  ^d)^\ 

den   Kosinus    des  Polarwinkels  für   die   folgende   Abweichung    aus  der  Peripherie   dar.     Die 

64 
Klammergrösse ,   deren  Derivierte  nach  cos  *^  den  Wert  -3-  (1  —  cos  ^&y  (4  cos  ^d-  —  1)  hat  und 

negativ  ist  für  das  vorausgesetzte  Wertgebiet  von  —  cos  &^ ,  nimmt  zu  mit  abnehmendem  cos  *i^. 
Je  kleiner  also  cos  ^^  und  ±  &,  je  tiefer  die  Punkte  der  Abweichung  liegen,  um  so  mehr  nähert 
sich  der  Faktor  der  Einheit  und  würde  ihr  gleich  werden ,  wenn  —  cos  x^  =  0  wäre.  Alsdann 
würden  nur  noch  Pendelschwingungen  in  dem  untern  Halbkreis  erfolgen. 

Diese  Näherung  wird  jedoch  immer  langsamer,  sodass  die  Axenpunkte  nach  einer  endlichen 
Zahl  von  Abweichungen  nicht  erreicht  werden  können.     Denn  nimmt  man  n  solcher  Abweich- 

7t 

ungen  an,  so  wäre  schliesslich,  wenn  ^2 » - 1  bis  -  abgenommen  hätte, 

0  =  cos  v>2n-l  = COS  ^2/1-8  '1 TT  COS  ^^2  i.  -  8  ^W  '^2  «  -  8 

=  —  C05  ^1      1 r-  COS  ^^1  sin  ®^|  1 ö-  COS^^^sin^^^  l.,..     1 —  cos  *^2n-8^W*^2n-8  [ 

Die  Faktoren  in  den  Klammern  sind  echte  Brüche,  jeder  folgende  ist  grösser  als  der  vor- 


V  =  Vvi^  cos  *•>!  +  {v^  sin  i>,  +  fft) 


2 


=  y  Videos  *^t  +  W^  sin  *^,  1-  2  Vi^  4-  2  5f2'  --  V3  Vi  ^+  2  gz. 

In  einander  entsprechenden  Punkten  beider  Kurven,  wenn  man  darunter  Punkte  in  gleicher 

Entfernung  von  d«r  a;-Axe  versteht,   sind  die  Geschwindigkeiten  einander  gleich.     Bis  zum 

Scheitel  nehmen  sie  in  beiden  Bahnen  ab,  darauf  nehmen  sie  wieder  zu  und  haben  im  Schnitt- 
punkt den  Wert 

V3t;i»  +  2  gl  cos  &^  =  v^  VI  +  8  sin  ^^i- 

Man  kannte  deshalb  vermuten,  dass  der  materielle  Punkt  die  Parabel  innerhalb  derselben 

Zeit  durchläuft  als  das  Kreisstäck,  das  zwischen  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Parabel  liegt.  Es 

kann  jedoch  nachgewiesen  werden,  dass  die  Bewegung  im  Kreise  eine  längere  Zeit  tc  beansprucht^ 

womit  zugleich  gezeigt  wäre,  dass  der  Weg  in  der  Parabel  yo' ^^^  der  kürzere  ist. 


fr/:*.. 
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hergehende.  Da  der  erste  Faktor  —  cos  ^^  jedoch  grösser  als  null  ist,  so  kann  das  Produkt 
fär  endliche  n  nicht  gleich  null  werden. 

2)  Wenn  138®  38'  44",  41<  —  ;^  <  tt  und  somit  0,7506379  <—cos&^<\,  so  kann  bereits  nach 
der  zweiten  Abweichung  —  cos  ^^  <  0,7506379  sein,  da  auf  jeden  Fall  —  cos  d-^  <  —  cos  ^^ 
ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  eine  dritte  x\bweichung  nicht  möglich  ist,  wenn  die  Abnahme 
nicht  so  viel  ausmacht,  dass  —  cos  &^<.  0,2369279.    Dann  müsste  ausser  —  cos  0'>  0,7606379 

noch  —  co^  ^ J  1 -cos  '^d^sin  •^    <  0,2359279  oder 

c(W  •;>  —  3  c(W  ';>  +  3  cos  ^&  —  cos^^  +  0,046875  cos '»  +  0,01105812  <  0 
sein.     Die  Form  hat  nur  drei  reelle  Faktoren,  was  mit  dem  Stürmischen  Lehrsatz  nachgewiesen 
werden  kann.    Dieselben  sind 

{cos  &  +  0,79077688)  (cos  ^  —  0,7070550)  (cos  ^  —  0,3385182). 
Nur  der  erste  kommt  hier  in  Betracht  und  lässt  erkennen,  dass  die  Ungleichungen 

0,7506379  <  —  cos '»  <  0,79077688  oder 

(22) 138®  38'  44",  41<  —  ^  <  142®  15'  29",  44 

das  kleine  Qebiet  darstellen,  aus  welchem  eine  Abweichung  den  materiellen  Punkt  sofort  in  das 
Gebiet  mit  unendlich  vielen  Abweichungen  überfuhrt,  in  welchem  die  Ausgangspunkte  der  Ab- 
weichungen asymptotisch  den  Ej-eispunkten  in  der  horizontalen  Axe  genähert  werden.  Verlässt 
jedoch  der  materielle  Punkt  den  Kreis  mit  einem  Polarwinkel  —  i!Aj,  sodass 

—  cos  &^>  0,79077688  oder 

(23) 142®  16'  29^,  44  <  —  ^i  <  tt, 

so  gelangt  er  mit  mehr  oder  weniger  Abweichungen  in  den  durch  (21)  begrenzten  Teil  der 
Peripherie,  aus  dem  er  nur  noch  einmal  eine  Parabel  durchläuft  und  in  den  untern  Halbkreis 
gelangt,  wo  er  bleibt.    Die  Anzahl  der  Abweichungen,  die  der  letzten  vorangehn,  ist  um  so 

kleiner,  je  kleiner  —  ^j,  da  der  Quotient  ~ -^  —  1  — —  cos^d^^(l  —  cos  ^^J'  einen  um  so 

*~^  cos  v^  ö 

kleineren  echten  Bruch  darstellt,  je  kleiner  —  ^^  ist. 

6.  Vergleichung  der  Bewegungsdauer  in  beiden  Bahnen. 

Es  ist  auffallend,  das  die  Geschwindigkeiten  in  beiden  Bahnen,  in  der  Parabel  und  dem 
Kreisstück,  übereinstimmen.    Dieselbe  hat  nämlich  bei  der  Kreisbewegung  den  Wert 

V  =  Vvq*  —  2  gl  cos  ^q  +  2  gl  cos  ^  —  V3t;i*  +  2  gz,  ^^ 

bei  der  Parabelbewegung  nach  (10)  und  (11)  den  Wert 


c%m 


« 
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Zum  Beweis  mttssen  die  beiden  Fälle  der  Ereisbewegang  unterschieden  werden,  bei  denen 

2 

1)  3  Vi^  >  2  gl  oder  ~-  cos  0^^  >  f» 

2)  3  Vi*  <  2  gl  oder  —  co»  ,>i  <  -. 

3 

Im  ersten  Fall  finden  ganze  Kreisläufe  statt,  im  zweiten  Oscillationen  innerhalb  der  beiden 

3 
Elongationswinkel  ±  a,  wo  co5  «  =  -  cos  v^, .     In  dem  übriggebliebenen  Fall  3  Vx^  =  2  gl  er- 
reicht der  materielle  Punkt  den  Scheitel  des  Kreises  nicht  in  endlicher  Zeit,  wie  im  ersten 
Abschnitt   auseinander   gesetzt   ist,   sodass   die   Behauptung   hierfür   nicht   mehr  bewiesen   zu 
werden  braucht. 

Die  Dauer  der  Parabelbewegung  ist  nach  (12)  und  (9) 

(24) fg  =  —  4  V-  sin  &^  V  —  cos  &^, 

iß 

•«  

sie  ist  von  ^^  abhängig.    Die  Anderungsgeschwindigkeit  wird  durch  den  Differentialquotienten 


1  ^  —  9  V-  (^  ^^  ^'K  —  1) 

d^i  ""         9      V—  cos  ^^ 

gemessen.    Derselbe  ist  positiv,  so  lange  cos  '^^^  >  -ist.  Lässt  man  die  Abweichung  in  Gedanken 

vom  Sdieitel  aus  in  immer  tiefer  liegenden  Peripheriepunkten  beginnen,  so  wird  die  Dauer  ^  der 

41 /J    

Parabelbewegung  immer  grösser,  sie  nimmt  zu  von  0,  wenn  cos  v^j  =^  —  1,  bis  —  y  —  V30,  wenn 

^     9 
2 
cos  d'i  =  —  — .    Im  zweiten  Fall  ist  fg  =  0,  wenn  cos  ^^  =  0  ist ,  nämlich  in  der  horizontalen 

Axe,  und  nimmt  mit  abnehmendem  cos  ^^  zu,  bis  cos  ^.  den  Wert  -^  angenommen  hat,  aldann 

o 

2  V^ 

wieder  ab,  wenn  cos  ^^  noch  mehr  abnimmt,  bis  cos  x>^  =  —  — .    Ist  cos  ^^  ~ — ,  so  erreicht 

3  3 

<j  sein  Maximum  —V—  1^12  =  2,48  . .  y-,  welches  im  zweiten  Fall  der  Kreisbewegung  auf- 
tritt.   Die  Vergleichung  der  beiden  Bahnen  lässt  sich  nun  folgendermassen  ausführen. 


2 
Erster  Fall :  1^  —  cos  l>^>-. 


Es  ist 


t^  =  —  l   / l    /  —  und  V  =  Vlg  V  —  3  cos  ^,  +  2  cos  </,    daher 


71 


(2B).     .     .     ^,-Vt    /...""      ,=  + 


\jl     /  dd^ 


V  —  3cos^i +2cosi^  9/     V —  3coS'd'^  +  2cosO' 


Wenn  der  materielle  Punkt  einen  solchen  Anstoss  erhalten  hat,  dass  die  Spannung  erst  im 
höchsten  Punkt  verschwindet,  so  sind  tc  und  f,  einander  gleich,  beide  gleich  null.    Nun  kann 


13 


Ja  Ja 

bewiesen  werden,  dass  y^  und  ^  beide  positiv  und  im  höchsten  Kreispunkt  einander  gleich 

sind,  dass  im  übrigen  aber  j~  >  j^.    Damit  wäre  dann  gezeigt,  dass  tc  >  i^  ist. 

Man  erhält 

dt       \/l  1  3l/T    .     ,,     (''  d& 

-—  =  V  -  *  —  —  -y  —  sin  O^t   /     -T= 

^^  9     V—  cos^,        ^9  '  J-»iV{— 


3  COS  ^1  +  2  COS  !>)* 
_  31/1    .     .      /^  d^ 


sm  !> 


'  U.  Vr^ 


5F  v_  cos  ,>!  V9  —  8  cos  ^^,         2     g  Jd-^  V(—  3  cos  ^,  +  2  cos  ^Y 

Da  131«  48'  37",  14  <  —  ^^  <  180<*  und  35«  25'  51",  42  <  ;>2  =  —  3  ^i  —  2  tt  <  tt.  so  sind 
alle  vier  Glieder  positiv.    Kann  nun  bewiesen  werden,  dass 

d^tc  ^    d^L         .  ^        ^   dt       dt       -  , 


Es  ergiebt  sich 


sin  x^t 


d&x 


9  V(—  cos  ^,)^ 
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VI 


sin  ^1  (1  —  2  cos  *ilA,) 


—  TT  V  -  cos  ^t  /     -=== 
^"^  g  y-^iV(-  3  cos  ^1 

—  ^  V  -  ^OS  vAj     /       -= 

2  '^  flf  W^,  V(— 


+  2  cos  ^)^       4 


g  V(—  cos  .>J8  V(9  — 8  cos  ^^y 
27\/l    .    ..      /^  d,9- 


Y  -  sin  *^i  /       . 
9  /-^iV  (—  3  cos  1^1 


2  cos  t>j 


<it5 


d^A 


(—  3  cos  0-^  +  2  cos  ^) 


.    271/^    •    sa     /""  ^'^ 

OS  ^)8        4    '  ^r  1  y^j  v(—  3  cos  ;:Ai  H-  i 


2  cos  ,»* 


Auch  hier  sind  die  Glieder  positiv,  das  zweite  jedoch  ausgeschlossen,  wenn  cos  ^i^i  >  -.    Es 


dK 


könnte  demnach  -j—^  auch  negativ  werden,  ebenso  wie  3— \ 


d%  ^  1/  ^  sin  ^t  (g  gQg  '■»!  +  1) 

d*i.  .    dH. 


9      ^/(--cos^^y 


eine 


negative  Grösse  darstellt.    Es  wäre  also  die  Entscheidung  zu  treffen,  ob  -v^  >  -ttA,  selbst 

dHc  ^.     .  ^ 

wenn  ^^n  negativ  ist. 

Lässt  man  ^  von  —  ^Al  bis  tf  zunehmen,  so  ist  in  diesem  ganzen  Zahlenraume 

—  3  cos  ^1  +  2  cos  ^  <  —  3  cos  ^1  +  2  cos  ^j. 


also  das  dritte  Glied  von 


d% 
dit, 


grösser  als 


_3yi_cos^^/^ 

2      gVi^—cos^J'J'^x 
und  da  tt  +  -^^  >  siw  (tt  +  iJ^i),  auch  grösser  als 

^\/ 1  sin  0-^  cos  ^j 

^    '9  Videos  ^^y 

Ebensa  ist  in  dem  Zahlenraum  von  ^^  ^^^  ^ 

—  3  cos  ^3L  H"  ^  ^^  ^  **^  —  3  cos  ^1  +  2  cos  ^j,,  d.  L  <  —  g  cos  d'^  +  8  cos  '^i, 
also 

V—  3  cos^i  +  2  cos  i>      V—  cos  iIA^  V9  —  8  cos  '^i^^ 


A'. 


»X 


^• 


:''! 


>> ' 


14 
und  das  fünfte  Glied  von  -jj^  grösser  als 

UfK/4 

2     g  V(—  cos  ^^y  V(9  -  8  cos  ^i^^  J»t 
und  da  TT  —  &^,  d.  i.  3  (/r  +  ^J  >  3  sin  (tt  +  v>j),  auch  grösser  als 

9  \/ 1  sin  xf-.  cos  &.  .^,. 

TT  V  -   . —  -.  \  mithin 

2      5f  V(_  cos  ^^)«  V  (9  —  8  cos  *i^^)' 

dH 


i,  t/;         sin  (y,        fa  - 18     ^  '^^  '^'  ~  ^  ^  ^o:;  J         9  cos»^  1 

d^i«  "^  ^  V  (="^^7^»  L  (9-8  cos  *^J»/,       2  '^'^  ''^       2  (9  -  8  «w  «*,)ViJ 

und  es  fragt  sich,  ob  -j^  >  -r^  ol»  also 

„3         „         9  8  cos  *,>,  +  cos  ^,  —  4  „        ,„         ,      , 

2--cos^,--       (3  ^8  cos '^ j»/,      >-9<^<«''^i-loder 

Nun  ist  9  —8  cos  «^^  =  9  —  12  co5  *^i  +  4  cos  «i!^i 

>  9  +  12  cos  ^1  +  4  cos  2^1,  folglich 

11 
< 


V9_8cos2^i       3  +  2cos^i 

Wenn  daher  bewiesen  wäre,  dass 

«r.              «     .    n  ^  o  8  cos  *^i  +  cos  ^1  —  4 
6  cos  «^ -cos  *,  +  2>3 (3  4.  2, OS  ^>       ' 

SO  wäre  auch  die  Behauptung  bewiesen.    Dazu  müsste 

(6  cos  ^^^  —  cos  Oj  H-  2)  (3  +  3  cos  -Ö-J'  >  24  cos  ^^^  +  3  cos  ^1  —  12  oder 
(1  +  cos  a-j)  (24  cos  *^i  +  80  cos  ^^^  +  72  cos  ^^^  +  6  cos  -ö-i  +  33)  >  0  sein. 
Da  aber  72  cos  ^^^  +  72  cos  ^^^  >  0,  sowie  auch 

24  cos  *^i  +  8  cos  *^i  +  6  cos  ^^  +  33  >  0, 

so  ist  m  der  That  -j^  >  -^\  und  daher  auch  ^^  >  ^  und 

(26) ^c>tg 

2  3 

Zweiter  Fall :  0  <  —  cos  ^^<~^  cos  a  z=z  ^  cos  ^^. 

Es  ist  t-  =  —  II     — •  H-  ^    /    — I  also 


<^^' '      '^a^A  \cos»-cosa^  ^  ^gU  ' 


d» 


Vcos  ■9'  —  cos  a 
Unterscheidet  man  negative  und  positive  ^g,  so  hat  man  für  erstere 

25^ y«    Vcos  4^  —  cos  a  ^ff  Ja    \cos  ^  —  cos  et  ^9 1^%  '^cos  %^  — 


eosa 


—  /  

25^/0    Vcos%^ — cosa 

Die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  wird  für  -9^  =  «  unendlich.    Die  beiden  Integrale 

in  (27)  verlieren  jedoch  ihre  Bedeutung  nicht.    Man  kann  nämlich  zeigen,  dass  das  Integral 
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/ 


«+«      d& 


:,  worin  s  eine  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  mit  abnehmendem  €  immer  kleiner 


^/cos  ö-  —  cosa 

wird  und  endlich  verschwindet.    Ist  n  ein  positiver  echter  Bruch,  so  erhält  man  nach  dem 
Maximum  —  Minimumsatz 


\cos  acosns  —  sin  a  sin  ns  —  cos  a 


fa  \C0S  v^  —  cosa         y/cOS  (a  +  W  «)  —  OOS  a 

Hierin  ist  cos  a  negativ,  cos  a  cos  n  €  —  cos  a  >  0,  ferner  sinns^-ne  — 
Daher  ergiebt  sich 

dd-  €  ^  € 


1.23 


\/cos  ^  —  cos  a      V —  sin  a  •  sin  n  s 


y  ns 


»*»    V— 


sin  a 


woraus  hervorgeht,  dass  das  Integral 


n^  s^ 


V —  sina 


und  mit  verschwindendem  s 


selbst  verschwindet,  so  lange  a  >  —  n. 

Ja 

Aber  auch  -=^  erweist  sich  als  unendlich  wegen  eines  Bestandtheiles  für  cos  ^  =  cos  a, 

welcher  ausgeschlossen  werden  müsste.    Man  gelangt  dagegen  zu  endlicher  Form,  wenn  man 
auf  (27)  die  Substitution 


(28) 


cos  % 


1  — k'^  sin*  ip 
anwendet.    Damit  ergiebt  sich 


cos  a  +  Ä*  sin^  a»  - .,        1  —  cos  a       2  —  3  cos  ^i    ^  , 

,  Af  ^  = j, = :j <  1, 


2 


cos  %^  —  cos  a 


Lässt  man  ^  und  ^  gleichzeitig  zunehmen ,  ^  von  a  bis 


n 


a,  wobei  —  o  >  «  > 


n,  y 


daher  von  0  bis  tt,  so  wächst  sin  fp  bis  1,  wo  ^  =  0,  und  nimmt  wieder  ab  bis  0,  ohne  negativ 
zu  werden,  cos  q>  aber  erreicht  den  Wert  0  mit  ^  =  0  und  nimmt  mit  grösserem  4^  ab  bis  —  1. 
Setzt  man  ^  =  ^^  und  -ö-  =::  ^g,  so  erhält  man 

—  2  cos  ^, 


(30) 


«  COS  ^A  —  cos  a 

stn  "yi  = 


Ä«  (1  +  cos  4t,)      (2  —  3  cos  4ti)  (1  +  cos  -^i)' 


.     «  cos  -O"«  —  cos  a 

sin  ^(f^  =         * 


2  cos  ^, 


9  —  8  cos  ^^t 
k^  (T  +cos#7)  ■"  ^2  —  3  cos  ^^)  (1  +  cos  d'y)'     (1  —  2  cos-O-j)«' 

T^     1  o.  2  Ä»  cos  V         ^  .    .  ..  2  (1  —  Ä:*) 

Da  1  —  cos  ^  = ,^   .  V  und  1  +  cos  ^  =  - — ^  , «    .    »  ,  so  ist 

1  —  k*  sin  V  1  —  k^  sin  ^y 


sin%^  =.  — 


2kVl  —  k^' 


,  .^   . — j — -^  denn  sin  %^  und  cos  y  haben  entgegengesetzte  Zeichen.     Ferner 


y.  •    Q  j  «X       4  Ä*  (1  —  k^)  sin  if  cos  <pdw       ,        ^ 

hat  man  —  sin  -ö  d  -^  = ^- /^    .   \ — ^-^^^ — ^  und  cos.^  — 

(1  —  Ä*  sm  V) 


cos  a  = 


2  fc^  (1  —  k^  sin  V 
1  —  Ä*  sm  V 


Damit  geht  (27)  über  in  t.=  \/lp^  +  Vi 


TT 
T 


TT 


dtp 


_Vi/'^, 


wenn  ^3  negativ  ist      Das 


dritte  Integral  ändert  sich  jedoch  nicht,  wenn  ^^  positiv  ist.    Es  ist  daher,  ob  <&  positiv  oder 
negativ  ist, 


-•li'J 


...>r 


'.;';■'■-'  '  • 


■■J 


k 


:l 


■  ■  V 

.  -  j 


t 


i' 


■ 
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(31) ,  ^v^  r^ +vi /"i?, 

2 
Lässt  man  x^.  innerhalb  der  Grenzen  -  >  —  cos  i^^  >  0  zunehmen,  so  ändern  sich  auch 

die  Grenzen  ^^^  und  9)2 .    Es  ergiebt  sich  aus  (30) 

d^ 2  +  3  C05  ^^^ 


(32)  . 


d</^  {2  — 3  cos  -^i)  I'  _  2  cos  #1  (1  +  cos  itj  (2  H-  3  cos  ^J 

d(p^  3  (2  —  cos  2^)  {3-Scos  %) 


d^i  (2— 3  cos^iXl  —  2  cos-^i)  v'_2  co^^^^i  (1  +  005-^1)  (2  +  3  cos I^J (9—8 cos ^Ö^^) 

Mithin  findet  sich 

dtc  ____\/J_  2  +  3  cos  % 3 1/1    .  /y'i sin  V dy 

d^,-^     V9  (^9cos%)y-::r^sX^    ff''''  ''0       ^' 

(33)   •     •     s  , —  ^  .  / —  ^ 

W ;  3  (2  —  coa  «»J  (3  —  8  cos  «»t) liV-   ■    0    Z^'  ^^^  Vi  <^  ^ 


=  -.V' 


Z 


Andererseits  ist  f ^  =:^  —  4  y  -  sin  ^^  V  —  co6^  ^^   und 


_^^L  __  _  1/1 2— jScos_^^ 
Vi  |i  ^^i""  5^    V—  C05  Öi 


TT  «..  ,  7t 


Für  -^1  =  —  öl  wofür  auch  a  =  —  -,  sind  tc  und  /g  =  0,  und  für  weiter  abnehmende  ^j 
j? .  nehmen  beide  zu,  da  sowohl  -r^  als  -^  negativ  ist.     Wäre  nun  —  ■t^>  —  -5-^  in  dem  Zahlen- 

räum  0  <  —  cos  -^^  <  -,  so  wäre  auch  tc  >  U,  selbst  wenn  -.-^  und  -7-7-  positiv    werden,    selbst 

wenn  also  U  und  t^  aus  dem  Zustande  des  Wachsens  in  den  des  Abnehmens  kämen ,  da  dann 

\  U  langsamer  als  ^  abnähme. 

3 
Aus  (33)  ergiebt  sich  wegen  —  sin^.y  0  und  — —  z^=r^-==^:::>  1 

»9  — 8  cos  ^1 

i  _  dtc        ]/l 2_+  3  cos  % 1/7(2  —  cos  ^»j^) (3  —  8  cos  %) 

,:  ä'8^7       %  (4  —  9'~cös  ^itj  j.  I-'cös'^  /7    (4  -  9  cos  %)  yZ~^^^^  ' 

;  Wäre  l^'Kl^  +  (izri:?!!^!^^  2  -  6  cos  ^,  so  wäre  die  Behauptmig 

j  4  —  9  cos  ^1^1  4—9  cos  ^tt^  * 

I  bewiesen.    Diese  Annahme  bestätigt  sich.    Denn  es  ist 

2  +  3  cos  %  +  (2  —  cos  %)  (3  —  8  cos  %)  >  (2  —  6  cos  %)  4—  9  cos  %), 

13 

da  8  —  16  cos  ^f^^  +  8  cos  ^^^  >  8  —  42  cos  *^i  +  54  cos  ^^^ ,  so  lange  — >  cos  ^^^ ,  und   dieses 

23 


2 

Verhältnis  gilt  in  dem  Zahlenraum  0  <  —  cos  (^1  <- 

o 


Es  ist  somit  gezeigt,  dass  auf  jeden  Fall 

i  tc  >  tjj. 

I  In  der  Parabel  kommt  der  materielle  Punkt  früher  in  die  Peripherie  des  Kreises,  als  er 

I  zu  demselben  Kreispunkt  auf  dem  grösseren  Wege  des  Kreises  selbst  gekommen  wäre. 

[  f  In  dem  Moment  des  Eintreffens  ist  die  Geschwindigkeit  dieselbe  wie  die  der  Kreisbewegung; 

es  tritt  aber  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  ein,  sodass  sich  der  materielle  Punkt  von  der 


17 

Stelle  des  Wiedereintreffens  langsamer  im  Kreise  fortbewegt,  als  von  der  Stelle  aus,  wenn  er 
sie  auf  dem  Kreise  selbst  erreicht  hätte.  Die  Bewegung  erfolgt,  wie  sich  aus  (16)  ergiebt,  auf 
dem  Kreise  mit  abnehmenden  Polarwinkeln,  wenn  —  cos  ^^>  0,56301621,  dagegen  mit  zunehmen- 
den Polarwinkeln,  also  rückwärts,  wenn  —  cos  ^^<i  0,56301621. 

Die  Zeit,  welche  der  Punkt  auf  dem  Kreise  von  der  Stelle  des  Eintreffens  bis  zur  Stelle 
der  zweiten  Abweichung  in  die  Parabel  zubringt,  ist  wegen  der  kleineren  Geschwindigkeit 
eine  grössere  als  bei  der  nicht  unterbrochenen  Kreisbewegung.  Es  könnte  daher  möglich  sein, 
dass  der  Zeitverlust  tc  —  ^,  welcher  durch  die  Abweichung  in  die  Parabel  hervorgebracht  wird, 
durch  den  Verlust  an  Geschwindigkeit  beim  Eintritt  in  den  Kreis  eingeholt  würde  und  also  die 
Zeit,  welche  der  Punkt  in  der  Parabel  und  dann  im  Kreis  bis  zur  zweiten  Abweichungsstelle 
gebraucht,  dieselbe  ist,  als  wenn  der  Punkt  von  einer  Abweichungsstelle  zur  andern  auf  dem 
Kreis  geblieben  wäre.  Im  allgemeinen  findet  jedoch  diese  Ausgleichung  nicht  statt  Zum  Beweis 
dafiir  mögen  zwei  Beispiele  dienen,  welche  zeigen,  dass  die  Bewegung  auf  dem  einen  oder  auf 
dem  andern  Wege  mehr  Zeit  beanspruchen  kann. 

Es  möge  die  Zeit  zwischen  dem  Eintreffen  in  dem  Kreis  und  dem  zweiten  Abweichen  aus 
demselben  mit  t^  bezeichnet  werden,  die  entsprechende  zwischen  denselben  Kreispunkten, 
wenn  die  Verbindung  mit  dem  festen  Punkt  eine  starre  wäre  und  keine  Abweichung  stattfinden 
könnte,  mit  ^'r,  dann  ist,  nach  (25)  gebildet, 

—      V^   /^8  dO- 

^ *  ^  J&i   V  —  3  cos  ^3  +  2  cosy 

l/I   /^8  dO- 


«während  t^  =  4\'-V —  cos  if^i  (1 


(36) 


■     ■     *'  -       ^ gl»,     V_; 


Zcosi^y  -f  2  cos  ^ 
cos  *ifj)  und,  wenn  —  cos  i/^  ^. 


2 
3' 


3cos^,  -\-2cos^ 


J^       ^  gj-n  V- 


dif- 


3  cos  ^,  +  2  cos  ;> 


dagegen  für  —  cos  ^^  <  -,  nach  (27)  gebildet, 


(37) 


t  =  All  /"-   ^^ — +v^  r* 

g  J»^\2  (cos  0^  —  cos  a)         g  Ja 


dd- 


V2  (cos  i}"—  cos  a) 


>2 


Was  nun  t\  angeht,  so  fragt  es  sich,  ob  —  cos  ^^^  -,  ob  der  L,  11.  oder  IXI.  Fall  der  im 


ersten  Abschnitt  beschriebenen  Pendelbewegung  für  t\  vorliegt.    Nach  (18)  ist 

64 
—  cos  ^3  =  —  cos  xh^  +  —  cos  ^&i  (1  —  cos  '^vA|  )^,  es  gilt  daher  zu  entscheiden,  ob 


,;-^.' 
''^^'.- 


Licl 


0=^2  +  3  cos  ^^—[4:  cos  ^,  sin  \Y. 

Positiv  ist  f  {cos  »j)  =  2  +  3  cos  »^  —  [4  ro5  ^i  (1  —  cos  **^,)]*,  wenn  cos  ^^  >  —  ^,  da  die 

Klammergrösse  negativ  ist.  Der  kleinste  Wert  erscheint  mit  cos  ^^  =  —  1  und  sin  d'^  =-  0, 
dann  ist  /  (—  1)  ==  —  1.  Ist  cos  »^  =  —  0,8696747,  so  ergiebt  sich  /  {cos  ^^)  =-  0.  Für  noch 
kleinere  cos  d^^^  ist  f[{cos  ^^)  negativ,  für  grössere  positiv,   denn  f  {cos  d^)  =  3  +  12  [4  cos  &^. 

(1  —  cos  *^i)]*  [3  cos  *#i  —  1]  ist  positiv  für  cos  ^^.  >  -,  sodass  /  (cos  d^)  unausgesetzt  zunimmt 

V^  2 

von  cos  f^^  :::^  —  1  bis  cos  ^^  = — ,  also  auch  bis  —  -,  und  bis  cos  ^^  ==  -^  0,b69(i747  negativ 

3  3 


M 


-»  « 


n  nmm*^%  Ji       Tl«.    O« J>^^».. J.1 


V 

p* 


i 

H 


i 
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bleibt.    Nachdem  der  materielle  Punkt  das  erste  Mal  wieder  in  die  Peripherie  gelangt  ist,  be- 
wegt er  sich  daher  nach  dem  I^  U.  oder  DI.  Fall  der  Pendelbewegang,  je  nachdem 

cos»i^  —  0,8696747, 
—  »i  =^  1B0<»  25' 15",  14. 


7.  Zwei  Beispiele. 

2 
3 
1  150°  26'  15",  14,  #,  =  —  3  ■*!  —  2  TT  =r  91«  15'  45",  42,  —  d,  =  131»  48'  37",  12. 


1)  Für  das  erste  Beispiel  sei  —  cos  i^^^  =  0,8696747  und  demnach  —  cos  ^g  =  -,  —  dj  = 


Das  Beispiel  gehört  unter  den  ersten  Fall  der  Pendelbewegung,  bei  dem  ganze  Ereis- 
umläufe  stattfinden,  so  lange  keine  Abweichung  eintritt.  Der  zweiten  Abweichung  folgt  keine 
dritte,  da  ^3  in  das  durch  (21)  begrenzte  Intervall  gehört.    Man  hat 


^    =  4  V  'V  —  cos  ^.  sin  ^».  +  y  -  /     

ff  9  J»z    ^.^.^ 


2 


.  71 ^g 

tan — - 


ff  -^  4]/-  V  —  cos  %.  sin  «^1  +V-  lognat 


femer 


=^  1,841350041/-  +  2,44152766V-, 

9  9 


dd-  -1//    /-^8  d^  -t/7    /^  dd^ 


.     y'i  /" ^^ 1/  /  f"  ^8        ^^ 1/  /  /'' 

'  ""  '^  ~g l^&^y/—  3 cos\  +  2 cos d^     g  Jo    V—3cos&^  +  2cos^'^     9/0  ^  —  ^ ^^^1  +  2 cos ^ 
(  =2  kK\/l  +  k]/l  r^-k\/l  r^,  k'  =  ,      /      ,   =  0,86786268. 

i  ip^z=  —  ^  =  66»  54'  18",  66,  y,  =  —  ^  =  75«  12'  37",  67. 

Es  ergiebt  sich  daher  ^ 

':  tc  +  t',  =-  4,243511524  V-,  sodass  in  diesem  Beispiel  f,  +  t\<  fg  -i-  f'j,  ist 

I  2)  Für  das  zweite  Beispiel  sei  --  cos%^=^  0,23592788;  —  cos  a  =^  0,35389182;  cos  ^j  =  0. 

;'  Nachdem  der  materielle  Punkt  die  Parabel  durchlaufen  und  den  Kreis  wieder  erreicht  hat, 

geht  er  in  demselben  mit  negativer  Geschwindigkeit,  d.  i.  mit  wachsendem  Polarwinkel  weiter 

!  bis  zur  zweiten  Abweichung  im  positiven  Halbkreis,  die  jedoch  an  der  untern  Grenze  des  oberen 

Halbkreises  stattfindet  und  unendlich  klein  ausfällt,  sodass  der  materielle  Punkt  nur  seine  Ge- 
schwindigkeit umkehrt  und  auf  dem  untern  Halbkreis  weiter  pendelt.  Bei  starrer  Verbindung 
mit  dem  Centrum  würde  er  bis  zum  Polarwinkel  a  steigen,  dann  innerhalb  der  Elongations- 

\  Winkel  a  und  —  «  Oscillationen  ausführen. 

I  Es  ergiebt  sich,  weil  —  cos  ^^  =  0,  mit  (34) 

'  <,  +  t\  «  4 V^  V_  cos  it,  (1  —  cos  V,)  +  V^y^ 


T      d^ 


^2  V  2  cos  if 
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Wendet  man  auf  das  elliptische  Integral  die  Substitution  (28)  an,  mit  den  speciellen  Werten 


cos  a  =  0,  Jc^  =i  -,  setzt  also  cos  ^  «^ «*'*'  * 


2  cos  d^ 


z — Tj — : — «-»  ^w  V  =  -^ — ; ZI»  so  erhält  man 


^.  +  ^'2  -^^^^-  ^«^  ^1  (1  -  '^  "^1)  +  ^lll\l=^-^W%'  ^»  =  ^^'  ^^'  "^^"^  ®^' 


woraus  die  Rechnung  ergiebt 


Dann  ist 


t^  +  t\  =  3,09386954V -^. 


y/2[cos 


»  —  C08a)^g/a     V2{cos»  —  cosa)^^g  /&. 


's 


dd' 


^2  V  2  (cos  "ö"  —  cosä) 


—n 


V  2  (cos 
and  mit  der  Substitution  (28) 


tt  —  COS  a)  ^  g  Ja    y2  (cos  »  —  cos  a)  g  Ja       V  2  (cos  ^  —  cos  a) 


h*  =  0,67694592;  »i  =.  28«  31'  34",  85;  g,^  =  46«  18'  19 ",  76,  sodass 

t,  +  f  c  =  3,72611100  V-  >  «j  +  f  j. 


IL  Teil. 


1-. 


Erfolgt  der  Anstoss  des  schweren  Punktes  nicht  in  der  durch  den  festen  Punkt  gehenden 
vertikalen  Ebene,  so  bewegt  sich  derselbe  ebenfalls  in  einer  Parabel,  bis  seine  Entfernung  vom 
festen  Punkt  gleich  der  Länge  des  Fadens  ist,  aber  die  darauf  folgende  Bewegung  auf  der 
Kngelfläche  ist  nicht  die  des  einfachen,  sondern  die  des  sphärischen  Pendels.  Auch  hierbei  kann 
die  Kugelfläche  in  einer  Parabel  verlassen  werden. 

I.  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Kugeloberfläche.     Sphärisches  Pendel. 

Es  sei  das  dem  L  Teil  zu  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Koordinatensystem  in  der  Anfangs- 
Verükalebene  durch  Hinzufügung  der  horizontalen  y-Axe  erweitert  und  das  Polarkoordinaten- 
system durch  den  Winkel  y,  den  die  Meridianebene  des  materiellen  Punktes  mit  der  zz- Ebene 
bildet;  dann  ist 


(1) 


Ix  =^l  sin  ^  cos  (p 

i  y  :=  l  sin  d  sin  y 


e  =  l  cos  ^. 


Die  Spannung  des  Fadens  zwingt  den  Punkt  auf  der  Kugeloberfläche  zu  bleiben.    Ist  die 
Beschleunigung  des  Zwanges  =  N,  so  sind  die  Beweguugsgleichungen  des  Punktes 


•fi 


'•riö 


Q« 


ir 


t 


1 


1 

4 


(2) 
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d^""~     T 

^  —  _  \^^ 

di^  ~  J 

d*z  ^^z    , 

Das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  giebt  das  erste  Integral: 

worin  Vq,  z^,  ^q  für  den  Anfang  der  Bewegung  auf  der  Engel  gelten. 

Ferner  gilt  in  der  a;^-Ebene  das  Prinzip  der  Flächen  und  liefert  das  Integral 


(4) .'y^-yf,-^x.('^\ 


dt       "^  dt'      ndt/' 


wobei  Vq  "=  0  genommen  ist.    Da  nun 


0 


dx       j        ^  df^       j    .     ^.    .       d<f 

dt  ^  dt  ^  dt 

-^  =  l  cos  ^  sin  O)  -3  -  +  l  Sm  v^  cos  Q)  -rr, 

dt  ^  dt  dt 

dz  ,    ,       d^ 

=  —  l  sin  ^ 


f  dt  dt' 

f  so  ergiebt  sich  aus  (4) 

'      « *  ■»  ij- = *  ■*.  (t). 

und  aus  (3),  da  r«  =  l'  (^)V «'  «« '»  (^)\  • 

J 

daher  wegen  (5) 

^  '^ d^       ""         sin^ 

wobei  das  negative  Vorzeichen  für  abnehmende  ^  zu  nehmen  ist  und  der  Radikand  f  (cos  d) 
folgenden  Wert  hat: 

(7).     .     .     .     A^o..^)=[~(^n'+4 

-  K(f  )>  h  ""  '».  ($)'-  - ».] .  0»  >*  -  00.  ■» 

Da  n-  l)^-^^sin  %(^^^)\  ficos^o)  -  ^^  ^in  «^o  (^)[»  /(+  D  =  /^(-  l)ist,  also 

/■  (—  1)  <  0,  /■  (co5  ^q)  >  0,  /  (1)  <  0,  so  hat  die  Gleichung  f  (cos  ^)  =^  0  zwischen  cos  i^  =  i  l 

zwei  reelle  Wurzeln;  die  dritte  reelle  Wurzel  liegt  noch  unter  —  1,  da  /"(—  oo)  positiv  ist,  ihr 

entspricht  kein  Winkel  0^,    Der  kleineren  Wurzel  zwischen  —  1  und  cos  d-Q  kommt  ein  grösserer 

Winkel  a  zu,  der  grösseren  Wurzel  zwischen  cos  &q  und  1  ein  kleinerer  Winkel  ß.   Für  ^  =  a 

di> 
und  ß  ist  nach  (6)  ^  =  0 ;  für  &  =  a  hört  die  Zunahme  von  iIA,  für  ^  =  /?  die  Abnahme  aufi 

mit  ^  =s  a  erreicht  somit  der  materielle  Punkt  seine  höchste,  mit  x^  =  ß  seine  tie&te  Lage. 
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Der  Badikand  lässt  auch  die  Entscheidung  zu,  ob  der  höchste  und  der  tiefste  Punkt  auf 
der  oberen  oder  der  unteren  Halbkugel  liegen ;  e3  hängt  vom  Vorzeichen  von  /  (0),  dem  absoluten 
Gliede  des  Radikanden  f  (cos  ^),  ab,  wie  folgt : 

Die  dritte  Wurzel  sei  /,  sodass 
(8) f  (cos  &)  =  (cos  ß  —  cos  xf)  {cos  &  —  cos  a)  (cos  ^  —  y). 

Man  hat  daher,  wenn  man  die  Eoäfficienten  von  cos  ^  in  (7)  und  (8)  vergleicht, 

—  (cos  cc  +  cos  ß)y  —  cos  a  cos  ß  =  1^ 
und  somit 

\  +  cos  a  '  cos  ß 


(9) y 


cos  a  -^^  cos  ß 


T\         ^       -i       j  1    •        ^  /^      1  1  —  COS  a)  (1  —  oos  ß)  ^^     ,  ,  .  - 

Da  y  <—  1  und  1  +  y  <  0,  also -r -^ — ^  < 0  sein  muss,  so  kann  co^  a  +  cos /? 

cos  a  +  cos  ß 

nicht  negativ,  cos  ß  muss  daher  jedenfalls  positiv  sein.    Aus  (8)  folgt  ferner 

(10) f(0)  =  r  cos  acos  ß. 

Haben  cos  a  und  cos  ß  entgegengesetzte  Vorzeichen ,  sodass  cos  ß  >  0  >  cos  a,  bo  ist  f  (0) 

positiv;  ein  negatives  /*  (0)  dagegen  bedingt  cos  ß  >  cos  a  >  0:    Die  tiefste  Lage  des  materiellen 

Punktes  befindet  sich  jedenfalls  auf  der  unteren  Halbkugel;  die  höchste  befindet  sich  auf  der 

oberen,  wenn  /  (0)  positiv,  dagegen  auf  der  unteren,  wenn  /  (0)  negativ  ist 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  (6)  für  reelle  und  imaginäre  -rry  wenn  ^  =  ö  g^^tzt  wird. 

Da  cos  a  +  cos  ß  >  Oj  also  cos  ß^  —  cos  a,  so  steigt  der  materielle  Punkt  nicht  ebenso 
hoch  in  die  obere  Halbkugel  hinauf,  als  er  in  die  untere  hinabsinkt.  Ist  cos  ß  =  1,  also  ß  —  0, 
so  ist  y  =  —  1  und  /*  (0)  =-  —  cosa-,  aber  auch  der  Koöfficient  von  cos  ^d^  in  (8)  ist  cos  a=  —  f(0) 

was  nach  (7)  nur  möglich  ist,  wenn  ( -^j  =  0  oder  sin  ^q  -=  0,  und  nach  (6)  eine  Drehung  um 

die  ^^Axe  ausschliesst.     Der  tiefste  Punkt  der  Kugel  wird  also  nur  von  dem  ebenen  Pendel 
durchlaufen. 

Rechnet  man  die  Zeit  von  dem  höchsten  Punkt  an,  der  auf  der  Eugelfläche  erreicht  wird, 
bis  zu  einer  beliebigen  Lage,  so  erhUt  man  aus  (6) 

VX  f^sin  ^di^ 

sodass  sich  aus  (5)  und  (6)  ergiebt 

sin  a  sin  ß        /«  sin^dd-  sin  a  sin  ß       /«  sin^d^ 

(12)  .     q>  =  2Vcosa+  cos  ß  Jd'  (\+cosd)  Vf(cos^)  "*"  2  Vcosa  +  cos  ß  !&  [l—cos»)Vf{cos^) 

Die  Reduktion  der  elliptischen  Integrale  (11)  und  (12)  sei  hier  im  Anschluss  an  Dur6ge, 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  in  Kürze  durchgeführt.  Bei  der  Reduktion  thut  die  Sub- 
stitution 

„  ^^  ^        cos  a  —  y  k^  sin^a  j^       cos  ß  —  cos  a 

(13) cos»=  — T%^^-i »  *  =  — ^ 

1  —  k^  sin^a    '  cos  ß  —  y 

gute  Dienste.    Man  erhält 


(14) t=^\^l]/       '''        f 

'  g  '  cosß  —  cosa/o 


^  da     .    «  1       cos  d^  —  cos  a 


sin  ^a  = 


z/  '  Ä*^         cos  Ü^  —  y 


Hat  der  materielle  Punkt  die  tiefste  Lage  erreicht,  so  ist  ^  =»  /?,  sin  ^a  =  1,  also  <^  —  ö» 
sodass  er  von  der  höchsten  bis  zur  tiefsten  Lage  die  Zeit 
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J 


T=.V-V-    '*" 


(15) T^y-y-^^ K 

^    ^  g      cos  ß  —  cos  a 

gebraucht.    Somit  ist 

(16) 

ferner 


,       T  f^da  Kt 


.    »           .    p       Äif        .    .       K(t  +  2T) 
sm  *<y  =  sin  ^am  -=  =zsin  ^am  — ^ — ^ • 

cos  ^  nimmt  daher  nach  Verlauf  der  Zeit  2  T  immer  denselben  Wert  an ,  und  der  bewegliche 

Punkt  befindet  sich,  wenn  die  Zeit  von  dem  höchsten  Punkt  an  gerechnet  wird,  zu  den  Zeiten 

0,  2  T,  4  T,  6  T 

in  den  höchsten  Lagen,  zu  den  Zeiten 

T,  3  r,  5  T 

in  den  tiefsten  Lagen.    Da  aber 

.    2      K(t  —  T)        .    .       K(t+T) 
sm  ^am  — —^ — -  =  sm  ^am  — —jj^ — ^, 

so  nimmt  cosx^  beim  Aufsteigen  zwischen  zwei  extremen  Lagen  in  umgekehrter  Beihenfolge 
dieselben  Werte  an,  wie  beim  Herabsinken. 

Die  höchsten,  wie  die  tiefsten  Lagen  bleiben  indessen  nicht  an  derselben  Stelle,  sondern 
sie  verschieben  sich  auf  zwei  horizontalen  Kreisen,  und  zwar  stetig  um  einen  und  denselben 
\  Winkel  0,  wie  die  Diskussion  des  Winkels  9  lehrt: 

Setzt  man 


(17) 


_  (1  —  cos  a)  (1  —  cos  ß)  Ic^ (1  +  y)  fe^ 

^         (1  +  cos  a)  {cos  a  +  cos  ß)  \  ±  cos  a 

7    —  _  (^  +  <^^  tc)  (1  +  cos  ß)_k^  _        (1  —  y)  k^ 


^  (1  —  cos  u)  {cos  Li  +  cos  ß)  1  —  cos  a 

SO  geht  (12)  über  in 

_     k  sin  a  sin  ß     l        1  A        Jda         i.        ^         /^        ^^^       \ 

^  "^  Vcos  ^ß  —  cos  ^a\^  +  (^0^ ^ J^   l']r1\sin^a      i  —  cos aj^  1 -{- \sin^af 
Beide  Integrale  lassen  sich  auf  ein  elliptisches  Integral  erster  und  ein  solches  dritter  Gat- 
tung zurückführen.    Es  ist  nämlich 

AI  —  k^sin^a     da       j^da ,,    ^h^  1^ sin '^a da  ih2\  /**    sin^amudu 

I^T+\ski^'    -:/  "  7q   ^-(/ii+^)y^^^_^;^^^.^2^)^-w  — (Äi  +  Ä)^    r+  \  sin  ^amuT 

.  um  auf  die  Jakobische  Normalfoxm 

/^  k^^  sin  ^amc  cos  ante  J  ante  sin  *^amu  du 
1  —  Ä^  sin  Hmc  sin  ^amu 

zu  kommen,  setzt  man 

Aj  =  —  Ä*  sin  ^amcj 
woraus  sieb  jedoch,  da  \  positiv  ist,  sin  amc  als  rein  imaginär  erweist.    Es  ist 


c  =^  i    —^ 
und  mit  der  Substitution 


^j 

„  V(i  -  s^)  (1  -  Ä-^lY 


i,tl  f 
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y  *. 


C  =  * 


,    V(l  —  fl«)  (1  —  *'*  fl")  ~  ^'    ^®°° 


<19) 


•   *=/o     V 1  -  Ä'«  sin  V  ****  '*i~Ai+&« 
gesetzt  wird.    Daher  hat  man 

'»  üi/dff     Äj  +  A*      77  (tt,c) 


/ 


{)     1  +  Äj  «in  V  Ä*  »in  amc  cos  amc  J  amG^ 

sin  amc  =  i  V\ :  k\  cos  amc  =y  -^-p — ,  ^  ötwc  =Vl  +  A^, 


_Äi_-fÄ«     1 ^,y    h^+k'^     ^,{1 +co8a)Vcos^ß  —  cos*a 

Ä*  »in  amc  •  cos  amc  J  amc  \  (1  +  h^)  k  sin  a  sin  ß 

Man  erhält  daher  als  ersten  Teil  von  (18) 

k  sin  a  sin  ß  1  /^        jada  k  sin  a  sin  ß  u  .    .„,     -x 

V  cos^ß  —cos^a      1  +  cosa/o    l  +  \sin^a      Vcos^ß  —  cos  ^a^  +  cosa 
Bei  dem  zweiten  Integral  in  (18) 

{h^  +  k^  n  {u,  c) 


A__^dö___^_  ju     sin^amudu    ^^^      {h^  + 

L    l  +  h^sin^tr  ^  />   1  +  Äg  sin  *^amu  ä* 


sin  amc  cos  amc  J  amc 

ist  Äj  =  —  k^  sin  ^amc,  aber  —  Ag  >  ä*.  Daher  führt  der  geradlinige  Integrationsweg  in  dem 
Integral  

/  K(i-5^)(i-Ä«rV 

2n  dem  Yerzweigangspunkt  §  »-  1.  Umgeht  man  diesen  Punkt  in  einem  kleinen  Halbkreis,  so 
lässt  sich  zeigen,  dass  der  auf  den  Halbkreis  bezogene  Teil  des  Integrals  zugleich  mit  dessen 
kleiner  und  kleiner  genommenem  Badius  r  verschwindet,    c  nämlich  lässt  sich  zerlegen  in 


c 


/  V(l-|«)(l— Ä«|«)     /  V{l-|»)(l— Ä^       /  V(S«-l)(l-Ä«|«)" 

'0  '1— r  /14-r 


0  ^1— r  /l+i 

Das  mittelste  Integral  geht  mit  der  Substitution  ?=l  —  r-e*^  über  in 


—iVrl 

/o 


V(2  —  r  e  *»  [1  —  ft»  (1  —  r  et>)«] 
und  verschwindet  für  r  =  0. 

Femer  ist  A^  +  1  =  ip^  ^  — rH^  —  ^o^  ß)  .  ^  folglich  1  —  ä«  J«  in  dem  dritten  Integral 

^  (cos  ß  —  y)(\  —  cosa)         ^       ^  *  ^ 

bis  zu  der  oberen  Grenze  V — h^\k'^  positiv,  wenn  nur  1  +r<V — Aj-.Ä^ist.     Das  dritte  In- 

1  V  t« i 

tegral  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  J  =  ^  sina=:     j.  . —  in  das  Integral 

Vl—k*^sin^a  '^  s 

■worin— -——^<  1,  da  —  Äj<  1.    Es  ist  somit  für  verschwindend  kleine  r 
<21) c  =  K-  ib. 
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nnd 

n(u,  c)  =  n(u,  K—ib)  —  —  n(ti,  K  +  ib), 
femer 

sin  amc  =  sin  am  (K  —  ib)  ««  — t^—tt  =  V  —7-«-»  <^os  amc  =  1/  -"-y^ — >  J  amc  =V1  +  A«, 

^  ^      ^  am  (61  Ä^j       ^     Ä*  '       A*  * 

Vt.^"^ _l/~^2  +  fe''^      ■_  .  (1  —  cos  g)  \^gQg  V  —  cöT^^ 

k'^  sin  amc  cos  am^  J  amc         — ^  (1  +  ä^)  ä  sin  a  sin  ß 

folgßch  ergiebt  sich  für  den  2.  Teil  von  (18) 

k  sin  a  sin  ß  1  l^        dda  k  sin  n  sin  S  n  ,    •„•     xr   .     7  v 

Vco5  ^ß  —  cos^a      l  —  cosaj^l  +  h^ sin  ^a      y cos  ^ß  —  cos^a^  —  cosa 

Die  Summe  der  beiden  Teile  ergiebt 

2  /^  sin  3 
(22)    ....     y  = ^ r^  •  11+  in (u,  ia)  +  i  n  (u,  K  +  ift^. 

^in  aV  cos^ß  —  cos  *a 

Nun  lässt  sich  die  Funktion  77  auf  die  Funktion  z  und  die  Jakobische  Funktion  8  zurück- 
führen durch  die  Gleichung 


„  /      .  X  ^   .    1  7  ^  /^  (^  —  «)1 

77  ru,  a)  -  u  .^  r«;  +  ^  %.  na«.  (^.-qr^T)/' 


die  selbst  für  komplexe  Variable  Gültigkeit  besitzt.    Hierbei  ist 

<9  (a)  -   jT 

Ö  (u)  =-  1  —  2qcos  -—  +  2q:  cos  ——  —  2q^^  cos h  •  .  . » 

K  K  K. 

sodass 

i  77  (w,  ?a)  ^^  H  'z  (a,  t')  +  g^^,.  —  fa?i  aw  'a,  ä:')  ,/  am  (a,  A:')  |  +  ^  '{^  T^^^T^}» 

in{u.K  +  ib)^u^z(b,k,  +  ^^  ^^  --  ^^^  ^^  j  +  2  i|^(^_jj.^^)|. 

Femer  ergeben  sich  folgende  Werte: 

1/       h.  k\l{\  —  cos  u)  (1  -  cos^ 

sm  am  a  -=•  V -^ -^^  =  ^-.  V^^^— .„  -^ 

VA=^            ÄrV    1  +  ca^  a 
— r"r9  =  r^V^ l -' 
^i  +  «        k  ^  cos  ß  —  cos  a 

J  am 


f\  +k^  cos  ß  —  cos  a 


1 1/  Ä«  -^  Ä^       11/       ^0,9  V    -  cos  ^a 
Ä  '        Äg  k     (1  +  cosa){l  +  cosß) 


k  —  h^  (1  +  ^os  a)  (1  +  COÄ  a) 

/7    7'\       1/    Ä:^         l/(l  —  cos  u)  (cos  a  +  cos  ß) 

J  am{b,k)  =  V  — ^-=  V  ^S:rn ^  ,  ,,    .     — i^r^- 

^       ^  — Aj  (1  +  ^ö6f  a)  (1  +  cos  ß) 

Mit  diesen  erhält  man  aus  (22) 

{y(    v\j-7th  7/x  ,  nja-^b)  ,         k sin a shiß{cos  a -{- cos ß)       \   ,   ij{ß[u — m)6^(u — TS: — i6)) 
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Dieser  Ausdruck  gestaltet  sich  etwas  einfacher  mit  der  Formel 

Z  (a,  Ä:')  -H  Z  (&,  Ä')  =  z  (a  +  J,  ä:')  +  Ä'^  «im  ama  sin  amb  sin  am  (a  +  6^). 

Da  nun 

k  sin  a  sin  ß  (1  +C08  a  cos  ß) 


k'^  sin  ama  sin  amb  sin  am  (a  -t-  6)  == 


(1  +  cos  a)  {1  -}-  cos  ß)  Vcos  V  —  cos  ^cc 
so  gewinnt  man 

fr,/     1    1.  7  'N    1   ^  (öt  +  ^)  ,       k  sin  asin  ß    ]   ^   i  j  ^  i^  {f^  —  ia)  8  (u  —  K  —  ib)\ 

und  setzt  man 

/oo\  ^       ^r     I    7.  7'\    I    ^^  +  *  I       ksinasinß 


2    -OT        y^(j5  2^  —  cQg  8« 
so  ist 
,oAx  ^'^    .    ^7  ,  (e(u  —  ia)eiu  —  K—ib)\ 

Der  Winkel  y  besteht  daher  aus  zwei  Teilen;  der  eine  wächst  proportional  der  Zeit,  der 
andere  ist  periodisch.  Da  nämlich  6  (u)  r-  ß  {u  +  2  K)  ist,  so  nimmt  der  Logarithmus  nach 
Verlauf  vou  2  T  Zeiteinheiten  periodisch  denselben  Wert  an;  im  besonderen  gilt  dies  zu  den 
Zeitpunkten  0,2  T,  4  7; . . . .,  wenn  0  die  Zeit  der  ersten  höchsten  Lage  bedeutet,  und  ebenso  zu 
den  Zeitpunkten  T,  3  r,  5  T, . . . .  Die  beiden  in  den  zwei  Reihen  periodisch  wiederkehrenden 
Werte  des  Logarithmus  sind  jedoch  einander  gleich ;  denn  für  w  ^  0,  wie  für  u  =  K  ist  er 
gleich  0,  da  8  (u)  =  6  (—  u)  und  8{K  —  ic)  =  8  {K  +  ic). 

Es  entsprechen  sich  daher  folgende  Werte: 

^  =  0,  r,  2  T,  3  2;  4  T, 

0-=  a,  ß,     of,      ff,      of,  .  .  .  . 

^=0,0,2  0,3  0,4:0, 

Die  höchsten  und  tiefsten  Lagen  des  beweglichen  Punktes  verschieben  sich  also  stetig  um 

den  Winkel  0  im  Sinne  der  Bewegungsrichtung  auf  einem  horizontalen  Kreise. 

Schreibt  man  statt  (12) 

.    ^  /«  d^ 

q>  =  sin  a  sin  ß 


/&  sin  ü 


vA  V{cos  ß  —  cos  if)  {cos  vA  —  cos  a)  [cos  O'  (cos  a  +  cos  ß)-\-  1  +  cos  acosß] 
so  sieht  man  leicht,  dass  9)  um  so  grösser  ist,  je  grösser  ß,  je  höher  die  tiefsten  Lagen   des 
materiellen  Punktes  sich  befinden.     Dasselbe  gilt  vom  Winkel  0,  der  also  am   kleinsten  ist, 

wenn  cos  ß  =^  1.    Dann  ist  y  =  —  1,  sin  V  —  0,  sin  Vi  '^  1»  also  a  =-  0,  b  =  K'  und     ^    **  1» 
Z{a  +  bf  U)  =  0,  sodass  -  der  kleinste  Wert  von  0  ist  und  0  >  q. 


2.  Die  Spannung  des  Fadens. 

Die  Spannung  der  Fadens  und  die  Schwerkraft  erteilen  zusammen  dem  materiellen  Punkt 

dfV  V 

eine  Beschleunigung,  die  in  eine  Tangentialbeschleunigung  ^  und  eineCentripetalbeschleunigung— 

az  Q 

in  der  Richtung  des  Erümmungsradius  q  zerlegt  werden  kann.    Da  der  Krümmungskreis  einer 
sphärischen  Kurve  auf  der  Kugel  selbst  liegt  (Satz  von  Meusnier),  also  der  Kosinus  des  Winkels, 

den  der  Faden  mit  dem  Krümmungshalbmesser  bildet,  =  ^  ist,  so  hat  die  Komponente  der  Centri- 

Hottfold,  Dm  Fadenpendel.  4 


26 


V^     .  ,  ^.      ,     ,  ,  ^        ,  ,  ,-r,  .      V* 


petalbeschleunigung  —  in  der  Bichtung  des  Fadens  den  Wert  -^.    Diese  Komponente  aber  macht 

mit   der   Komponente  g  cos  i^  der   Schwere   die   Spannung  N  des  Fadens   (Besclüeonigang   des 
Zwanges)  aas,  sodass  sich 

N  =^Y  +  g  cos  x^ 

ergiebt.    N  kann  demnach  nur  in  der  oberen  Halbkugel,  für  negative  cos  ^,  negativ  werden 
Mit  (3)  erhält  man 

^  ^  v\  —  2  gl  cos  .»0  +  3  gl  cos  d^ 

(►— 

einen  Ausdruck,  der  von  <p  unabhängig  ist.    Er  stimmt  mit  dem  Ausdruck  (6)  des  L  Teiles  für 

die  Spannung  des  ebenen  Pendels  völlig  überein  und  liefert  wie  jener  die  Bedingungen,  unter 

denen  der  materielle  Punkt  die  Oberfläche  verlassen  und  sich  in  einer  Parabel  weiterbewegen  kann. 

v\  —  2  gl  cos  O^Q  ist  wegen  (3)  positiv,  wenn  der  materielle  Punkt  sich  bis  in  die  obere 

Halbkugel  bewegen  soll.    Zweitens  muss  —  cos  >  >  — ^ ^^ für  negative  N  sein  und 

ö  gl 

drittens  selbstverständlich  ^  <  u.    Es  bestehen  somit  die  Bedingungen 

(26) 0  <  v\  —  2  gl  cos  ^Q<  —  Sglcos  a. 

Sie  sagen  aus,  dass  der  materielle  Punkt  im  Momente  des  Abweichens  in  eine  Parabel 

einen  auf  das  Intervall 

beschränkten  Polarwinkel  ^^  besitzt. 

Nur  im  Aufsteigen  kann  der  Punkt  die  Kugelfläche  verlassen;  denn  erreicht  derselbe  die 
höchste  Lage,  ohne  dass  N  null  und  negativ  wird,  so  bleibt  N  auch  bei  der  fallenden  Bewe- 
gung positiv. 

3.  Ort  der  Abweichung  in  die  Parabel. 

Hat  der  Punkt  beim  Aufsteigen  einen  Polarwinkel  &^  in  der  oberen  Halbkugel  erreicht,  sodass 

/^«N  ,         ^^^0  —  2  gl  cos  x/q 

(27) —cos^^=^-^ ^-^ ^-<  —  cosa, 

so  bewegt  er  sich  in  einer  Parabel  weiter,  da  N  bei  noch  grösserem  Polarwinkel  negativ  wird. 
Seine  Geschwindigkeit  hat  alsdann  den  Wert 

(28) v^  —  Vv\  —  2  gl  cos  i^Q  +  2  gl  cos  &^  ^  V — gl  cos  ^^ 

Für  die  Zeit  bis  zur  Abweichung,  wenn  sie  von  der  ersten  höchsten  Lage  an  gemessen 
wird,  erhält  man 

,^, .  ^       ^  ^      r  A»  d(y    .    9  l  cos  v^.  —  cos  a 

^     ^  ^  K/o      J'  ^        k^     cos^^—y 

und  für  den  Drehungswinkel  der  Vertikalebene 

iPti,  ^  l^{u.—  ia)    a(u.—K  —  ib)\ 


wobei  u^  ^  2  K  —  /    —  gesetzt  ist. 

/o 


^0     ^ 
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Es  wäre  noch  die  reelle  Foim  von 


i 
2 


ij  ^jßju—  ia)  -eju  —  K—  ib)\ 

i  ^"^^  ^''^'  \e{u  +  iu)'e{u  —  K  +  ib)j  ~ 


i  1         4  i^  0*  —  ^)1  .    i  7         .  i^  iu  —  K  —  ib)] 

-  log.  nat  {—-) r-i-}  +  -  log.  nat.  \ — ] t-j 

2    ^  [e{u  +  ta))       2    ^  {&  {u  —  K  +  ib)) 


zn  ermitteln.    Man  hat 

•  V       1  —  2  q  cos 
9  (u  —  tä) 


n{u  —  ia)   ,    ^  ^^ 2  n  (u  —  ia)       ^  ^^   _  3  tt  (w  —  ia) 


K 


+  2  q^  C08 


K 


—  2^^  cos 


K 


+  ... 


^       1 — 2  qcos     ^      ' \-2q^co8 ^—-^ —  2  q^  cos ^-—^ ^  +  ... 

Ä  A  K 

Da  aber 


mn a       mn  a 


m n  a       tnn  a 


K 


cos 


m  71  (ti±  ia) e-""+  e 


K 


m  71  u ^  .e^ — e      ^      .  mTtu 

cos — \'i sin 


K 


2 


K 


so  folgt 


i  ,     jß{u  —  ia)\      i  ,  jU  —  i  UA 

2  ^H^TtTH^)  r  2 'n^+T^h 


arc  tan 


(31) 


TT  a 


na 


27Ta 


2na 


TfU 


27TU 


Ei 

Sna 


wenn 

Sna 


U^l  —  q(e^+e    ^)cos--+q*{e^+e     ^)cos—- 


^r     K    \  K\  ^TlU 


na 


na  2na         2na 

7lU        1,  ~F~  ItT     .     27lU 

K 


U,  =  q{c^—e    ^)^n'^^q^e^—e     ^)  sin 


^na 


K 


na        nK* 


K 
^na 

-"■)  Sin—— ... 

A 

nK'  na 


/,  na        nJL'  na  nA    na 

vV  hnr^^'  *^s^  ^  <  Ä"  nnd  e  ^  <  e  ^,  daher  q  •  e  ^=  e     ^-  e^<l, 
»  1 — K  S'in  o 


na 


0 
2na      Sna 


na 


2na 


Sna 


sodass  qe^,q*e^yq^e^ und  qe    ^^  q^e    ^,  q^e    ^ —  und  demnach  auch  die  Kofifficienten 

der  Kosinus  und  Sinus  in  beiden  Reihen  (31)  und  diese  selbst  rasch  abnehmende  Reihen  bilden. 
Es  ist  ebenso 


ii         Je{u  —  K—ib)\  .      V, 

2  log. ^\e{u-  K  +  ib)r-^''^''v' 


wenn 


(32) 


nb         Tib 

A 


2?»6 


2nb 


Snb         %nb 


I     1/   Ai         A\       27r(A — u)         q,   Ai         £L\ 

+  2  (^    +ß      )cos — —^ q^{e,+e    ^)cos 


jr      S7i{K—u) 


K 


K 


{ 


nb 


nb 


2nb 


V,^q{^-e   ^)sin'^^^^-^^-^^^^ 


K 


q^{e^ — e    ^)sin- 


2nb  Snb         Snb 

2:7.    27r(A— w)    j_g^^X~    r'K^:^^"(^~'^) 


K 


+q^{e^—e    ^)sin 


K 


Auch  diese  Reihen  konvergieren  rasch,  da 

da 


-t 

/o 


(33) 


,     ,7;  <  ^'.    Daher  kann  man  für  (17)  setzen 
J{a,k')^ 

9  «*  —j=i — |-  arc  tan  ~  —  arc  tan  ^, 


-—  und  daher  der  Ort  des  Abweichens  in  die 


Parabel  bestimmt  ist. 
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4.  Specielle  Fälle. 

Um  ein   bestimmtes  Beispiel   durciizaführen,  mfisste     man   für    die    drei    Eonstanten  c^q, 
(-TTj  I  (^)    bestimmte  Werte  wählen  oder  statt  derselben  für  die  Konstanten  a,  ß^  0-^.    Die 

drei  Konstanten  sind  jedoch  nicht  von  einander  unabhängig,  weil  —  cos  ä^^  <  —  cos  a  <icos  ß 
sein  muss.    Vergleicht  man  die  Koefficienten  von  cos  ^d-  in  (7)  und  (8),  so  erhält  man 
l  /d^\*  .     ^     •    fl..  /^y\*             .     j  I  v*o — 2  gl  cos  ^^Q  ^       j  j 

rg{-diK-^2-g''''''o{-dt),-"''    "  ^9l ^  =  "  ^ "  ««  «  "  ^«' A  «"*  da 

v\  —  2  gl  CCS  &Q  ..        j  ^  ,1  —  cos  ^ß 

^-^ -^- ^  sa  —  cos  ^.  und  —  y  —  cos  a  —  cos  ß  =^  —  cosa  A ; ^,  SO  ist 

'6  gl  '  '  ^  cos  a  +  cos  ß 

/o.v  ..2.21  —  cos^ß 

(34) —  cos  i>.  =^ 7C0Sa  +  - -. -—, 

^     '  ^  3  ^  cos  u  '\'  COS  ß 

Da  ferner  —  cos  ^i  <  —  cos  a  ist,  so  gilt 

2 

(35) — ~  cos  a  < — cos^^< — cosa. 

3 

Ans  (34)  folgt 

2     1  —  cos  ^ß  ...    2  ^1 

1 =^  —  cos  ^i  +  -  cos  a  <C—  ~  cos  a. 

d  cos  a  +  cos  ß  ^3  3 

Daraus  ergiebt  sich 

19  8 

{cos  a  +  -cos  ßy<^  (cos  V  —  y )» 

sodass,  soll  eine  Abweichung  möglich  sein, 

(36) cos  ^ß  >^,  cos  ß  >  0,9428090 

9 

und 


^V  cos  ^ß  —  ->  cos  a  +  -  cos  ß  >  —  -  y  cos  ^ß  —-y 

folglich 

.    cos  ß  —  Vd  cos^ß  —  S                      ^cos  ß  +V9  cos^ß  —  8 
(37) ^ 2 ^ ^^—cosa<—^-!- ^ 

sein  muss. 

1  V2 

1)  Ist  —  co8a^-cosß=^-^  =  —  cos  ^^,  so  erreicht  der  materielle  Punkt  seine  höchste 

2  3 

Lage,  ohne  die  Kugelfläche  zu  verlassen;  daher  gilt 

/«.N*          cosß  —  V9  cos  V  —  8  ^                     V2,V2^                  ^cos  ß  +  V9  cos^ß  —  % 
(37)*.     .    — <—  cos  a<-—  oder  -—  <  —  cos  a  <  — . 

2 

2)  cos  ß  =1  ist  die  Bedingung  für  das  ebene  Pendel.    Hierbei  ist  —  cos  0-^  =  —  -cos a. 

3)  Soll  cos  a  =  cos  ß  sein,  so  bleibt  der  materielle  Punkt  auf  der  untern  Halbkugel,  da  nur 
diese  die  beiden  extremen  Lagen  enthalten  kann.  Eine  Abweichung  aus  der  Oberfläche  ist  aus- 
geschlossen. Dabei  ist  ^^  konstant,  gleich  a,  und  die  Bewegung  findet  daher  auf  einem  horizon- 
talen Kugelkreis  statt,  dessen  Badius  Isin  a  ist.    IXe  Geschwindigkeit  ist  ebenfalls  konstant,  sie 

ist  gleich  v^,  wie  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  lehrt.   Da  -yr  =0,  so  ist  Vq  «=«  i  «n  «  (^)  • 

dt  \(Mrt  I  0 
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Ferner  ist  nach  (5) 

dt       \  dtJo       l  sin  a 
und  daher 

^         l  Sin  a      ' 

wenn  9o  =  ^  genommen  ist.    Fär  den  ganzen  Umfang  ergiebt  sich 

2  In  .  sin  a 


Nun  ist 

l^  fd  i^ 


% 


ft    { ^-7 )  +7r-  «w  ^^0  ( -3^ )  —  cos  ^Q  = ; ~  —  cos  a  —  cos  ß 

2g\dt/o     2g  ^\dt/o  ^        cos  a  +  cos  ß  ^ 

und  für  cos  x^q  =  cos  a  =  cos  ß 

l     .    2    /dq>\^ sin  *a 

2^^^  "^  Kit  K~  Y^^^' 

sodass  

l  sin  a        \dt  Jo  l  cos  a 

Daher  ergiebt  sich 

9 
Bei  klemen  Elongationswinkeln  ist  bekanntlich  die  OsdUationsdaaer  eiaes  anfachen  Pendels 


VI. 


mit  der  L&nge  l  annähernd  2  tt  y  — ;  die  ümlaufszeit  des  konischen  Pendels  ist  daher  gleich  der 

Oscillationsdaner  eines  einfachen  Pendels  mit  kleiner  Elongation,  dessen  Länge  gleich  dem  Ab- 
stand l  cos  a  der  Ebene  der  Bahn  von  dem  festen  Punkte  ist. 

4)  Es  sei  cos  ß  =  0,95,  cos  a  =  —  0,4,  welche  Werte  den  Bedingungen  (36)  und  (37)  ge- 

127 
nügen;  dann  folgt  aus  (34)  cos  xß-^  =  —  r^,  und  es  stellen  sich  folgende  Werte  ein: 

Ä«  =  0,64989059,     tf,  —  10»  12'  25"  71,     K  =  2,00746187,     K"  =  1,74442000, 

U^=2K—         — -  =  3,83616132,     a,  =  24^  43'  45",  12,     ^  =  81<>  10'  62",  06, 

/O      ^ 

/«i  d  tf  fß\  da 

a  =  /      v^        Ti   ^^^T^  =  0,43625670,      6  =  /      ./,        ,..,   =t^  =  1,55384622. 
/O     VI  —  k^ sin^a  Jo      vi  —  k  ^ sin^c 

•      q  =  e^.^  0,06522298,   q  =e^'=  0,02690844,    ^  (<*+ ^)  =  205"  21'  3",  90, 

na 

"^KK'    ^  <>»89268257,    ^  =-  0,68272324,    ~  =  2,43170342,    e^—  1,9792607, 


2n 


nh  ^n  a  —nb 

j-^  =  11,378249,     e    ^  =  0,6062392,     e    ^=0,0878870 
q'        .    n{a  +  h)  ,       ff'V      .    2n(a^h)  ^     q^       .    37r(a-l-&) 


^(a  +  byk')  =  ^  L_^'iSin     ^ ^,       +^_  .g^^ ^^ ^  "♦"i— ve^^ ^^^ +••• 

=  —  0,039581952. 

Zp  ^n  a  sin  ß 

-  0,26774003,     <P  ^  2,25004487. 


\cos  V  —  ^ös  *^a 
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n  ti 


^  =  343«  58'  16 ",  29. 


K 

üj  =  —  0,02650867,     U  =  0,84431348 
V;  =-  0,20457645,     F=  1,72076678, 

arctan  ^r  =  —  1^  47  53",  91,    arctan  ^  -^  6^  46'  47"  60. 

Man  erhält  somit  als  zusammengehörige  Werte 

a  =  113«  34'  41",  43;     fi  ^  18«  11'  41",  59;     ^,  :z^  112«  38'  3",  60. 

r=  1,96976997V-,   ^=3,76413396^-. 

9  9 

<P  =  128«  58'  60",  73,    ^^  =  237«  52'  24",  53: 


5.  Bewegung  In  der  Parabel. 

Die  Ebene  der  eintretenden  Parabelbewegung  ist  eine  vertikale  Ebene,  darch  die  Richtung' 
der  Geschwindigkeit  v^  gelegt.    Die  Bewegnngsgleichungen  in  derselben  sind 

d"^  X      0}  y       ^    d}  z 


(38) 


dt'  "■■  d^«~  "  ^'  ~dt^  ~  ^' 


Aus  den  beiden  ersten  erhält  man 

dx       /dx 


fa,x\ 

"  \dt). 


und 


dy        fdy 


\dt)^' 


dt        \dtJy  dt 

wenn  die  speciellen  Werte  bei  der  Abweichung  durch  den  Index  1  ausgezeichnet  werden ;  aus  der 
dritten,  wenn  die  Zeit  vom  Beginn  der  Bewegung  in  der  Parabel  gezählt  wird, 

dz       /dz\ 

mithin  für  die  Gkscbwindigkeit,  ftir  welche  *'"''  ^  {  j^  J  "f"  ( /^)  ^"  (d/j  '  ®''^*  ™*° 


(39) 


««:= 


*'^+2^-(J);^+^'*" 


(40) 


Bei  weiterer  Integration  stellen  sich  folgende  Oleichangen  der  Parabel  ein: 


Die  Zeit,  welche  während  der  Parabelbewegung  bis  zum  Eintreffen  in  der  Eugelfläche  ver- 
fliesst,  sei  t^j  die  Koordinaten  seien  beim  Eintreffen  x^y  y^,  z^.    Man  erhält  dann  mit  (40) 


p^a:^2^  yj«+ V  =  ^*+2 


>(l)+^.(l).+'.(a)]'.4'^'+^'''+'©.'.'+$v- 


Der  Koßfficient  von  ^  ist  gleich  null,  sowie  wegen  (28)  der  von  ^^^ 
Es  bleibt  daher 


^•4('^)/i^]-«' 
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(41) «1 


woraus  für  die  Zeit  der  Parsbelbewegnng 
resultiert. 


2 


=  4V 


l 


4y-V2f{cos»,) 

iß 

a?y-Ebene. 


/vy                   /?/ 

-\o/ 

f     *                          \. 

f      '         ■*                  V 

%/ 

• 
* 

\ 

% 

l            / 

M 

1   ^  ■:        \ 

ff    y 

1 

\         *                      \ 

\         *                       \ 
\         *                       \ 

V         •                       \ 
\       '                     \ 
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(0),  (2),  (4) höchste  Punkte  der  Bahn,  co«  a  =  —  0.4. 

(1),  (8) . .  . .  tiefste  Pnnkte  der  Bahn,  eos  ß  =  0,95. 
«,  =  —  0,88484848  •  /,  x,  =  -  0,49083198  •  /,  y,  =  - 
«,  =  —  0,26472488  •  /,  jt,  =  —  0,11710110  .  /.  yj  =  • 


0,78164918  •  /. 
0,95718758  •  l. 


6.   Weitere  Abweichungen. 

Nacli  (39)  und  (41)  kommt  der  Geschwindigkeit  beim  Eintreffen  in  der  Kugeloberfläche 
der  Wert 


/ 


V„  =    }•  t;^8  +  8  ( 


Jt)\ 


2 


ZU. 


Der  Punkt  könnte,  wenn  er  auf  dem  Wege  der  Parabel  im  Punkte  x^,  y^,  ^  in  die  Kugel- 
oberfläche gelangt,  gerade  die  Bahn  treffen,  die  er  einhalten  würde,  wenn  er  die  Kugeloberfläche 
nicht  verliesse.  Aber  gesetzt  auch.^  es  wäre  der  Fall,  so  wäre  es  für  den  weiteren  Verlauf  der 
Bewegung  doch  ohne  Bedeutung,  da  der  Punkt,  wenn  er  auch  die  Bewegungskurve  auf  der  Kugel 
wirklich  trifft,  dieselbe  nicht  beibehält,  indem  die  Eichtung  seiner  Geschwindigkeit  eine  andere 
ist.  Um  dies  zu  beweisen,  möge  zunächst  angenommen  werden,  dass  der  Punkt  auf  der  Kugel- 
oberfläche bleibt  und  jene  Stelle  des  Eintreffens  erieicht  Nach  (3)  geht  daselbst  die  Geschwindig- 
keit in  eine  solche  über,  für  die 

Die  Ausdrücke  für  die  beiden  Geschwindigkeiten  stimmen  überein,  wie  überhaupt  in  Punkten 
der  Parabel  und  der  Kugelfläche,  welche  gleiche  Höhe,  d.  h.  gleiche  ^,  haben,  indem  für  gleiche 
z  in  beiden  Kuiven  die  Geschwindigkeit  denselben  Wert 

V  -=:  V3  v\  +  2  gz 
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erlangt.  Beim  Übergang  aus  der  Parabel  in  die  Eagelfläche  verliert  jedoch  der  Pankt  einen 
Teil  der  Geschwindigkeit,  die  Komponente  in  der  Bichtang  des  Fadens,  wegen  der  Spannung  des- 
selben, sodass  die  Geschwindigkeit  der  nun  eintretenden  Pendelbewegung  in  allen  Punkten  eine 
kleinere  ist,  als  die  der  ersten  Pendelbewegnng  vor  der  Abweichung.  Zur  Bestimmung  der 
neuen  Geschwindigkeit  und  der  verlorenen  Komponente  sei  der  Winkel  mit  ip  bezeichnet,  den 
die  Tangente  der  Parabel  im  Punkte  x^,  y^,  e^  ^^^  ^^^  Radius  bildet.  Die  Gleichungen  der 
Tangente  sind 

?  — ^2  ^  n  —  Vt  „  C-gg 


die  des  Radius 


sodass 


(d^\  fdy\  /dz^  . 

\dtJ"         \dtJ"         \diJ' 

1=^  =  1 

cos  W  =  =1^-7:=-=:^^^= 


ndx\*     /dy\^     /dz\^' 
Jt),,'^  \di)„'^  Kit),. 


Nan  gilt  nach  (40)  und  (27)  und  weil 

für  das  Quadrat  des  Radiusvektor  in  der  Parabel 
daher  ist 

und 

folglich 

Die  verlorene  Komponente  ergiebt  sich  hieraus  als 
(43) v„co8\p  —  —  8  (;tt)  '  9^- 

Zerlegt  man  die  Geschwindigkeit  v^  sowohl  als  die  verlorne  Komponente  in  drei  Konipo* 
nenten  in  den  Richtungen  der  Axen,  so  erhält  man  als  Komponenten  der  Geschwindigkeit 
Vj  =  v„  sin  \p  beim  Beginn  der  neuen  Pendelbewegung 


dz-"" 

-n 

(42) cos  ip 


(44) 


(dx\       fdx\  x^ 

dt)r\ddr''"'^'^'f 
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Als  Summe  ihrer  Quadrate  ergiebt  sich  in  der  That  v,,^ —  2  v„  cos  tp  '  v^^  cos  tp  •+-  v,?  cos  ^xp 
=  V,?  sin  hp.  Die  Kosinus  dör  Winkel,  die  die  Geschwindigkeit  Vg  =  v„  sin  ip,  d.  i.  die  Anfangs- 
geschwindigkeit der  neuen  Pendelbewegung,  mit  den  Axen  bildet,  erhält  man  durch  Division  der 

Komponenten  (-^j  »  (^7)  »  (57)    ™*  ^"  ^^  V'     Soll  nun  die  Richtung  der  neuen  Geschwindig- 

8  8  8 

keit  dieselbe  sein,  wie  wenn  der  Punkt  auf  der  Kugel  selbst  an  die  Stelle  des  Eintreffens  ge- 
langt wäre,  so  müssten  jene  Kosinus  mit  den  Kosinus  der  alten  Pendelbewegung  an  dieser 
Stelle  übereinstimmen.  Z.  B.  müssten  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  beide  Richtungen  mit  der 
^-Axe  bilden,  gleich  sein,  also 

KdVr '"  '"'f'-i  _-  ^  **«  ^  [Ttj, 

■         ■■     ■  ■■■■—        —      ■  ■■  ■    ■    ■  ^m^^       -         -  - • 

v„  sin  ip  v„ 

v,,  COS  V^  =  —  8  (^)   :  gl  =  16  f  (cos  0'^)V2  gl  f  (cos  ^J, 
v,,«  =  t;^«  +  8  (^J  =—glco8^^  +  16  gl  f(co8  ^J  und  folglich 


sin  ip  =y ——^ — - —   f^T —     »  worin  zur  Abkürzung  f(cos  ^J  =  /i  gesetzt  ist. 


Ferner  bat  man  wegen  (6) 

—  l  sin  /Ag  (-^'^  j  =  M:iglf(cos  ^J, 
sodass  die  Gleichung 


[3  — 16 /;  -  (cos  .>,  +  8/;)]v/;  v— co^//, +  16/;  _  ^^^ 

V—  cos  ^^  +  16  fi  —  8^  /;  ^ 
statthaben  müsste. 

VYTT 
— —^  nämlich  cos  i^^  ^=^  cos  l>^  +8  f^^  f^  aus 

y 

(7),  nämlich  es  ist 

3 

f(cos  O-)  =  /o  4-  cos  ^  +  (cos  a  +  cos  ß'\'y)cos'^Ü'  —  cos  ^il^  =  /^  +  cos  ^  +  -  cos  ,>i  cos  ^0-  —  cos  ^&, 

woraus  folgt 

U  =  U-\-cosiy^+-  cos  *;>! 

und  daher 

/i  =  /i  +  cos  ^1  +  8  ^i  +  I  cos  »^1  —  96  /;«  cos  \  —  «»  ^» 

==  (9  —  96  ^1  .  cos  i>^  —  8»  ^,«)  .  f^. 
Obige  BedJBgangsgleichong  geht  somit  über  in 


[3  — 16/i -cos ;>!— 128^1*]- V— cos ;>i  +  16/i  =  V9— 96^1  •  cos^i— S»/;*  •  V— cos i/i  +  16/,— 8»/,», 

Hottfttld,  Da«  F»d«npondel.  5 
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welche  Gleichnng  nach  gehöriger  Bedaktion  liefert 

/i*[/i  +  lcos^,  -l  cos  «^, j  ^  0. 

Sollen  die  Winkel,  welche  die  beiden  Bewegungsrichtangen  mit  der  ^-Axe  bilden,  überein- 
stimmen, so  mnss  demnach  entweder  f^  =  0,  also  cos  y>^==^  cos  a  sein,  d.  h.  es  findet  keine  Ab- 
weichung statt;  oder  es  mnss  die  Gleichnng 


I 


fx  +  K  oos  0^^  —      cos  »^1  =  0. 


2  1         2 

bestehen.    Man  erhält  aus  (7) 


3 
da  der  Koöfflcient  von  cos  *^^  gleich  —  -  cos  x>^  ist    Demnach  ergiebt  sich 

/;  =  _  1-  CO.  ^.  +  ^  cos  »^,  -  1  sin  %  (^)\ 
Wenn  die  Winkel  gleich  sein  sollen,  so  muss  daher,  wenn  nicht  ^^  =  0  ist, 


*  '»0  ■  (f ).  -  0 


sein,  also  das  Drehungsmoment (x  -^  —  y-^jum  die  «'-Axe  nach  (6)  verschwinden,  was  nur 

beim  einfachen,  ebenen  Pendel  eintritt.  Es  ist  daher  bewiesen,  dass  der  materielle  Punkt  beim 
sphärischen  Fadenpendel,  nachdem  er  die  Eugeloberfläche  verlassen  und  dieselbe  in  einer  Parabel 
wieder  erreicht  hat,  nicht  in  die  alte  Bahn  der  Pendelbewegung  einlenkt. 

Da  beim  Eintreffen  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  stattfindet,  so  sieht  man  ein,  dass 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Abweichungen  die  lebendige  Kraft  nicht  mehr  hinreicht,  den 
materiellen  Punkt  in  die  obere  Halbkugel  zu  heben  und  dass  daher  keine  Abweichungen  mehr 
erfolgen  können,  vorausgesetzt,  dass  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  nicht  verschwindend  klein 
ausfällt.    Die  verlorene  Komponente  der  Geschwindigkeit  ist 

v„  cos  ^  =  -  ^  •  {-aj\  =  leX  V2^ 

der  Verlust  ist  demnach  um  so  kleiner,  je  kleiner  —  (-^]  »  d.  h.  je  näher  die  Abweichung  bei 
der  höchsten  Lage  stattfindet,  welche  der  materielle  Punkt  auf  der  Kugel  selbst  erreichen  würde. 
Es  ist  nämlich  —  (^j  =  ^^  fflfi    um  so  kleiner,  je  kleiner  /i  ist.    Aber  man  hat 

^f}"^^  jp  =  f  (cos  ^)==l  +  3cos^(cos&.—  cos  ^) 
dcos  0^  '  ^         ^  ^ 

2 

und  daher  f  (cos  x\)  =  1,  /"  (±  c«)  =  —  oo.    Femer  ist  nach  (35)  —  cos  xß^^  >  —  -r  cos  a, 

also  —  3  cos  u  (cos  v^j  —  cos  a)  <:  cos  ^a  und  folglich 

f  {cos  a)  =  1  +  3  cos  «  (cos  iS^i  —  cos  a)  >  0. 

Somit  ist  f  (cos  xf)  positiv  von  cos  i/^  =  cos  a  bis  cos  >, ,  und  f  (cos  d)  nimmt  zu  von  cos  u 
bis  cos  -lAj.    Daraus  geht  hervor,   dass  f  (cos  ^J  und  —  \^\    um  so  kleiner  sind,  je  weniger 


35 


\  • 


cos  ^1  von  €08  a  verschieden  ist,  dass  aber  —  (-^  j    und  daher  der  Verlust  an  Geschwindigkeit 

um  so  grösser  ausfällt,  je  näher  die  Abweichung  an  der  2n/-Ebene  erfolgt.    Je  höher  der  Ort  [  ! 

der  ersten  Abweichung  ist,  um  so  mehr  nachfolgende  giebt  es.    Bei  ^^  ^^  a  findet  keine  Ab-  I 

weichung  statt,  der  Parabelbogen  ist  gleich  null,  die  Bewegung  geht  auf  der  Kugel  ununter-  { 
brochen  weiter. 


i! 


Schiussbemerkung.  ' 

Im  6.  Abschnitt  des  I.  Teils  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Punkt  auch  nach  mehreren  ' 

Abweichungen  in  den  Baum  (22)  und  dann  in  den  Raum  (30)  gelangen  kann;  femer  im  6.  Ab-  ; 

schnitt  des  L  und  II.  Teils,  dass  die  Übereinstimmung  der  Geschwindigkeiten  eine  Folge  des  Satz^  ! 
von  der  lebendigen  Kraft  ist. 
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Aagust  Ludwig  Hossfeld,  geboren  zn  Meiningen  am  5.  März  1861,  Sohn  des  Ökonomierats 
Hossfeld  zn  Eranichfeld  a/Ilm,  evangelischer  Konfession,  erhielt  seine  wissenschaftliche  Vorbildnng 
auf  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Meiningen.  Er  studierte  von  Ostern  1870  bis  1873  in  Jena 
Mathematik  und  Naturwissenschaften  und  unterbrach  seine  Studien  ein  Jahr  durch  die  Teilnahme 
am  deutsch-französischen  Krieg;  von  Ostern  1873  bis  Michaelis  1874  studierte  er  in  Halle  a/S. 
In  Jena  hörte  er  Vorlesungen  bei  den  Herren  Professoren  Snell,  Abbe,  Schäffer,  Geuther, 
Endemacher,  Gaedechens,  in  Halle  bei  den  Herren  Heine,  Heym,  Knoblauch,  Thomae, 
Brauns,  Asmus.  Im  letzten  Studienjahr  nahm  er  an  den  Übungen  des  mathematischen  Seminars 
unter  Leitung  des  Herrn  Professor  Heine  teil.  Nachdem  er  im  Juni  1875  das  Examen  pro 
liacultate  docendi  in  Halle  a/S.  bestanden  hatte,  leistete  er  das  Probejahr  an  dem  Stiftsgymnasium 
in  Merseburg  ab  und  war  vom  Herbst  1876  bis  Ostern  1879  als  Hilfslehrer  am  Gymnasium  zu 
Eisleben  und  bis  Herbst  1879  an  dem  Realprogymnasium  zu  Hofgeismar  angestellt.  Seit  der 
Zeit  versieht  er  an  letzterer  Anstalt  die  Stelle  eines  ordentlichen  Lehrers. 
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Die  ProfesBoren  Q.  Kirchhoff')  in  Berlin  nnd  W.  Thomson')  in  Glasgow 
haben  zur  Lösung  des  hydrodjmamiachen  Problems  der  Bewegung  eines  be- 
liebigen festen  Körpers  in  einer  Fl&ssigkeit,  nuter  dem  Einfluss  der  mitbe- 
w^ten  Flüssigkeit,  einen  neuen  Weg  gewählt,  indem  sie  nicht  wie  bisher  die 
Drucke  berechneten,  welche  die  Flüssigkeit  auf  die  Oberflächenelemente  des 
>,_'    Körpers  ausübt  und  diese  als  Kräfte  in  die  DiffereiltialgleichuDgen  der  Bewe> 
j    gong  eines  starren  Körpers  einführten,  sondci-n  die  Anwendbarkeit  des  Hamil- 
J     toD 'sehen  Prinzips  auf  solche  Untersuchungen  nachwiesen  und  die  lebendige 
0    Kraft  des  bewegten  Systems  nach  einer  neuen  allgemeingültigen  Methode 
berechneten.     Sie  haben  daduixih  die  Möglichkeit  gegebeu,  die  mathema- 
tische   Bestimmung   einer    solchen  Bewegung   auf  die  bisher  nicht  unter* 
suchten  Fälle  auszudelinen,  dass  beliebige  Kräfle  auf  das  System  einwirken. 
Kirchboff  führte    zugleich    die    Integration    der    erhaltenen    Differential' 
gleichungen  füi'  einen  Rotationskörper  unter  der  Voi-aussetzusg  aus,  dass 
auf  ihn  und  die  Flüssigkeit  keine  Kräfte  wirken.    Clebsch')  zeigte  noch 
durch  Angabe  des  letzten  Multiplikators,  dass  bei  derselben  Voraussetzung 
die  Gleichungen  auch  für  einen  Körper  von  allgemeinerer  Beschaffenheit 
auf  Quadraturen  Kurückführbar  sind. 

Der  Hinblick  auf  diese  elegante  KirchhofTsche  Methode  liess  es  mir 
wünschenswert  erscheinen,  dieselbe  für  eine  unter  der  Wirkung  beschlenni' 
gender  Kräfte,  zunächst  der  Schwerkraft,  stattfindende  Bewegung  zu  ver- 
werten,  was  zu  einer  analytischen  Darstellung  des  ermähnten  hydrodynami- 
schen Problems  für  die  Fälle  führte,  dass  der  in  der  Flüssigkeit  bewegte 
Körper  Rotationsbewegungen  oder  Pendelschwingungen  macht.  Die 
mathematische  Durchführung  dieser  Aufgabe,  den  neu  aufgestellten 
und  den  allgemeinen  hydrodynamischen  Gesichtspunkten  gemäss,  bildet 
den  Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit.  An  die  möglichst  allgemeine 
Lösung  der  geltenden  Differentialgleichungen  ist  zugleich  eine  Anwendung 
auf  Terschiedene  Körper  und  eine  Bestimmung  der  für  diese  definirten 
Konstanten  geknüpft. 

Die  allgemetneD  Differentia^lelehui^eiL 

Wir  nennen  im  Anschluss  an  Ktrchhoff's  Bezeichnnngsweise  x,  y,  z 
zur  Zelt  t  die  Koordinaten  eines  der  materiellen  Punkte,  welche  den 
festen  Körper  und  die  homogene  Flüssigkeit  bilden,  inbezug  auf  ein  mit 
dem  bewegten  Körper  fest  verbundenes,  rechtwinkliges   System;  |,   %  {; 

1)  O.  Kirchfiorf,  fiber  die  BawegnDK  eliKB  Körpen  In  einer  FlÖMtg^L  Berobardt'« 
Joni^  fOi  Mine  und  angeiruidM  Mathematik.    1870.  Bd.  71.  S.  287. 

1)  W.  ThanBOtt  and  P.  G.  Tkit,  treaüBs  od  Oktarat  phlloMphy.  Cambridge  1879' 


^  Matbenfttladie  ÄDDalen.    1871.  Bd.  8. 
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die  im  Saume  festen  Koordinaten  desselben  Punktes.  Es  bezeichnen 
ferner  u«  v,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  Anfangspunktes  der 
Xy  y,  Zj  parallel  diesen  Achsen,  p,  q,  r  die  Komponenten  der  Drehungs- 
geschwindigkeit um  dieselben  Achsen,  X,  Y,  Z,  Mx,  My,  Ms  die  Kompononten- 
summen  und  Drehungsmomente  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  für 
die  nämlichen  Richtungen,  endlich  T  die  lebendige  Kraft  des  gesammten 
bewegten  Systems,  eine  von  u,  v,  w,  p,  q,  r  abhängende  Funktion. 

Hinsichtlich  der  Art  der  Bewegung  ist  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen, wie  bei  allen  Problemen  der  angewandten  Mathematik  und 
mathematischen  Physik  Abstand  genommen  von  manchen  in  der  Wirk- 
lichkeit wesentlichen  Umständen,  die  erst  nach  Lösung  des  einfachen 
Ginindproblems  als  Verallgemeinerungen  allmähliche  Berücksichtigung 
finden  können.  So  ist  überall  abgesehen  worden  von  den  erfahrungs- 
mässig  vorhandenen  Erscheinungen,  die  als  eine  Folge  der  Reibung  be- 
zeichnet werden.  Auch  Wirbelbewegungen  sind  in  der  Flüssigkeit  als 
nicht  vorhanden  angenommen  und  die  Geschwindigkeit  in  derselben  als 
stetige  Funktion  allein  der  Koordinaten  des  Ortes.  Es  ist  ferner  die 
beschränkende  Festsetzung  getroffen,  dass  Dichtigkeitsänderungen,  welche 
bei  praktischen  Versuchen  nur  wenig  wahrnehmbar,  doch  so  unbedeutend 
sind,  dass  sie  ohne  erheblichen  Fehler  vernachlässigt  werden  können, 
nicht  eintreten.  Die  Flüssigkeit  soll  femer  unendlich  ausgedehnt  und  in 
der  Unendlichkeit  überall  in  Ruhe  sein;  auf  ihre  einzelnen  Teile  sollen 
nur  die  von  der  Bewegung  des  Körpers  herrührenden  Kräfte  wirken, 
was  in  der  Anfangslage  absolute  Ruhe  bedingt. 

Bei  solchen  Annahmen  besitzen  die  aus  dem  Hamilton 'sehen  Prinzip 
nach  den  Regeln  der  Vai-iationsrechnung  von  Kirchhoff  hergeleiteten 
Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines  der  Wirkung  beschleuni- 
gender Kräfte  unterworfenen  Körpers  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  dieForm: 
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1) 


1)  Es  ist  hier  wie  im  Folgenden  immer  fOr  die  partiellen  DÜTerenUationen  das 
Sdcben  dt  tSr  die  voUstandigen  das  2teicbeii  d  gebraucbt. 


Uierzu  kommen  die  swiecheD  den  Koordinaten  in  den  beiden  eingeßhrten 
Systemen  geltenden  Beziehungen 

j  =  a-fa,  x  +  Ojy  +  OjZ 

ij  =:  ^  +  A I  +  A  y  +  A I  2) 

C  =  r  +  Yi^  +   YtJ   +  Yi^ 
und  die  Definitionsgleichnngen  tut  u,  v,  .  .  . 

u    ~   n    ^^   A.   f,     ^i*   -4.    V     ^^  «   -   «.   ^"»    4-    «     ^«    X    V      ^^* 

"-«i^  +  Adf  +  j'.  äT      P-"»dr  +  Ä-5j+y.  df 

da    ,     ^    d)J    ,         dy  do.    ,    „    dft    ,         dr,  „, 

da     ,     „    dÄ    ,  dy  d«,     ,     „    ^A     i  ^Yi 

Die  12  Gröeeen  a,  ß,  y  hängen  von  der  relativen  Lage  der  Koordi- 
natensysteme, also  Ton  der  Lage  des  Ijew^teii  Ktlrpers  ab.  Die  a,  ß,  y 
ohne  Zeichen  bedeuten  die  Werte  von  J,  ij,  t  für  x  =  o,  y  =;  o,  z  =  o; 
die  nenn  übrigen  sind  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Achsen  der 
beiden  Systeme  mit  einander  bilden;  «i  ~  cos  (S,  x),  a^  =  coe  (|,  y) 
n.  s.  w.  Zwischen  diesen  Koelficienten  bestehen  bei  Festsetzung  gleich- 
wertiger Aufeinanderfolge  der  drei  positiven  |,  i;,  C  und  x,  y,  z  Achsen 
die  9  Gleichungen 

«1   =  ßtYs  —  ßsYi         «t  -  ß»  Yi  —  ßiYt         «8   -  ßi  Yt  —  fit  Yi 
ßt   =  Ytf^t  —  Yi  ß|        ßt  =  /s  «I  —  ^i  «I        Ä  =  J*!  ««  —  Yt  «i    4) 
Yi   =  «iA  —  o«A         Y»  =  fhßi   —  OiA         Yi  =  «lA  —  «lA, 
aus   denen  sie  sich  in  bekannter  Weise*)  als  Funktionen  dreier  Winkel 
!>,  y,  ifi 

«j  ^  sin  *  cos  9> .    (J,  ~  «in  *  sin  SP ,    y,  =  cos  ^ , 

Yi  —  sin  *  C08  ^  ,     yi  =  sin  ^  sin  V  t  ■  •  •  ' 

ausdrflcken  lassen,  die  wir  als  die  Grundvariabelu  des  Problems  betrachten, 
d  ist  der  Neigaugswinkel  der  z-  zur  t-Achse,  gp  bez.  t^  ist  derjenige, 
welchen  eine  durch  die  f-  bez.  z-Achse  gehende  Ebne  beschreibt,  wenn 
sie  aus  einer  Lage,  bei  welcher  sie  der  $-  bez.  x-Achse  parallel  ist,  in 
eine  Lage,  bei  der  sie  der  z-  )>ez.  C-Aclise  parallel  ist,  in  dem  Sinne 
gedreht  wird,  in  welchem  sie  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  werden 
rnuBS,  um  der  ij-  bez.  y-Achse  parallel  zu  werden.  Dann  sind  &,  tf,  ^p 
Funktionen  von  t  und  zwar  Funktionen,  die  einwertig  und  stetig  sind 
flir  das  ganze  Intervall  von  t,  welches  der  Dauer  der  Bewegung  entspricht. 
Werden   sie   angegeben,    so  wird  dadurch  die  Bewegung,  soweit  wir  sie 

')  6.  Kirchhoff.  Vorlesimgea  über  malbeiiiBtUobe  Pbjgik.  Hechanik.  Leipiic 
1877.    8.  44. 
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in   Betracht   ziehen   wollen,   vollständig   beschrieben«    3)  und  4)  liefern 
schliesslich  noch  die  neun  Gleichungen: 


da. 

dt   ='"« 

d«,  


q«t« 


dt 


rß,  —  qß. 


dy.  _ 


dt 


=  rr«  —  qy» 


dt 


=  p«,  —  r«, 


doj  _ 


dt 


=  Vh  —  P«t 


dt 


=  qßt  —  pßt 


6) 


dt 


Nr 


Zur  Herstellung  eines  mathematischen  Ausdrucks  für  die  lebeDdigc 
Kraft  T  bedürfen  wir  der  Kenntnis  des  Helmholtz'schen  Geschwindig. 
keitspotentials  4>^),  d.  h.  einer  Funktion  von  x,  y,  z,  t,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass 


u  = 


C0 


V  = 


60  öÖ> 

7^         t  "       ""^      "?> 


öx  '  cy  '  oz 

ist.  Ein  solches  Potential  der  Geschwindigkeiten  existirt  bei  den  ge- 
machten Voraussetzungen  und  zwar  mag  es  einwertig  sein,  wodurch  die 
Untersuchung  darauf  beschränkt  wird)  dass  der  Körper  und  infolge  hier- 
von auch  die  Flüssigkeit  keinen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  ein- 
nehmen,  dass  der  Körper  z.  B.  eine  ringförmige  Gestalt  hat.  —  Wir 
erhalten  zunächst  die  Komponente  der  Geschwindigkeit  eines  Oberflächen- 
elements  ds  des  Körpers  nach  der  zur  Flüssigkeit  gerichteten  Normale  n, 

also  ^,  durch   Multiplikation   der   3  Geschwindigkeitskomponenten  des 

Punktes  x,  j,  z  nach  den  Achsen  der  x,  y,  z,  d.  h.  der  Grössen 
u  +  zq  —  yr,     v  +  xr  —  zp,     w  +  yp  —  xq 

bez.  mit  cos  (n.  x).  cos  (n,  y),  cos  (n,  z)  und  Addition,  also 

c0 

==  (u  +  zq  —  yr)  cos  (n,  x)  +  .  .  .  . 


j) 


on 


Wir  haben  dann  zur  Erfüllung  der  weiteren  Forderungen,  denen  das 
Potential  genügen  muss  .  .  .  dass  also  0  und  seine  Ableitungen  nach  x,  y,  z 
in  der  Unendlichkeit  verschwinden  und  in  dem  ganzen  von  der  Flüssigkeit 
erfüllten  Räume  eindeutig  und  stetig  sind  und 


A  *  = 


o 


^ 


Öx' 


,     8'0 


c\' 


+ 


a^0 

Öz« 


=  o  ist 


4>  =  u0|  -}-  v<l>3j  +  W0J  +  p<l>4  +  q0j  +  T0^  9) 

zu  setzen.  Hierin  sind -die  6  Funktionen  0  so  zu  bestimmen,  dass  eine 
jede  von  ihnen  den  Bedingungen  des  Geschwindigkeitspotentials  selbst 
und  an  der  Oberfläche  des  Körpers  den  Gleichungen 


1)  G.  Kircbboff.    Vorlesungen  ober  rnfttfaemaüscbe  Physä.    Mecbaiiik.  S.  171. 


7 


C08  (n,  x)        -~  =  y  cos  (n,  z)  —  z  C03  (n,  y) 


■ 1    ^    cna    (n    tI  ■        ■ 

S0t   _  ß«. 


-^  —  COS  (n,  y)         -~  =  z  cos  (n,  x)  —  x  cos  (n,  z)  10) 

-~"  =  cos  (n,  z)        -„—  =  X  cos  (n,  y)  —  y  cos  (n,  x) 

genügt.  Hierdurch  ist  0  roUständig  beBtimmt,  veil  im  Endlichea  die 
Flüssigkeit  allein  durch  die  Oberfläche  des  bewegten  festen  Körpers  be- 
grenzt ist,  mithin  die  0,,  4ij  u.  8.  w.  von  der  Gestalt  des  Körpers,  nicht 
von  seiner  Bewegung  abhängen. 

Die  lebendige    Krall    T  des    betrachteten    Syatma    besteht   aus    der 
lebendigen  Kraft  des  Körpers  nnd  der  der  Flüssigkeit.    Die  erste  ist 


\I!H^ 


(u  +  zq  —  yr)'  +  (v  +  xr  —  zp)'  +  (w  +  yp  —  Jq)'j^ 


11) 

al80  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  sechs  Argumente  u,  v, 
w,  p,  q,  r,  deren  Koefficienten  von  der  Masse  des  Körpers,  der  relativen 
Lage  seiner  materiellen  Punkte  und  der  Lage  der  Achsen  x,  y,  z  abhängen. 
Die  zweite,  nämlich 

^//^((lf)■+(^r>'+'ä?>■) 

oder  infolge  des  Green'schen  Satzes  12) 

5* 


-\'Ih' 


. .  .q  bezeichnet  die  Dichtigkeit,  di  ein  Volnmenelement  der  Flüssigkeit , . . 
ist  infolge  des  Wertes  von  0  ebenfalls  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  dereelben  Ai^imente.  Auch  T  ist  daher  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  derselben  Grössen,  deren  Kocificienten  durch  die  Gestalt 
nnd  Masse  des  Körpers  und  die  Dichte  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind- 
Eine  solche  Funktion  besitzt  im  allgemeinsten  Falle  21  von  einander  un- 
abhängige Koeflicientcn.  Die  Zahl  der  in  T  enthaltenen  kann  aber,  wenn 
der  Körper  hinsichtlich  seiner  Gestalt  und  Müssenvcrteilung  zu  drei 
Koordinatenachsen  symmetrisch,  etwa  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist,  der 
schon  er^v•ähntcn  Kirchhoff'scben  Abhandlung  zufolge  auf  6  vermindert 
wcnlen.  Der  Ausdnick  für  die  lebendige  Kraft  enthält  dann  nur  die 
Quadrate  der  Grössen  u,  v,  w,  p,  q,  r,  er  besitzt  die  Form 

2  T  =  f,  u*  +  f,  V»  -f  i;  w«  +  f^p*  +  f,  q»  +  f„  r»,  13) 

wo  die  f  eben  jene  konstanten  Koeflicientcn  bedeuten  nnd  in  der  vor- 
gi'schi"iebencn  Weise  zu  bestimmen  sind. 
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Bie  Gleiehongen  für  die  Sotationsbewegaiig. 

Um  die  Gleichungen  für  die  Rotation  eines  Körpers  in  einer  Flüssig- 
keit um  einen  festen  Punkt  aufzustellen,  legen  wir  sowol  das  unbew^- 
liehe  Achsensystem  als  auch  das  bewegliche  in  diesen  und  beziehen  ^,  tj,  ^ 
auf  den  Schwerpunkt  des  Körpers.  Wir  nennen  g  die  beschleunigende 
Kraft  der  Schwere,  deren  Richtung  parallel  wir  die  f- Achse  ziehen  und 
m  die  Masse  des  Körpei*S;  vermindert  um  die  der  von  ihm  verdrängten 
Fliissigkeit,  indem  wir  beachten,  dass  die  bewegende  Kraft  des  Körpers 
aus  zwei  anderen  besteht,  aus  der  in  vertikaler  Richtung  wirkenden  an 
dem  Schwerpunkt  angebrachten,  seiner  eignen  Masse  gleichen  Kraft  der 
Schwere  und  aus  der  entgegengesetzt  wirkenden,  der  Masse  der  aus  dem 
Wege  gedrängten  Flüssigkeit  gleichen  Kraft,  Die  Drehungsmomentc 
nehmen  die  Werte  mgij,  — :  mgj,  o  an,  und  wenn  wir  die  z-Achse  durch 
den  Schwerpunkt  legen  und  mit  1  seinen  Abstand  vom  Drehungspunkt 
bezeichnen,  mithin  §  =  «, l,ij  =  j?3l,f  =  y,  1  machen,  wird  bei  Be- 
achtung von  4) 

Mx  =  mgl  («4  A  —  «B  A)  =  —  mgly, , 
My  =  mgl/i ,     Ml  =  0. 

Die  Gleichungen  1)  besitzen  nach  diesen  Festsetzungen,  da  u,  v,  w 
verschwinden,  die  Form 

d_  er  ^    eT_    er 

dt  9p  dq         ^    dr 

d   dT  dT  dT 


—  mgl  y, 


=  P 


—  r 


dt  dq         ^    dv         *    9p 
d    dT  dT  dT 

op         '^ 


—  mgl/i 


14) 


dt   9r   ~  ^'  9p         ^  dq 

und  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  wird 

2  T  =  f4p«  +  f^q«  +  fer»  +  f,  qr  +  fs  rp  +  f,  pq,         15) 

welchem  wir  eine  einfachere  Gestalt  geben  können  durch  Drehung  der  im 
Körper  festen  Achgen,  sodass  die  alten  mit  den  neuen  zusammenhängen 
durch  die  Beziehungen 

X  =  ai  x'  -f  a,  y'  +  »s  z' 

y  =  b,x'  +  b,y'  +b,z'  16) 

z  =  C|  x'  +  c,  y'  +  C3  z'. 

Haben  p',  q',  r'  die  entsprechende  Bedeutung  im  neuen  System,  wie  p,  q,  r 
im  alten,  so  lässt  sich  aus  den  Gleichungen 

zq—  jT  =  a^  (z'q'  —  y'r')  +  a,  (x' r'  —  z'p')  +  a,  (y'p'  — x'qO 
xr  — zp  =  bi(z'q'  —  y'r')  +  b,  (x' r'  —  x' p')  +  bj  (y' p' —  x' q') 
vp  —  xq  =  ci  (z'  q'  —  y'r')  +  c,  (x'  r'  —  z'  p')  +  c,  (y'  p'  —  x'  q') 


folgern 

P  =  »1  P'  +  81  q'  +  a>  r'  p'  =  a,  p  +  b|  q  +  c,  r 

q  =  bi  p'  +  b,  q'  +  Is  f'  q'  =  »1  P  +  bj  q  +  c,  r 

r—  c,  p'+c,q'  +  c,r'    ,  r'—ajp  +  bsq  +  Cjr 

und  die  neun  Kosinus  a,  ....  lassen  sich  so  wählen,  dass 

2T=  f/p'p'  4-  f.'q'q'  +  f.'r'r'  17) 

gesetzt  worden  kann,  wenn  f^',  fj',  f,;'  die  3  reellen  Wurzeln  der  durch  die 
Determinante 

f«  —  f .  H, ,  Hb 

tf,,  f^  —  f,  if, 

kU,  tfj,  fe  -  1 

hezeicbnctcn    Gleicliung    dritten    GrHdee    sind.     Durch   Vergleichnng   der 
beiden  Werte  von  T  in  15)  und  17)  ßnden  wir  zugleich  die  Bcziehnngen 
f^  ^  äff/  +  aif.'   +  ajf.' 
fj  =  bjf.'  +  hlW  +  Mf.' 
f«  =  cjf,'  +  cäf,'  +  t^f.' 
f.  +  f,  -f-  fg  =  f.'  +  f,'  +  f.'. 

Im  Interesse  einer  einfacheren  Rechnung  empfiehlt  es  sich,  die  Allgemein- 
heit in  der  Dai-stellung  des  Wertes  von  T  durch  die  umfassende  Fest- 
setzung zu  beschränken,  dass  der  Körper  sich  hinsichtlich  dreier  recht- 
winkliger Achsen  symmetrisch  verhält.  Ks  verschwinden  damit  die  Grössen 
f,,  fg,  f„  wie  in  der  angef&hrten  Kirchhofifschcn  Abhandlung  gezeigt  worden, 
und  die  f,,  f^,  f«  und  p,  q,  r  mit  Zeichen  gehen  wieder  in  die  ohne  Zeichen 
über,  sodass  wegen  der  ans  15)  oder  17)  sich  dann  ergebenden  Werte 


1«) 


erhalten,  woraus  durch  Multiplikation  mit  y,,  }■„  /,  und  mit  p,  q,  r  und 
jedesmalige  Addition  bei  Berücksichtigung  von  6)  folgt 


BT 

=  f.p, 

BT 

f^q 

BT 

'    Bi  - 

die 

Bewegnngsgleichungen  14^ 

die  Fonn 

'-t- 

(t,-f. 

V 

—  mgl  r. 

^•S- 

(f.-f. 

1-p 

+  <-e'r. 

'.S  = 

(f.-f. 

P<1 

^vr, 


+  '.^  +  ^ 


dm  . 


+  f.  r  S  =  ■ 


,1*. 
'    dt 
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fi  P/i  +  h  qy«  +  fe  m  —  Konst. 

fi  P*    +    f5  q'    +    fe  r'  —  2  mgl  y,  =  Konst. 


19) 


Die  Integration  dieser  Gleichungen  lässt  sich  nach  Einfuhrung  der 
3  Veränderlichen  O",  y.  tp  näherungsweise  ausfuhren;  vollständig  jedoch 
nur  dann,  wenn  die  beiden  Koefficienten  f4  und  fg  einander  gleich  sind, 
wenn  also  zufolge  der  mehrfach  erwähnten  KirchhoflTschen  Arbeit  der 
Körper  hinsichtlich  seiner  Gestalt  und  Massenverteilung  ein  Rotations- 
köq>er  ist  oder  den  allgemeinen  Charakter  eines  solchen,  Symmetrie  inbezug 
auf  die  xz  und  yz  Ebne,  besitzt.  Die  Punktionen,  zu  welchen  dies  fuhrt, 
sind  elliptische.^)  TrcflFen  wir  diese  Festsetzung,  so  folgt  aus  der  letzten 
der  Gleichungen  18) 


L    -  =  0,     r  =  Konst. 
*  dt  ' 


20) 


In  den  anderen  Gleichungen  19)  drücken  wir  p,  q  und  die  y  durch  *,  y,  ip 
aus.   Infolge  von  4),  5),  6)  ist 


dyg  .    ^d* 

q/i-py.  =  dt  =-^^"*dt' 


dt 


=    tgy  ,     «3    -f^    —    ^, 


da^ 

«3  -'  '      «    dt  ^'  Ht 

VYi  +  qy«  =  sin«*  -^y 
Xi*  +   y»*  =  sin**. 


ö, 


d9 
cos V  dt ' 


P'   + 


»•  =  -»©'  +  G*)"^ 


(tMMior 


ujrip  =  LI    -y~  - 
yi     dt 

Xt  (pXs  —  iTi)  —  r%  {rn  — 


dy, 

dy, 

Y\ 

dt 

y» 

dt 

y.' 

qy») 

' 

pyi 

qy* 

COS*!//    = 


y,'^  +  r.' 


Xa  — r 


dt 


^)  Wo  ia  der  gegenwärtigen  Abhandlung  elliptische  und  »9^-Funktionen  auftreten  ist 
bei  dem  Mangel  einer  allseitig  feststehenden  Bezeichnung  die  Jakobl-Abersche  Theorie 
derselben  in  derjenigen  Behandlungs weise  benutzt,  welche  Herr  Professor  E.  Schering 
in  Göttingen  in  seinen  Vorlesungen  über  elliptische,  Abel'sche  und  Riemann*8che  Funktionen 
einschlägt.  Die  von  Herrn  Professor  Thomae  in  seinen  Lehrbüchern:  „Theorie  der 
komplexen  und  ^-Funktionen",  „Sammlung  von  Formeln  zur  Anwendung  der  elliptischen 
und  ^Funktionen"  gebrauchte  Methode  kommt  dieser  am  nächsten.  Es  ist  deshalb  mehr- 
fach auf  die  letzteren  Werke  Bezug  genommen  worden.  —  Eine  Verwechselung  des  früher 
eingeführten  Winkels  ^  mit  dem  Zeichen  der  ^-Funktionen  ist  im  Folgenden  um  so  weniger 
zn  befürchten,  als  sämtliche  ^-Funktionen  mit  einem  doppelten  Index  versehen  sind. 
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Die  Ejnsetzang  dieser  Werte  in  19)  giebt  bei  gleichzeitiger  passender 
Walil  der  willkürlichen  Konstanten  Ic',  k"  die  Gleichungen 

f,  Bin'  »  Ö  =  (k.  _  cos  »)  f,  r 

f.  (sin"  «  (^'  +  @')  =  ä  mgl  (k"  +  cos  *)  21) 

Ö'  =  cos»if-r. 
dt  dt 

Dieselben  enttprechcn  abgesehen  von  den  Koefficienten  ihrer  Form  uacU 

deneo,  die  f^r  die  Rotation  eines  festen  Körpers  im  leeren  Raum  gelten. 

Im  Änschluss  an  dieses  von  Lottner  im  50.  Bande  des  Crelle-Borcbardt- 

sehen  JoumalB  behandelte  Problem  sind  im  Folgenden  in  etwas  anderer 

Weise  die  bestimmenden  Grössen  durch  die  Jacobi'schen  ^-Funktionen 

dai^estellt  und  für  verschiedene  Spezialfälle  hergeleitet. 

Die  Verbindung  der  ersten  der  Formeln  21)  mit  der  zweiten  giebt 

die  Gleichung 

2  mgl  f,  (k"  +  y)  (1  -  y*)  -  i;*  r»  (k  -  y)' 

1  =  cos  *, 
welche  oben  y   als  doppeltperiodischo  Funktion   der  Zeit  auszudrücken 
gestattet.  Die  Wurzeln  des  gleich  o  gesetzten  Zählers  sind,  wenn  *„  ^ß^-  ^u 
der  gegebene  Anfangswert  von  &  zur  Zeit  t  =  o  ist,  wegen  der  Zeichen- 
reihe   H +  —  für  7  =  —  00,  —  1,  ^01    +1  sämtlich  reell.    Der 

Zähler  musB,  solange  y  von  —  1  bis  +  1  wächst  ■  .  .  dies  sind  die  Grenzen, 
damit  y  reell  bleibt . .  .  ohne  dt  ima^puär  zu  machen,  eine  Zeit  lang  positiv 

sein,  also  zweimal  durch  o  gehen,  was  ein  Verschwinden  der  Derivirten  -rr 

und  sonach  iSr  die  eine  Wurzel  ein  Maximum  und  für  die  andere  ein 
Minimum  von  ^  anzeigt.  a„  a^,  —  Og  seien  die  drei  reellen,  zwischen 
1  und  y^,  /fl  und  —  1,  —  1  und  —  oc  liegenden  Wurzeln  (eine  Ver- 
wechselung mit  den  früheren  Richtungskosinus  ist  wohl  nicht  zu  befurchten), 

""  ('5^)"  =  '-f-' (..-.)(. -".)(/  +  «=).  23) 

Wir  setzen  dann,  da  y  die  Grenzen  a,  und  a«  nicht  überschreiten  darf, 

y  =^  a^  cos  '  ff  +  «»  sin  *  ff 
und  wie  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  gebräuchlich, 


©■  = 


r  «1  +  ".  f  "■  +  n, '  ^    ' 

/(k,o)'  J^(k,«) 


24) 
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Es  folgt  daraus 

y  =  «1  cos  •  am  A  4-  ««  sin  •  am  A,  25) 

«1  —  y  =  («1  +  Cj)  k*  sin  *  am  X, 
Y  —  ff,  3=:  (ff j  -f  Cg)  k*  cos*  am  l, 

y  +  «3  =  («1  +  «$)  -'^  am  A, 
-||-  =  —  2  («1  +  «j)  k*  sin  am  l  cos  am  A  -j/  am  A  -^r 

und  durch  Einfahrung  dieser  Grössen  in  23) 

i  =  ±  h  (t  +  t) 
cos  d^  =:  d  —  (ai  —  ffj)  sin  *  am  h  (t  +  t).  27) 

K  bedeutet  das  ganze  elliptische  Integral  der  ersten  Gattung  für  den 
Modul  k,  T  eine  Konstante,  welche  bei  Berücksichtigung  des  Anfangs- 
zustandes zur  Zeit  t  =  o  den  Wert 


26) 


^^  =  ^/At^) 


28) 


in   1/  — besitzt.     Das    positive 

f       ai  —  ai  '^ 


für  die  obere  Grenze  dt  aresin 


oder  negative  Zeichen  ist  zu  nehmen,   je  nachdem   der  Winkel  -9-  vom 

Anfangswert  aus  bei  der  Bewegung  des  Körpers  wächst  oder  abnimmt. 

Die  Periodizität  von  xh  ist  leicht  erkenntlich;  nach  Yerfluss  der  Zeit 

2  K 

-1 —  erhält  es  stets  den  alten  Wert  zurück.   Es  erreicht  seinen  kleinsten 
b 

-,,    ^          ^  .     2  n  K                 .             ^    ^              ^  .    r2  n  +  1)  K 
Wert  zur  Zeit  — r t,  seinen  grössten  zur  Zeit  ^ r — t, 

wo  für  n  eine  positive  ganze  Zahl  zu  setzen  ist. 

Die  Bestimmung   des  Winkels   g>   als  Funktion   der  Zeit   geschieht 
zufolge  der  ersten  der  Gleichungen  21) 


fi  r  k'  —  y 
f4    1  —  y 


-*  ^^  ~  2i7h  l"r=-T  +  TT7/  ^^• 


29) 


Aus  den  identisch  gleichgesetzten  rechten  Seiten  von  22)  und  23)  leiten 
wir  bei  Benutzung  von  26)  für  y  =  +  1  und  y  =  —  1  die  Ausdrücke 


fer(k--l)  _ 

2f^h  ~ 

fer(k-+l)  _ 

2  f^  h  " 


r 
y 


(1  -  g.)  (1  -  g,)  (1  +  g.) 

«1  +  «3 

(1  +  «t)  (1  +  c»)  («»  -  1) 

«1  +«» 


bor,  folglich  ans  29)  nnd  35) 


—  aiD  '  am  A 
«1 


i/(i+»,)(».-irp' 

"*'  r(i+«,)(«s+<',)l ,    «■ 
'^. '     r 

di ,j  A  tt  ain  '  am  A   \ 

1  +  o  sin  *  am  A  \  1  +  «  Bin*  am  A/  ' 

I    ir      1         /  /T    I     /,Ti\  5       **i  —  ff«  ,-;  I  sin  '  am  A  d  A    , 

tf  +  Konst.  =  (yi  +  yi")^—  i_^yi  I — N_ — + 

a,  — c,     ^  psln'amAdA 


30) 


Zur  Darstellung  dieser  elliptiscben  Integrale  der  dritten  Gattung  durch 

d-Fanktionen  ist,  da  o,  >  1,  -^ '  positiv,  7    ,   ^  ■<  l  nnd  >  k*, 

nach  Jakobi  zu  setzen 

?!^^^  =  — k>sin"am(<i,      ^^-^  =  \}  Arf  «m{n  \M.);     31) 
1  —  «j  1  +  a, 

■       .  l/ö,  +  n,                         l/«,  +  l       ,         .      l/T^^ 
sin  am /«  ^  1  1/ 1^3 — *t    cosam/ti^W^ ,    ^am^i:=U|^^ — > 

8inam(«  +  K)=  l/^iS,    oosam(vi  +  K)  =  il/rT— • 
f    1  -f  o,  i   f   i  -t-  ff, 

./am(vi  +  K)='|/i3l^. 

f(  nnd   V   sind  reelle   durch   31)  definirte  OrOssen.    Wir  erhalten  dann 
avB  30) 

,  —      .        ,  sin'  sm  /,,;\  _i_  I  k'  sin  am  iti  ain'  am  ui  sin*  am  X  d  jI   ,  _  . 

f  +  KonBt  =  X (/*U  +  I z r,  .  i *^— r-s 5 hEntspr.  = 

Bin  am  ^_/        1  —  k*  Bin"  am  /*i  sin'  am  A  ' 

='(i'4:*'>+dTi'^*"(^'>)+t"«l:if^''+=°''»- 

3 

■)  Thomae,  Sunmluiig  tod  Fonaeln  cur  Anwendniig  der  elHptiwheD  FuokUofwD. 
Hftlle  ft.  S.,  1876. 
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worin  für  X  sein  Wert  ans  26)  gesetzt  worden  und  die  Integntions- 
konstante  nnter  der  Annahme  berechnet  ist,  dass  der  Anfangswert  des 
Winkels  9  znr  Zeit  t  =  o  verschwindet.  Die  erhaltene  Formel  zeigt, 
dass  9  ans  einem  der  Zeit  proportionalen  nnd  einem  andern  Teil  besteht. 


welcher  die  Periode 


2K 


besitzt. 


Die  Ermittelung  des  dritten  der  unbekannten  Winkel  tfß  erfolgt  nach 
der  dritten  der  Gleichungen  21)  in  Verbindung  mit  27),  31)  nnd  dem 
Werte  von  dy. 


^  +  Konst 


=  —  rt  +  a,  (y  +  Konst.)  —  (a 


.  =  —  rt  +  /  c< 
1— «f)/8i 


cos  *  dy  = 


sin'amild9>  = 


--«  +  ..  (,  +  Ko.rt.)+(l-.,)(i^M  +  *ilg*J^|^5)- 

Ueber  den  AnBeingswert  von  tfß  machen  wir  dieselbe  Voraussetzung,  wie 
wir  sie  hinsichtlich  des  Winkels  f>  getroffen  haben,  durch  dessen  Substi- 
tution sich  nach  einfacher  Umformung  das  Resultat 

I   in^^^i^-f'^)^io(^  +  '^  +  ^)^^i^+f'^)^^0^'"^-^)         33) 

ergiebt,  aus  dem  zu  schliessen  ist,  dass  auch  dieser  Winkel  in  seinem 
einen  Bestandteil  der  Zeit  proportional  und  in  seinem  andern  periodisch  ist. 
Der  Gleichmassigkeit  wegen  sei  noch  der  Winkel  ^  durch  ^- 
Funktionen  ausgedruckt.  Aus  den  Formeln  27)  und  31)  und  Anwendung 
einer  bekannten  Gleichung  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
geht  hervor 

2  sin*  4  *  =  1  —  ö|'4-  («1  —  ffj)  sin*  am  Z  = 

r=(l  — ai)(l  — k*  «in*  am /»i  sin*  am  A)  = 


^10  (0) 


*loW^: 


10 


^)    ^,0  (^  +  Mi)  ^.«  (*  -  M»), 


^1.  (0) 


Wir  erhalten  femer  aus  31) 

sin*  am  fti  -f-  »ip*  »"» (w  +  K) 

sin*  am  |ui  —  sin'  am  (n  -j-  K) 


)*^io(*+  id +K)^,o(*-«-K). 


'  (o)  TT  («) 


and,  wenn  wir  durch  Substitution  vo 

.  ■"'*:. 

die  Ausdrücke  f  (1  -\-  a,)  unj  J  (1  — Cj)  in  ^-Funktionen  von  /i  und  v 
bilden, 

2iJ»„(|ui)-g„(n-l-K)>^^i,(X-|-MijJ»io(^— Mi)^io(^+w  +  K)».o(A-w-K] 
*.<,'  W  *ii  ({/*  ■+  *)  i  +  K>  #„  ((fi  -  »)  i  -  K)  34) 

Den  Schlass  soll  die  Bereclinung  der  momentanen  Winkelgeschwindig- 
keit o)  bilden,  womit  die  gesamte  Bewegung  des  Systems  vollständig 
bestimmt  ist.     Gemäss  21)  ist 

"-(S)"+--fdf)"+'-'-f^f 

folglich,  wenn  m^  den  Wort  von  Q>  in  der  Anfangslage  bezeichnet,  bei  An- 
wendung Ton  27) 

,  ,       2  mgl  , 

ein  Ausdruck,  der  sich  periodisch  mit  der  Zeit  ändert  und  mit  cos  9 
zugleich  sein  Maximum  und  Minimum  erreicht.  Bedeutet  Um  das  ersten», 
(0    das  letztere,  so  bestehen  die  Formeln 

2  mgl  ,  .  , 

«1  —  <o!  =     f     («i  —  cos  *o); 
u 

ai  —  (0*  =  — i-^  (a,  —  «j)  sin*  am  h  (t  H- 1) 

2  mel  ^) 

w'  —  al=  -  f   -  {«,  —  Oj)  cos'  am  h  (t  +  t)  . 
h 


Als  spezieller  Fall  des  betrachteten  Rotationsproblems  verdient 
derjenige  vorzugsweise  Erwähnnng,  bei  welchem  die  Anfangslage  des 
Körpers  derart  ist,  dass  seine  augenblickliche  Drehungsacbae  mit  der 
z-Achsc  des  Koordinatensystems  zusammenfällt.    Aus  21)  und  22)  folgt 

bei  dieser  Annahme,  da  die  Anlangswerte  von  -rr  und  -^  gleich  o  sind, 

k'  =  -k"  =  y,, 

/dyV  ^  2  mgl  f,  (1  -  r*)  -  f;  r'  (y  -  n)  ^^      ^.^^  ^ 

woraus  ersichtlich,  dass  Yo  gleich  einer  der  Wurzeln  a  and  zwar  gleich 
der  zwischen  y^  und  —  1  li^enden  a^,  die  beiden  anderen  die  Wurzelo 
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des  über  dem  Bmchstrich  stehenden  Faktors  und  w^en  ihrer  Grenzen 
a^  und  —  o,  sein  müssen.     Wie  erhalten 

a,  =  —  L-j-M,    a,=.  cos  d'^j    c,  =  L  -|-  M , 

k,  kj  und  h  lassen  sich  nät  R&cksicht  auf  diese  Werthe  der  Woneln  c 
ohne  Mühe  ans  24)  und  26)  durch  die  g^ebenen  Grössen  darsteDen.  För 
^  bekommt  man,  da  Gleichung  28)  sinamhc  ^=  +1,  hv^^K  giebt, 
zufolge  27)  den  Ausdruck: 


cos' am 


cos  *  =  «4  —  (Oj  —  cos  9^)  -jT^—  0»*)  — 


=  a,  —  (o. 


cos*,)§  (o)  ^(ht). 


^« 


37) 


€0 


Zur  Bestimmung  von  f»  und  v  findet  sich  aus  31) 


—  k*  sin*  am  f*i  =  k*  tg*  am  (/*,  kj)  =  ^ ^  , 

1  Oj 


k«  sin«  am  (ri  +  K)  = 


./»am(v,ki)         l  +  o,' 


sin  am 


0»,  kl)  =  j/^ 


+  «» 


+  «3' 


—  1 


sin  am  (»,  k.)  =   1/  ^— ^ . 

r  "»  +  «^ 

Wir  bekommen  femer  aus  32)  und  33) 

*,o  (ht  —  »i)  *i,  (ht  —  /ti  ±  K) 


^'"*"(«  +  K))  + 


^  =  _rt  +  «.ht  (1^0*1)+""''" 


*n  ^  la 


38) 


+  ht(^(Mi)-^^"(ri  +  K))  + 

■^      *  ^1«  (ht  -  w)  ^1.  (ht  +  Mi  ±  K) 
und  aus  35)  f&r  die  Winkelgeschwindigkeit 

»J  =  ^(«. -C08*o)S(o)^(ht). 

Der  getroffenen   Festsetzung   fugen  wir  nunmehr  die  weitere  hinzn, 
dass   die   Drehungsachse   in   der  Anfangslage   zugleich  der  YertikalliDie 
parallel   sei.    In   dem   ersten  der  beiden  zu  unterscheidenden  Fälle,  wo 
^^  =L  0|  erhalten  wir 
aj=a,  =  l,      k  =  o,      ki  =  l,     cos*=l,      g>  —  ^  =  rt; 


CD«  — 


11 

in  dem  zweiten,  wenn  *»  ■=  180*  und  fg'r*  >  4mgl'f4, 

0,=^«,=^  —  1,  k  =  o,  ki  =  l,  cos  *  =  —  1,  9P  +  V  =  —  rt-, 

und  wenn  f^^t*  ■<  4mglfi, 

fr* 
a.  —  l  — ./-  ,-,gi  =  —  l,a.r:nl  k'=:l,k,=o,  C08*= — l,9-\-V= — rt, 

woraus'  wir  ersehen,  dasa  die  angenommene  Richtung  der  Drehungsachse 
während  der  ganzen  Bewegung  festgehalten  und  die  Rotation  eine  gleich- 
förmige wird. 

Nehmen  wir  zu  der  ersten  Auoalinw  dag^en  die  hinzu,  daas  die 
Geschwindigkeit  eine  sehr  grosse  ist,  mithin  die  negativen  Potenzen  von 
r,  welche  höher  als  die  zweite  sind,  vemachlttasigt  werden  kOunen,  so 
finden  wir  durch  Entwicklung  die  Werte 

«t,  ^C0B*(i+     fti*   sin'^o, 


,        4  mgl  f*    .    „      ,  ,     .  ,   fj  r 

k=  -^^-^8m*o,  k.  =1,  h-=±|jr, 

cos  &  =  cos  #0  H — ^-i-  sin*  ^o  sin'  ht , 


39) 


fgr    \ 


.      2f,   .    trt\ 


/    ,  mglcoS'*o\ . -,  Sraglf,        -     .    trt 

aus  welchen  hervorgeht,  dass  der  Winkel  9  sich  im  Laufe  der  Bewegung 
nur  wenig    ändert   und  zwischen  3  sehr  nahen  Grenzen  in  sehr  kleinen 

Perioden  schwankt.     Nach  Verflusa  der  Zeit  ±    ,   ~'    kehrt  er  stets  in 

seinen  Anfangswert  zurück.' Man  ersiebt,  dass  die  periodischen  Teile  von' 
^  und  %l>  im  Verhältnis  zu  den  der  Zeit  proportionalen  sehr  klein  sind. 
Beide  Winkel  variiren  nahezu  gleichförmig. 

Findet  keine  Drehung  um  die  z- Achse  statt,  ist  also  r  =  o,  so  fkllt 
die  ursprüngliche  Drehungsachse  in  die  xy-Ebene  und  man  erhält,  wenn 
p  den  Winkel  dieser  Achse  mit  der  Schnittlinie  der  x  y-  und  $  ij-Ebene. 
%  die  Drebungsgescbwindigkeit  der  Anfangsbewegung  bezeichnen, 

do>      CO.  sin  p     d# 

-JT  =     -a     1    "37  =  "o  "08  p 

dt        sm*o  'dt         <t        r 

und  nach  anderer  Wahl  der  willkürlichen    Konstante   k'  in  21)  (k'  wird 

aas  der  Klammer  herausgezogen) 

k'  =  f^  »o  sin  *o  sin  p,  .     ' 

r»  * 
k"  =  ^—^  —  cos  9a , 
2  mgl  <" 

sodass  die  Gleichungen  21)  in  diesem  speziellen  Falle  denen  für  die  Be- 
wegung eines  einfachen  Pendels  ähnlich  werden.  2 
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Die  Oleiehungen  Ar  die  Pendelbewegnng. 

Wir  wenden  uns  zu  einem  anderen  mit  dem  erörterten  verwandten 
Problem.  In  einer  unendlich  ausgedehnten  inkompressibeln  Flüssigkeit 
schwinge,  an  einem  unbiegsamen  unausdehnbaren  und  überhaupt  unver- 
änderlichen Faden  hängend,  dessen  Masse  und  Einfluss  verschwindend 
klein  angenommen  werden,  ein  schwerer  fester  KOrper  von  beliebiger 
Gestalt.  Es  sind  bei  Festhaltung  der  im  ersten  Abschnitt  getroffenen 
Voraussetzungen  —  auch  die  Reibung  des  umgebenden  Mittels  sei 
wiederum  unberücksichtigt  —  die  Bewegungsgleichnngen  des  Körpers  unter 
der  Wirkung  der  mitbewegten  Flüssigkeit  zu  untersuchen. 

Wir  wählen  den  Schwerpunkt  des  Körpers  zum  Anfangspunkt  des 
mit  ihm  fest  verbundenen  Koordinatensystems  und  bezeichnen  mit  1  die 
Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  horizontalen  Drehungsachse,  zu 
welcher  wir  iie  ^- Achse  nehmen.  Die  Bewegungsgleichungen  1)  erhalten 
in  diesem  Falle  die  Gestalt 

d  ÖT  dT  dT    . 

dte^  =  ^ö7-^e^  +  "^8^^ 

d  dT  dT  dT 


dt  öv 

d_  dT 
dt  öw 


=^P 


öw 


=  ^e;r- 


r  ^-  ^-  mgy, 

ÖT    . 
P  3^  +  mgys 


d_öT_     dT  _       öj    ,        öT_       dT 
dt  öp  dv  öw  öq 


40) 


öw 

ÖT 


dT 

^-  P  57-  —  r 


d  dT         dT 

—  :^  U  —  W    — 

dt  dq  dw  du 

d  dT  dT  dT    , 


Ör 
dT 


dt  dr  du 


dr 
dT 


dp 
dT 
^d^ 


Nennen  wir  femer  ^  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  Drehungsachse 
und  den  Schwerpunkt  des  Pendelkörpers  gelegte  Ebene  mit  der  vertikalen 
durch  die  Drehungsachse  gelegten  Ebene  einschliesst,  wonach  a  =  o, 
/9  =  1  sin  ^,  )f  =r  1  cos  d-  wird,  so  ist  die  Lage  des  Körpers  in  einem 
Augenblick  nur  durch  diese  eine  veränderliche  Grösse  bedingt.  Die  Dar- 
stellung der  neun  andern  Grössen  a,  ß,  y  als  Funktionen  deraelben  ge- 
schieht am  leichtesten  bei  Einfuhrung  eines  neuen  Koordinatensystems 
x',  j'f  z',  dessen  Anfangspunkt  der  Schwei'punkt  des  Körpers  ist  und 
dessen  x^-Achse  der  Di^ehungsachse  $  parallel  ist,  während  die  z'-Achse 
mit  dem  Badius  1  zusammenfUUt.  Aus  der  Verbindung  der  allgemeinen 
Transformationsformeln  16)  mit  2)  folgen,  da  für  dieses  spezielle  System 

J  =  X' 

ij  =  i?  +  y'  cos  d  -f  z'  sin  * 
C  ~  y  —  y'  sin  *  4    z'  cos  * 
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iat,  die  Oleichnngeli 
'.  «1  +  bi  «1  +  «1  ".  =  1,  »1  A  fbi  A  +  »1  A  =  0 .      »1  fi  +  bi  l"!  +  Ol  Ci  =0, 
a, «, +b,  o,  +  c  «,  =0,  «,ft  +  b,/!H»iÄi  =  «>«*t  «in +•>•?. +  »!?•=— »">•" 
"i  «1  +  !>,  «1  +  c,  o,  =  0,  %  ft -I-  b,  |S,  +  c  |S,  =  sin  *,  a,  r,  +  b,  )•,  +  0,  )>,  =  001  *, 
«1=11,,  ^,  =  a,  C08  *  +  %  sin  > ,  y,  =  a,  coa  *  —  a,  ein  # 
a,  ^;  b,     ^j  ^=  b,  cos  *  +  b,  Bio  *    y,  i^  b,  cos  #  —  b,  sin  J 
Kg  ^  c,    /!s  ^  Cj  cos  *  -}-  c,  sin  *    ^j  =  c»  cos  *  —  c,  sin  ^ . 
Die  Differentiation  giebt 

iß,^  ä»    äp,  _  i»    äß,  _  d* 

dt  ~       '■    dt  '    dt   ~       '■  dt  '   dt    ~       '•  dt  ' 

dt  "  dt  '   dt  "   dt  '   dt  "   dt  ' 

also  bei  Anwendung  von  3)  und  der  lür  die  Richtnngsttosinus  a,,  a,, ..  . 

gebildeten  Änsdrüclte  4) 

,d*  .    ,d*  ,d» 

n=      a.l-5-i     v=      btl^Tj    w^      Cil"rr) 

^    dt  ^    dt  ^    dt  41) 

d»  ^    da  d* 

''  =  -'■  w  ">  =  -'■■  dt-  '  =-•='■¥■ 

Nach  Kinaetznng  dieser  Werte  werden  die  Bewegungsgleichnngen 
ST  d"*        /.    BT  aT\  /d*V   ,        ,  ,  „  .    ., 

er  d'*      /    DT        aT\  /ä»Y  ,      ,  „        »     i   ■    «> 

Ä  d?  ==  ("■  a;  - '^  g^)   (df)   +-Bl(o.co.»-c,s,n») 

ar  d'»  _  (.  ST        ST  ST        aT\  /d»y 

3a,  dt"  ~  V^  So,       "■  ab,    +  ^  ac,       '^  8hJ  Ut.* 
STV»_(aT  BT  BT  BT\  /d»y 

ab,  dt'  ~  l"-  aa,     *■  ac,  "*" "'  aa,     "•  bcJ  Vd>^ 
aTd^/arar  bjt         ar\  /d*y 

So,  dt'  ~  V*"  ab,       '  a^  +  "^  ab,      ^  aa,^  Idt.*  ■ 

ST 
Durch   Mnltiplication   der  drei  ersten   dieser  Gleichnngen   bez.  mit  ^— , 

^t  p—    und   der|^diei  letzten  mit  a,,  b, ,  c,  und  JedeHroalige  Addition 
sehen  diesellieu  &ber  in 

(    BT  ,.   ST  ,      ST\i'»      f    BT  ,  ^  BT  ,      8T\  mV 


itö 


Aag 
Hossfeld  ZI 
auf  der  Ri 
Mathemati 
am  deutscl 
In  Jena  bi 
Endemac 
Branns,  j{ 
nnter  Leit 
liacultate  c 
in  Mersebi 
Eisleben  u 
Zeit  versiej 


I 

i 


Von  welchen  die  erste  die  Bewegung  des  Schwerpunktes,  die  zweite  die 
Drehung  des  Körpers  um  die  durch  d]«!sen  Schwerpunkt  gehendeu  Achten 
bestimmt.  Die  Bahngleichung  des  Körpers  erhält  durch  Addition  beider 
die  Form 

d«* 


2  ^  —  g  y—J  +  h  sm  *  —  1  cos  *  =  o. 


42) 


Die  Konstanten  g,  h,  i  sind  in  dieser  Weise  gewählt,  um  die  folgenden 
Formeln  möglichst  bequem  zu  gestalten  und  bedeuten  leicht  ersichtlich o 
Abkürzungen. 

Die   zweckmässigste   Integi*ation   der  Gleichung  42)  geschieht  duivli 
Einführung  einer  neuen  V'eränderlichen  i, 

-  (f );. 

h  sin  m  =  h  sin  *d*  +  2  ??d*, 

dt* 

sodass  aus  42)  folgt 

h  sin  Jd J  -f  gh  cos  J  d*  —  (gh  +  i)  cos  M*  =  o  . 


h  cos  J  =  h  cos  d- 


Die  Multiplication  mit  e 
finden 


-g^ 


liefert    einen    integi*abeln    Ausdruck.    Wi 


—  g^  f 

he  cos  5  4-  (gh  +  i)  /  cos  S' 


—  g*  — g^ 

e  d-*  =  h«  cos  J  -f 


+ 


gh 


i      —  «* 
e  (sin  &  —  g  C08  &■)  =  Konst. 


1+g* 

und  können  über  die  willkürliche  Konstante  durch  die  Festsetzung  ver- 
fügen; dass  für  den  gegebenen  Anfangs  wert  ^o  von  ^  zur  Zeit  t  —  o 
die  Geschwindigkeit  verschwindet,  das  hcisst  die  Pendelschwingung  W- 
ginnt.     Es  wird  dann 


IT       *  u     ~~  *^*o         a      I    gh  +  i      —  g*o  ,  .      ^ 

Konst.  =  h^  cos  ^q  -j"  i~T — i  ^  \^^^  *o 


=  TT-ZgCfe^  +  ')  81"  *o  +  (h  —  gl)  cos  *o)  ^ 


•  g  cos  ^o)  - 
—  g*o 


1  +  g^ 
1 

Ein  zweites  Verachwinden  tritt  für  den  Endpunkt  der  betrachteten 
Schwingung  ein;  —  ^'  sei,  da  ^  auf  dieser  Seite  der  Vertikalcbne  das 
entgegengesetzte  Zeichen  wie  auf  der  andern  hat,  der  Wert  von  ^,  für 
welchen  dies  geschieht.     Folglich 

Konst.  =  T-T—i  (—  («^  +  0  8^»  ^  -I-  (h  —  gi)  cos  »')  e^  , 
1  T  g 

sodass  der  Winkel  ^'  aus  der  durch  die  Verbindung  dieser  beiden  Aus- 
drücke   der  Konstante    entstehenden  Gleichung   berechnet   werden  kann. 


_^1 

Wir  bekommen  demnach  fSr  die  Schwingungszeit  t,  das  heisst  iwr  die  za 
uioem  Hin-  und  Hergang  erforderliche  Zeit  aus  der  obigen  Substitutions- 
gieiebung  für  J  nach  Einsetzung  des  ermittelten  Wortes  von  cos  |  und 
liei  Berücksichtigung  des  ersten  Wertes  der  Konstante  den  Integral- 
auedruck 


'£ 


d» 


/« 


'{eh+i)«a»+0,-g\)ct,»9)e       ^     _(fgh  +  i)eiii»o  +  (li-fi)<!0«8o)«'" 

iu  welchem  zui-  Vermeidung  des  Bonat  auftretenden  doppelten  Zeichens 
die  Annahme  getroffen  worden,- dass  der  Winkel  9  am  Anfang  der 
.Schwingung,  also  *,,  positiv  ist. 

Das  Integral  43)  läest  sich  durch  keine  der  gewöhnlichen  Integrations- 
uiethoden  in  geschlossener  Form  ausiuhren.  Es  ist  indesB  für  dasselbe 
(Inrch  Entwiekelung  der  Integralfunktion  in  eine  nachPotenzen  des  Winkels  # 
fortschreitende  Kcihe  und  gliedweise  Integration  ein  Ausdruck  hergeleitet, 
der  dem  wahren  möglichst  nahe  kommt.  Dies  wird  erreicht,  nachdem 
43)  in  die  Form 

v±  r'' .-fd. 

_h_  _   1  +  fg  _ , 

i    ~     '    1   +  g»  -  '■ 
gebracht  worden,  durch  die  Substitutionen 

(»in ».  +  pj-|  »•».) «    ""  -  'r+fg  =  *• 

hei  der  Voraussetzung,  dass  die  höheren  als  die  vierten  Potenzen  des  bei 
Pcndelbeobachtungen  fast  ausechliesslich  als  sehr  klein  angenommenen 
SchwingnngBwiukels  i^  eine  Vernachlässigung  gestatten,  i  kann  dann  der 
Siibstitotionsglcichang  44)  gemäss  aln  Poteuzreihe  von  9;  folglich  anch 
umgekehrt  9  als  solche  von  f  dargestellt,  mit  Hilfe  der  letzteren  die  im 
Zahler  des  Integrals  stehende  Exponentialgrösse  in  eine  nach  Potenzen 
von  $  fortschreitende  Reihe  entwickelt  und  darauf  die  ganze  Integral- 
funktion gliedweise  iutegrirt  werden.  Die  dadurch  bewirkte  Annfthemng 
ist  vollständig  ansreichend.    Es  ist 

(1  -  g»  +i  g"  *•  -  4  g'  »•  +  i  g*  *'  -  . . .), 


44) 


■T(f  +  e)*'-T0-2%-g')*' +  *■.(' -f3g-3rg'-g*)*'+  ■ 


45) 
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Diese  Reihe,  in  welcher  sich  nach  Bestiminang  einiger  weiterer  Glieder 
ein  gewisBes  Gesetz  nicht  verkennen  Iftsst,  kehren  wir  um,  wir  dräcken 
9  als  Potenzreihe  von  $  aus.    Die  Umdrehung  der  Reihe 

x  =  »-T«.»"-j«.*'  +  i«.  *'  +  ••• 
Uutet 

Es  ist  daher,  wenn 

g'  =(f+g)fi 

g"    =(l+3P  +  4fg  +  2g')f.> 
g"'  =  (9  t  +  16  P  +  7  g  +  25  Pg  +  18  fg'  +  16  g-)  f,' 
gesetzt  wird, 

»  =  f.  0  +  ie'5"+Tg"S'  +  Bg'" «'  +  •••). 
'"'"=  1  -ig*  +  ig' »'-ig-s'  +  ig*  »'-■■•. 

,  "'"'=1  -Igf,  ($  +  iG'l'  +  JG"f'  +  iG"'f' +...), 
worin  für  die  GröBseo  G  znr  Abkürzung  die  Werte 
0'  =g'-igf, 

o"  =  4g"-|gf,  g-  +  is't,' 

O"'  =  i  g"'  -  7  gf.  g"  +  7  g  f.g'  (g'  -  gf.)  -  Ä  g'  f.* 
gebraucht  worden.    Nach  Erweiterung  mit  y  —f—  und  Differentiatioo  folgt 
hieraus 


n 


1    .      ■■  J»-  ,^,(1 +G'S  +  G"{>  +  Q'"S'  + ..Odl, 


-  G'  I  +  G"  {■  +  G-  V  4 


-dl, 


46) 


ein  Integral,  welches  in  seinen  einzelnen  Bestandteilen  ohne  Schwierig- 
keiten ausfOhrbar  ist  und  bei  Hinzuziehung  der  gebrancbton  Abkürzungen 
die  Schwingnngsdaner  als  Funktion  des  Ansschh^ewinkels  ^  liefert. 

Beschränken  wir  dagegen  die  Allgemeinhoit  des  Problems  wie  iu  dorn 
früheren  Falle  durch  die  Festsetzung,  daas  der  Körper  inbezug  auf  da^ 
Koordinatensystem  x',  y',  z'  symmetrisch  ist,  waa  gewöhnlich  lür  das 
praktische  Bedürfnis  ausreicht,  so  verschwinden,  wenn  gleichzeitig  die 
Achsen  x,  y,  z  mit  x',  y',  z'  zusammenfallen,  alle  Geschwindigkeils- 
kömponenten  bis  anf  v  nnd  p, 

Id*  d* 

'  =  -dr'P=^— dt- 


Die  BeweguDgegleichuitg  nimmt  b«i  Berückaicbtignng  derauB  13)  folgenden 
Werte 

BT       ,       BT      , 

af  =  '■'•§?  =  '' P 
die  Gestalt 

(i,  1»  -I-  f^)  ^  -I-  m  g  1  Bin  *  -  o  47) 

an,  <]ie  detjeuigen  entepricht,  welche  die  Bewegung  des  gewöhnlichen 
Pendels   im  leeren  Raum  ausdrückt,  falls  die  Länge  1'  desselben  gleich 

- — j — -  gesetzt  wird  and  aus  der  hervorgeht,  dass  die  Wirkung  der  das 

Pendel  umgebenden  Flüssigkeit  im  Wesentlichen  in  einer  Vei^össemng 
des  Trägheitsmoments  und  einer  VerminderuDg  der  Schwerkraft  besteht. 
Das  in  bekannter  Weise  zu  gewinnende  Int^^l  besitzt  den  Wert 

ein  j*  —sin  1*0  ein  ""(iZ-f-*)'  *^^ 


BestimniHiig  der  Konstanten  fttr  einige  K&rper. 

Dreiachsiges  Ellipsoid. 
Der  in  der  Flüssigkeit  bewegte  Körper  sei  ein  mit  Masse  von  konstanter 
Dichtigkeit  1  erfülltes  dreiachsiges  Ellipsoid,  dessen  Oberfläche  die 
Gleichung 

besitzt     Einheit  der  Masse  soll   dabei  diejenige  sein,    welche   anl   eine 

gleiche  Masse  in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkend  nach  dem  Gesetz 

()er  Gravitation  die  Einheit  der  Eraft  aasübt.    Wir  setzen  zur  Abkürzung 

a.  =  ^A*  +  ff,  b.  =  Vb*  +  a,  c,  =  l'c'  +  ff. 


Infolge  TOD 

/  1      ,       1      ,       1  \     abc     .  1 

(abc  y    d    /a,b.c.\'     abc     ,     _  9  A,  (j^^\  a 
^b,c,/     dtf   V  abc/    a, b.c.  dtf   \a.b,c,/ 

wird  das  bestimmte  Integral  A,  +  B.  +  C.  für  die  obere  Grenze  i 

abc. 


endlich  gleich  o,  fnr  die  unt«re  ff  gleich  —  2 


8;.  b.c.' 


besitzt  mithin  tod 


An 

Hossfeld 

auf  der 

Hathemi 

am  dent 

In  Jena 

Endem 

BraQDE 

anter  1 

tacultat 

in  Meri 

Eistebe 

Zeit  Y< 


A.  +  ß.  f  C.  =  2 
A  +  B  +  C  =  2, 


abc 
a.b.c.' 


Ffir  das  Potcotial  Ü  des  EUipsoids  inbezug  auf  einen  Punkt  besteht  bei 
dieser  Bozeichnungeart  die  Formel 


■■  n  abc  I  II 


b» 


c,*/  a,  b.  c.  * 


und  zwar  für  einen  innem  Punkt,  wenn  die  untere  Grenze  gleich  Null 
ist,  ttnd  für  einen  äussern,  wenn  diese  Grösse  die  positive  reelle  Wurzel 
der  Gleichung  dritten  Grades 

a.»  +  b.»  +  c.»   -  ^' 
also  eine  Funktion  von  x,  y,  z  ist.    Im  ersten  Fall  ist  A  *  =  ^-  ■*  " 
im  letztem  gleich  o.    ü,  -^— ,  -^— ,  -^—  sind  im  ganzen  Räume  eindeutig 

und  stetig;  im  Unendlichen  verschwindet  ß  wie  der  reziproke  Wert  des 
Abstandes  vom  Anfangspunkt  der  Kooi-dinaten. 

Die  mit  ludices  versehenen  Funktionen  *,  welche  zur  Darstellung 
des  Geschwindigkeitapotentials  dienen,  haben  dann  die  den  geetellttn 
Bedingungen  genügenden  Werte*) 

*  1         da 


2n(2  —  A)  öx' 


0,  ^ 


2n(2- 


1  (    ^  _       ^\ 

-Cb»  +  c')  A')  V  dz         *   dy/' 


sodass  sich  für  das  Geschwindigkeitspotential  selbst  der  Ausdruck 


A  — 2 


B.vy 


C.m         (b'  —  c')'  A.'  pjz 
C  —  2  "''  0"  +  »')  A'  —  2 


.   *)  G.  Kiichbofr,  VoTlcsuDgHD  Über  nuUKiiiuitiwbe  Pbydfc.  I.  Leipdg.  1877.  S.  ^i. 
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ergiebt,  in  welchem  die  symmetriBchen  durch  blosse  BucLstobenvertauschung 
entstehenden  Glieder  wie  liier  so  auch  im  Folgenden  nur  angedeutet  aind. 
Die  Werte  der  Grössen  Ä,,  B„  C,,  A,',  B,',  C.'  sind  durch  elliptische 
Funktionen  darötellbar.    Setzen  wir  ; 


^•(f,k), 


".'  = 

Bin'S 

a'-b' 
a'-c' 

=  k", 

b'  — c' 
a'-c«  = 

wobei  1  zwischen 

0    DDd    t 

t  liegt. 

V  = 

a'  —  c* 
sra'l 

-(•■- 

-b')  = 

a'-c" 
sin  *| 

c.*  = 

a*  —  c' 

.g'5 

do  =  - 

Bin 

-OdS 
'Itgl 

50) 
-  amx, 


.   ,-i i  r  dff  r   dl  ^        •       .     y  a»  —  c» 

"  J  a.b.c.       ^^(|,k)        *'  a. 

so  gelten  bei  richtiger  Beachtung  der  einander  entsprechenden  Grenzen 
Itir  0  und  $  die  AuBdrücke 


Ain'ldf  2abo      T.  , 


2abc      fsin'ldl 8  abc  C( 1 \  , 

y-c')'/jj     J'i       -(.._b')/if^-?^U'amx       ')"'■ 

2  abc       ftg'ldl  2  abc       P, 

«  _       2  abc      psin*  gdg  _       2  abc      P     ein*  am  gdy 

'  ~  (a*  —  c*)  Vil  cos*  1^*  j  ~  (a*  —  c*)  ViJ  cos*  am  x  ''^  ani  X  ' 

—       2  abc      psin*  gd|   _       2  abc      psin*  an 
(a'  —  c*)'/»  I  cos*  |i/S       .(a'  —  c*)Vi?    cos*  a 

,  _       2  abc      r^*J^  ^__       2  abc      A 
'   ~  (a*  —  c*)*/J     j»  I      "     (a*  —  c*)*/J 

;ratioD  und  Übertragung  in  Jak< 
,  Sammlung  von  Formeln  zur  A 
,  5 — 6,  die  Formeln  gebrauchen: 

k^y^sin*  am  xdx  =  X  ^  (o)  -  ^  (x). 


*  am  ydx 


in*  am  ydy 
^*  am  X      ' 


zu  deren  Integration  und  Übertragung  in  Jakobi'sche  ^-Funktionen  wir 
nach  Thomao,  Sammlung  von  Formeln  zur  Anwendung  der  elliptischen 
Funktionen,  S.  5 — 6,  die  Formeln  gebrauchen: 


/.  .  j  1    F^*  am  xdx     ,     1    /*      dz 

P(-'  &  <°'  +  &f")  +PT^  ('^  (°>  -  &») 

■   k'    : 


^  (o)  =  C^  (o)  ■ 


^  <»)  +  k."> 


(1  —  k*)  ein*  am  x 


coB*  am  Z-^'  am  %        k,"  cos*  am  z^'*  am  z 
—  9'"'  "P  y  (1  —  It'  ein'  am  z)  —  "in'  am  x  "»«'  am  %  _ 
k,*  cos'  am  z  ^*  Am  z  ~ 

am  z    coe'amz(l — ^'amz)_   1   ^. 1 1^ 

i'amz      k»k,'co8»amz-'»amz~k,»^*°''^      k«  k,*  </»  amx"*'k'k,'' 


am  X       8'° 

sin*  am  z          Bin*  am  z           -  < 
— r— ^  —  — i-          —  ein*  am  z , 
cos"  am  X         cos"  am  z 

amza-^/'amz)               1               1 

smx 

k»  ^»  am  X                  k*  ^'  am  x      k* 

2  abc              /    *",»  ,  ,         ^\. 

(,)) 

(a»_b'))/a'-c'   y"  *.o    ^^         *.o 

B.=-<^.f^^('^(o)-^(x)) 

-b')(b'-l!')t'.'-c'iV        »..  »..'V  l      »„^'  >..     ' 

2  abc  Va'-c'    (/.  ,  »"„  ,  ,  ,    *"„  ,  ,\        /.   ,»',„  ,,,*'»  „il 
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Die  sechs  mit  keiBem  St«m  versehenen  Grössen  A,  B,  G,  A',  B',  C 
gehen  ans  den  eben  gefundenen  hervor,  venu  der  Definition  gemäss  0=0, 

mithin  5  ^  am  x  =  «rcsin  —  V  «*  —  c*  gesetst  wird.  Die  drei  ge- 
strichelten Grössen  A.',  B,',  C.'  kflnnen  anch  mittelst  der  Gleichongen 
A,'  =  -Tj f  >  •  •  •   »«8    den   für  A,,   B„    C,   anfgestellten    Werten 

bestimmt  werden. 

Zur  Herleitang  eines  geeigneten  anal^ischen  Ausdrucks  für  x,  y,  z 
sind  fnr  die  rechtwinkligen  Koordinaten  orthi^onale  elliptische  tf,,  tfj,  «t 
durch  die  Gleichungen 


.1  ^   r.»         * 


(»•  -  b»)  (a»  —  c») 


lLu.jL-i  ,.  -        ^^'  b^'  ^^ 


I L   _^ 


(b«_c»)  (b»  — a*) 


1!.   -L   Jl   -    1  .«    ~  «.l'   C^' 


(«'-••)  (c'-b*)' 


a«  =  y  a'  +  tfi ,     «a  =  F  «'  +  tf« ,     a^  ==:  l^a»  +  ff,  ,  .  .  . 

a*  >  —  ff,  >  b*  >  —  ff,  >  c'  >  —  ff,  >  —  ■*  oder 

+  «>«i>—  c*>ffg>—  V>ff,>—  a* 
einzuführen.  Durch  ähnliche  Transformationen  wie  die  oben  dnrchgeffihrten 
erhält  man,  wenn  Xt  *>nd  Xa  ^^  "a  ^^^  "t  '^  derselben  Besiehting  stehen 
wie  die  oben  einfach  mit  %  und  ff  bezeichneten  X^  und  ff,,  die  Grtfseen 

a^*  =  (a*  —  c*)  ^  am  %%  a^*  =  (»'  —  b*)  sin'  am  x» 

b^*  =  (b'  —  c*)  cos*  am  j,  b^'  =  —  (a*  —  b')  cos*  am  Xt 

c^'  =  —  (b'  —  c')8in'amxi,       c^*  =  —($.'  —  c')  J'  am  %,, 

die  ersteren  drei  ffir  den  Modul  k,,  die  letztem  tbr  den  Modal  k  geltend; 

mithin  

X  =  ya*  —  c*  J  am  Xt  »in  «m  Xa 

sin  am  Xi 
y  =  |/a»  —  c*  ^  am  Xi  cos  am  x,  cos  am  Xa  52) 

sin  am  Xi 
z  =  Va'  —  c'  cotgam  Xi  sin  am  Xi  ^  >■»  X>- 

Nach  Einsetzung  dieser  Werte  von  Ä,,  B,.  C,,  A,',  B.',  C.'  x,  y,  z  ist  das 
Geschwindigkeitspotential  <P  durch  elliptische  Funktionen  ausgedrückt. 

Ii,  Ij,  1,  mögen  femer  die  Bogenlängen  des  Kurven  bezeichnen,  welche 
zu  Xi)  Xii  Xs  orthogonal  sind.  Da  1,  die  Schnittlinie  von  Xt  ^^^  Xt  üt, 
so  wird 


©■-a'+(|-;)"+(l^> 


_  {co8*amXi^*4mXi  J'&tuXi  sin'amZj   H  coa'amXi'cos'sra  Xi  C08'muiZs+ 
'i 

+  ^*  am  Xi  sin*  am  x,  J*  ain  Xs)  = 


'^jC-^-'i) 


Die  RicbtungKkQsinu»'-deF  Nonuale  von  Xj  beBitzen  denmacti  die  Werte 

cos  am  Xi  ^  am  y,  //  am  Xt  si"  »'»  X» 

"®^  yi  —  ein'  am  Xi  ^*  am  Xj     I'  1  — k*  ain*  am  Xi  siu*  am  Xj 

*^  C08  am  Xi  C08  am  x«  cos  am  Xt 53) 

Mathi  yi  —  ein*  am  Xt  ^*  »n»  h     V'l  —  •"  siu'  am  Xi  sin*  am  Xj 

an*  d'  ^ ^  am  Xi  Bin  am  x^  ^  am  Xa  

In  J(  r  i  —  sin*  am  Xi  ■^^  am  x»     l'l  —  k*  ain*  am  Xi  Bin*  am  Xj 

gndi  In  entsprechender  Weise  sind  die  RicbtungakosinuB  der  Normalen  von  Xi 

„  und  X»  in  Funktionen  von   Xn  Xu  Xt   ausdrückbar. 

Wir  schreiten  zur  Ermittelnng  des  Ausdrucks  für  die  lebendige  Kraft 
1^^  des  in  der  Ftüseigkeit  bewegten  dreiachsigen  ElÜpsoidB.  Der  von  diesem 

fgff^  allein   abhängende    Teil    der    Grössen  f, ,  f,,  f;,  ist  nach  Formel  11)  nur 

1-  j  -j  Ji  abc,  die  Masse  des  EllipBoids,  wahrend  die  entspreciicnden  Teile  der 

-,.1  andern  KoelBcienten  derselben  Gleichung  gemäss  die  Hanptti-^heitsmomentc 

des  Massenmittelpunktes  des  Ellipsoids 

*5  71  abc  (b*  +  c*),     ^  n  abc  (c'  +  a*),     ^  ti  abc  (a*  +  b*), 
werden.    Die  von  der  Flüsßigkeit  abhängenden  Teile  dieser  KoelBcienten 
können   aus  dem  in  Formel   12}  enthaltenen,    über   die  ganze  ElÜpsoid- 
oberfläche    zu    erstreckeuden  Integral*)    gewonnen  wei-den.     Da  uamlich 

fBr  diese,   also   für  ff  =  o,  -=—  stets  denselben  Wort  behält  und  zunächst 
du 

*)  Dasselbe  Ist  eigentlicb  über  di«  geHamte,   äussuru   und  inocTe,   tiegrenxungaflächi; 

der  Fläeelgkeit  anesndehnf  d.    Es  n-trd  aber,  da  (J>  und  -i—  im  UneDdlichi-n  verechwiDdcn, 

fSr  die  uneDdliobe  BegrenzungaSäclie  der  ebvn  als  unendlich  ausgedehnt  gedachten  und  in 

'  der  UaeDdlichkelt   ruhenden   Flüseigkeit  gleich   Null   und  kann   daher  aucli   cinraeh   bloss 

'  aber  die  OberBäcbe  des  bewegten  KÖr|H!TB  erstreckt  werden. 


_J9 

*,  zu  dem  .Wert  des  Jnnern  Gcscliwindigkeitspotentials,  das  heisst  des 
jenigcD,  welches  vorhanden  sein  wüi-de,  wenn  daa  EllipBOid  votlsUindifr 
mit  einer  der  äussern  gleichartigen  FlDsaigkoitsmasse  angefüllt  wäre,  das 
konstante  Verhältnis  A  :  A  —  2  beiträgt,  so  ist  der  *,  entsprechende 
Teil  der  lebendigen  Kraft  der  äussern  Flüssigkeit  gleich  A  :  A  —  2,  multi- 
plioiert  mit  der  der  inneren  oder  von  dem  Ellipsoid  vei'drängten  Flüssigkeit, 
daher 

2  71  abc  g  A  n* 

3  2^A      * 

Bei  <f>4  steht  entsprechend  der  Wert  des  äussern  OeBcliwindigkeitspotentiala 

b» ß* 

zu  dem  des  innern  -.  y  -j-    ^  pyz  im  Verhältais  (b*-)-e*)A' :  (b*+c*)  A' — SJ, 

Die  innere  Icbeudige  Kraft  ist 

-WfJit^fSl »'  fr' + ^■>  <"■  'y "'  =  -  Ä"«  '"■«  w?^'  p'. 

folglich  die  äussere 

1-         abc  (b*  — c')'A'p' 
15  "*     2-(b*4-c»)A'    • 

nieses  zusammengenommen  gibt,  da  Entsprechendes  für  die  andern  mit 
Indieea  versehenen  Grössen  *  bez.  f  gilt,  für  die  lebendige  Kraft  des 
l>ewegten  Systems  den  Ausdruck 


und  ferner  die  Formeln 


f,=|„abc{l  +  ,jA_),,.. 

f,  =  A  „  .b„  h.  +  „.  +/"''7r'''w.) 

*        15  V  ^  —  (b*-|-c*)AV 


54) 


55) 


welche  dui'ch  die  schon  bekannten  A,  B,  C,  A',  B',  C*  berechnet  oder 
auch  durch  elliptische  Funktionen  ausgedrückt  werden  können.  Diese  für 
das  EllipBoid  ermittelten  Grössen  kann  man  deshalb  ansehen  als  die  Summen 
der  Trägheitsmomente  des  Ellipsoids  inbezug  anf  seine  Achsen  und  ge- 
wisser Grössen,  welche  von  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und  der  Be- 
schaffenheit des  Köiiters  abhängen.     Ein  anderes  Ellipsoid  mit  derselben 


Masse    nnd   den    Balbacbsen   m^,  b,,  c,  Ittaat  sich  bestimmen  durch   die 
Bedingungen 


15" 

^=^«abc(a.»  +  b.»}, 

b,»  +  c,»=b»  +  c*  +  ei  V  =  »*  +  t(— «1  +«1  +  8,) 

c.«  +  a.»  =  c»  +  a'  +  e,  b,»  =  b'  +  i  (e,  -  e,  +  e,) 

B, »  +  b, »  =  a»  +  b»  +  e,  c. '  =  c»  +  i  (e,  +  e,  -  e,) 
abc  abc 


und  die  Dichtigkeit  0,  —      ,         —   , , 

»i^ci        |/(a»  +  «J  (b*  +  ej(c'  +  e^) 
Dieses  ElUpsoid  besitzt  Eigenecliatten,    wetcbe  denen  des  Poinsofschon 
entsprechen.     {Die  e  bedeuten  eine  leicbt  ersichtliche  Abkürzung.)  — 


Rotationsellipsoid. 

Das  dreiachsige  Ellipsoid  geht  in  ein  Rotationsellipsoid  Qber. 
wenn  zwei  Achsen  einander  gleich  sind  und  zwar  in  ein  abgeplattetes, 
wenn  a  =  h,  a,  =  b„  k  ^  0  gesetzt  wird  nnd  0  die  positive  Wurzel 
der  Gleichang  zweiten  Grades 


bezeichnet.  Die  Integrale,  welche  das  Oescbwindigkeitepotential  darstellen, 
sind  in  diesem  Falle  in  endlicher  Form  ausführbar.  Sie  reduziren  sich 
auf  cyklometrische  Funktionen  nnd  nuui  erhält 

sin  s  =  ,  cos  I  =  — ^,  tg  f  = , 


a»  =  l'a"  —  c*; 


amsin ^=  ee ',  arcain  e  = 

a. 

A=B.=-^- 


8*     \  c.  a  / 

•  a*e*    \      a.*c.  a    /'  ' 

A  =  B  =^(e'-e),  C=  |-  (l  -  e  .')  , 

*'=■*'  =  ^   (2+e'-3ce'), 

C  =  o,  C  =  o, 
von  welchen  Gröseen  auch  die  gestrichelten  aus  den  fSr  dieBelben  aufge- 
stellten Integi-alen  hergeleitet  werden  können.  Man  ersieht  aus  diesen 
Pormeln,  dase  deijenige  Teil  von  <l>.  welcher  der  Rotation  um  die  un- 
gleicbo  Achse  entspricht,  verBchwindet.  Diepe  Rotation  bringt  in  der 
Flüseigkeit  keine  Bewegung  hervor,  da  die  Reibung  gi^en  den  Körper 
unberücksichtigt  gelaasen  worden.  Für  das  GeBchwindigkeitspotential  er* 
gibt  sich  der  Wert 

A  _  A.  (nx  +  vy)         C,  wz        (a'  ~  «')  A.'  (py  —  gx)  z 
*  ~        A  —  2         ■•"  C—  2  "•"  (a»  +  c»)  A'  —  2  °'-' 

und  die  KoefGcienten  des  Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  werden 

f,=r,=  A,..„(,+,e^^ilf^-j,) 

'  \  <!('—')/  68) 

Ist  der  bewegte  KOiper  dagegen  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid, 
also  b  =  c,  k  —  1,  so  ist  ff  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

a.»    +       c* 

und  die  das  Geschwindigkeitspotential  darstellenden  Int^;rale  verwandeln 
aieh  in  logarithmische  Funktionen.  Der  froheren  Bezeichnung  ent- 
sprechend ist 
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I 


tri 


ag 
ae 


■ 

-,  2ac'       I     Bin*?  ,^  •      c*    /sing       ,    ^    /i       ,    i  v\^ 


A. 


f 


und  wenn  jetzt  Ig  -* =  e  e ',  Ur  ^ ==  e  e*.  —  =  e  eesetzt  wird. 


e     /  a  a  i       \ 

B.  =  C.  =  -r  ^^  —  T  e.'j» 

A=|-(.'-2), 
=  C  =  -|r(l  -  I  e»  4 


K« 


5!)) 


B 


B 


A,'  =  o,  A'  =  o. 


Der  für  B/  und  C/  erhaltene  Wert  lässt  sich  gleichfalls  aus  dem  für 
diese  Grössen  aufgestellten  Integral  direct  ableiten.  Der  der  Rotation  nin 
die  ungleiche  Achse  ent8pi*echende  Teil  von  <P  ist  wieder  verschwunden 
Das  Oeschwindigkeitspotential  erhält  in  diesem  Falle  die  Form 


A.nx         C.  (vy  +  wz)       (a*— c«)  C.' (vy— qz)x 
(  A  —  2  "^        C  —  2        "^        (a»  +  c«)  C  —  2 

Für  die  Koefficienten  f  bekommen  wir  die  Grössen 


60) 


f,  =  j  w  a  c»  (l  +  ^  e«  g^Tev)' 


^  =  ^  =  4;rac 


•(l  + 


2  — eV 


2  -I-  e*  (e 


'-4)) 


61) 


8 


^4=  S«ac*, 


\  2e*-(2-e»)(l  +  2e«-fe*«'j/ 


Kugel. 

Um  noch  die  für  den  FaU  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  geltenden 
Formeln  ans  den  entsprecLenden  für  das  Etlipaoid  herzuleiten,  haben  wir 
a  =  b  =:  c  und  a,  =  b,  =  c,  =  l'  x*  +  y*  +  z*  zu  setzen.    Ee  wird 
4iia'       da  4iia'i 


Jl  = 


3a,    '      Bs.  Sa.'     ' 

=  ''-=T$,A  =  B  =  C=|, 

02) 


f.  =  f.  =  4  "  «'  (1  +  7  0  . 
f.  =  f.  =  4   ^h"''- 


Die  von  der  Rotation  berrührenden  Glieder  in  dem  Ausdruck  für  das 
(leBchvindigkeitspotential  verschwinden  infolge  der  Temacblftssigten  Rei- 
bung. Für  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  diesem  Falle  genügt  also 
die  Annahme,  dass  die  K.i^el  sich  ausschliesslich  in  fortaclireitender  Be- 
v(^ng  befindet.  Aus  dem  Werte  der  ersten  drei  KoefBzieuteu  f  ergiebt 
sich  femer,  dass  die  Kugel  sich  in  der  Flüssigkeit  genau  so  bev^^  als 
wäre  ihre  Masse  um  die  Hälfte  derjenigen  vermehrt,  welche  die  von  ihr 
verdrängte  Flüssigkeit  besitzt. 

Es  findet  hierbei  zugleich  eine  beachtenswerte  Analogie  mit  mag- 
netischen Erscheinungen  statt.  Die  Potentiale  elektrischer  und  magnetischer 
Kräfte  genügen  ähnlichen  Bedingungen  wie  die  hydrodynamischen  Potentiale. 
Nach  der  Poiseon'echen  Theorie  ist  nämlicfa  das  Potential  eines  in  einer 
bestimmten  Richtung,    z.  B.  der  x  Achse,    mit  der  Intensität  u  gleich- 

dÜ 
massig  magnetisierten  Körpers  —  ^ —  o.    Das  Geschwindigkeitspotential 

einer  nach  einer  gewissen  Richtung  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit 
mit  der  Geschwindigkeit  m  sich  bewegenden  Kugel  ist  daher  nach  dem 

■  8«  ' 

pliciert  mit  dem  mi^etischen  Potential  dieser  Kugel  bei  der  Annahmo, 
daijs  sie  nach  derselben  Richtung  mit  der  Intensität  m  magnetisiort  worden. 


u 

Elliptischer  and  Kreiseylinder. 

Bei  Dnendlich  grosser  c-Achee  verwandelt  Bich  das  Ellipsoid  in  einen 
nnendlich  langen  elliptiBcli^n  Cylinder,  dessen  Potential  inbezug  n\ 
einen  äuBscm  Punkt,  abgesehen  Ton  einer  unendlich  gi-osscn  additiven 
Konstante,  den  Wert 

besitzt,  venu  die  untere  Grenze  tf  die  positive  Wurzel  der  GleichuDg 

*.         ■'. 

bezeichnet.     Nennen   wir  tf*  die   negative   Wurzel   dieser  Gleichung  unJ 

äetzen  wir  ^_^^^ 

a.'  =  ia}  +  ff',  b,'  —  i  j'b'  +  ff', 
a*  —  b*  =  a.*  —  b.'  =  a."  +  b,"  —  e* 
«X  =  a,  a,' ,  6y  ;=  b,  b,' , 
30  sollen  zur  Berechnung  des  Potentials  und  zweckmäBsigen  Umformung 
des  Ausdrucks  für  das  Geschwindigkeitspotential  im  Folgenden  dic^  Sub- 
stitutionen 

,      /-  s    ,       — 8\ 

a,  =  ^«10    -\-  e        \  ^=  e  cos  is 

,  I      /  8  — a\       e    .    . 

b.  —  Y  c  I  e     —  e         I  =  T  8in  18 

,       1      C    ia'  —  i8"i  ,  63) 

a,'  —  j  e  I  c      -\-  e  I  =  e  cos  8' 

u  j        1     /  is'  —  is'  t  .      , 

b,'  =  j-^  « I  e      —  e  I  :=  e  am  s' 

e    .    •     .      , 
X  =  «  cos  iB  cos  s' ,  y  =  —  sm  iß  sin  e 

^braucht  werden,  in  denen  cos  is  leel,  ein  is  imaginär,  i  sin  is  jedoch 
R-ieder  reell  ist.  s  und  s'  besitzen  die  Bedeutung  elliptischer  Koordinaten 
jines  Punktes  in  einer  Ebene.  Durch  Elimination  von  s'  bez.  b  be- 
kommt man 


y' 


I  ein"  JB 


:   I 


e*  cos*  s'        e*  sin*  s' 
)ie  Kurven  s  =  konst.  «nd  b'  =  konst.  sind  also  konfokale  Ellipsen  un^ 
Typerbein;  e  cos  is  und  -  sin  is  sind  die  Halbachsen  der  Ellipse,  t  cos  s 


36 

und  6  sin  s'  die  der  Hyperbel,  welche  durch  den  Punkt  x,  y  gehen.    Beid« 
aind  koüfokai,  die  Entfernung  ihi-er  Brennpnnkte  beträgt  2  «.     Aus  den 
beiden  ersten  der  Formeln  63)  erhält  man 
dtf  =  2  a,  b,  ds, 

^    Ca<f  8abr        ds  /         4abg  \ 

u    r'ä"  Sab/"*        <äs  /        4ab«~'      \ 

2  ab  _  2  ab  64) 

A.  =  — — — ~r-,-\>    D,  —  ■ 


■*  ^  a  +  b' 

welche  Integrale  natürlich  auch  auf  dem  gewöhnlichen  Woge  gelöst  wer- 
den können.  Der  gewählte  ist  vorgezogen,  weil  er  mit  den  nachfolgenden 
Entwicklungen  in  Zusammenhang  steht.   Die  Einsetzung  der  hieraus  mittelst 

der  Relationen  A,'  =  ^-| ^ ,  •  ■  ■  entstehenden  Grössen 


C.  — B. 

b'  —  c'  '  ■  ■ 
2  ab 

b.  (a.  H-  b.) 
2  ab 

«.(a.  +  b.) 
2abt' 

(c*  —  a*)  ß  '  =  —. r-rr  (c  —  »  )  B  =  rÄTi. 

in  den  für  das  Geschwindigkeitspotential  eines  Ellipsoids  gefundenen  Aus- 
druck 49)  gibt  nach  kurzer  Rechnung  den  Wert 

a  +  bTb,,        ,       ,a,  ^,    (a  +  b)c'rxy\ 

dessen  konjugii-te  Funktion 

'■= ^^T::{r<"+-)-~(— >^-i-i^7(^-^b^)) 

wird.     Durch  Einführung  der  Grössen 

8    X       a '  ,   V       b,'    .     , 

a,  4-  b,  =  e  e  ,  —  =  -^  =  cos  s',  i-  =  —  sm  a 
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■ 


I 


können  0  und  V  in  die  Formen 


coss' 4-a(v— pzjsms' I  e    — l""«""!  rsmZs'« 


[V  —  pz)cOS8' 


y-m 


r  COS  28'« 


—  2a 


gebracht  werden,  sodass  beide  durch  den  komplexen  Ausdruck 


■|/~II^('>(u  +  qz)+ia(v  — pz)jö    ^^     ~U^T^)  ^^ 


07) 

-(8  +  i8')  ya+b\«       -2(8+U) 


bestimmt  sind.    Die  Grössen  s  und  s'  können  auch  den  Gleichungen 


ds  =  ;r— ^  ,  ds'  =  — 


2a.b 


♦  "• 


2a'  b^ 


gemäss  als  bestimmte  Integrale  in  der  Form 


28 


dargestellt  werden,  woraus  durch  Substitution  der  neuen  Veränderlichen 

a,»  +  b,«  = « «?,  a;« -  b;«  =  6* r 

2  der  =  €«  d? ,  2  A(S'  =  €«  dj' 
2a,b.  =  fc«i/p=T,  2a;b/=:€«  vT^P 

die  schon  aus  den  früheren  Transformationsformeln  resultierenden  Werte 

0 


8 


; 


T)=i 


i  ('«  (^f) 


/i 


— b» 


arcsm  "^pH-^  =  "g 


—  b» 


.    a.'*-V» 
arcsin  -= — ■s-'— 


,    a.  +  b.    -   ,  a,'»  — b,'« 

8  =  lg  -i— ! — *  ,28'=  arccos  — ^ — j — ^— 


68) 


herzuleiten  sind.  An»  den  Formeln  für  z  und  y  ergiebt  sich  ferner  durch 
Differentiation 

2edx  =  ^  dtf  +  ^dtf' 

a,  a/ 

b'  b 

2edy  =  ^  da  —  ^,d(f 

'     b,  b; 


nnd  veno  wir  qoadieren  and  adilieren 

in  welcher  GleichuDg  der  Faktor  «r  —  tr*  das  Produkt  der  Entfernungen 
des  betreffenden  FlüsBigkeitsteilchens  ff,  o'  von  den  beiden  Brennpunkten 
der  QuerBchnittBellipee  dea  Cylindere  bedeutet.  Bezeichnen  nftmlich  a  und 
('  diese  Abstände,  so  ist 

P  +  p'  ^=  2a,,     9  —  ß'  t=  2a.' 

g  =  a.  +  a,'       ß'  m  a,  —  a,' 
p^'  =  a,'  —  a.'*  =  tf  —  tf'. 
K  sei  eioe  die  Erhaltung  der  Homogenität  bedingende  Konstante,  K  s'  =  8; 
dann  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  dx*  ~|-  dy* 


y(ir +  (|T  =  ^ 


woraus  ersichtlich,  dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Panktes 
dem  Produkt  seiner  Entfemungen  von  den  beiden  Brennpunkten  umge- 
kehrt   proportional   ist.    Diese   Geschwindigkeit   ist  indess   auch   gleich 

da' 

_    jv  —  a'  und  daher 

ds'   _       K 
^  Äi    ~   ^-^  / 

1      I   a,'  — 8,"   ,  .         ».*8'     ,       1        la.'dC 
'  =  ~2^J   ^b;^  d.r'  =  -^    +  2K  J-b7" 
—  b»  —  b* 

,<  _  u-t    A^-    2e'|d| 

t  —  ?!ii'  - 1!  r-ü^-  ~  ü-  i~^  4-  r  ^M- 

=  -  Ä    (-.^^  +   «--*«  ^)  =  -  A  (Vb.M-(a.'-b.V'), 

t  =   21:  0**'  +  ^'^  ^'  ~  *•'  ^•^)  =  Ä  *^'  ***^  2  is  -  Uin  2  8').  69) 

Die  Grttsse  s',  welche   der  Gleichung  A  8'  =  0  und  an  der  Olwr- 

fl^ho  des  Cylindors  der  Gleichung  -^  :=  o  genügt,  wenn  n  die  nach  der 

Flüssigkeit  gerichtete  Normale  der  Cylioderfläche  bezeichnet,    kann  als 


Bewegangspotential  angonommen  werden.  Die  zugehörigen  Flächen  gleichen 
Potentials  sind  die  hyperbolischen  zu  dem  gegebenen  elliptischen  konfo- 
kalen Cylinder  und  die  Stromlinien  sind  Ellipsen,  ivelche  zu  den  Quer- 
schnitts! in  ien  des  ursprünglichen  Cy linders  kon fokal  sind.  Die  Grösse 
<P  +  Ks'  ist  daher  ala  die  allgemeinste  Form  des  ßowegungspotentiala 
der  Flüssigkeit  um  den  elliptischen  Cylinder  anzunehmen.  ■/>  und  s'  siml 
jedoch    in   diesem   Fall   keine  vollständigen   Potentiale,    da  sowol  «P  und 

seine  Ableitungen  -;rr;  -:r-^,  als  auch  die  Ableitungen   von  s',   so  lange  p 

und  q  nicht  verschwinden,  für  z  ^  cd  nicht  gleich  o,   sondern   unendlich 

werden,    eine    Folge    der    fi-ühem    Annahme,    dass  der    bewegte    Köi-per 

überall  endlich  ist.     Dieser  Umstand  lallt  aber  fort,  wenn  wir  p  ^=  q  ^  o 

machen,  das  licisst  festsetzen,  dass  die  Bewegung  der  Flüsäigkeitsteilchen 

nur  in   den  normal  zur  Axe  des  Cylindcrs  gelegten  Ebnen   und  in  allen 

■Bf^agc  nach  demselben  Gesetz  erfolgt.     Die  ganze  Bewegung  hat  mau  sich  dann 

als  eine  nur   durch  eine  Ellipse  hervorgebrachte  zu  denken   und  das  Gc- 

**"  '  schwindigkeitspotential  ist  in  diesem  Falle  der  reelle  Teil  des  komplexen 

UatI  Ausdrucks  70) 

•■»  '  »+a>=-|/|±|(b.  +  iav)e-('  +  "''-i(l±i)'re-(2»  +  '''>, 

80  dass  es  eine  Funktion  von  x  und  y  allein  ist  und  die  Gleichung 
^  <|>  —  o  erfüllt.     Es  folgt  hieraus,  da  auch  tf»  H-  i  *P  eine  Funktion 


In  J 
Enc 


Bra  von  x  +  i  y  ist, 

nnti 

taci 

in  ] 


8x        dy      dy 


^fü 


Wir  bekommen  schliesslich  mit  Benutzung  der  für  A,  B,  A'  in  64) 
aufgestellten  Werte  iur  die  Koefficienten  des  Ausdiucks  der  lebendigen 
Kraft,  wenn  m  die  Masse  des  Cylinders  bezeichnet. 

Für  einen  Kreiscylinder  mit  dem  Radius  a  ist  a  =  b,  e  =;  o, 
a.'  =  b.*  =  X*  +  y'  zu  setzen,  sodass  das  Potential  den  Wert 


=  "■'/(' +^-^10 


:D.=/^=^,A    = 


B  =  1,  C  =  o,  C  =  ^.' 
2a- 


f,  =  f,  =  m  (1  -t-  e),  f,  -  m,  f;,  =  I  ma»  72) 

wii-d,  woraaa  hervorgeht,  dass  die  Wirkung  der  PlösBigkeit  darin  besteht, 
(lasa  die  Masse  des  Cylindors  um  die  Masse  der  vcrdräugteo  Flüssigkeit 
vermehrt  wird.    Das  Geschwiudigkeitspotential  wird 

*  =  —  st  ^-  y*  (("^  ^'  qz)  X  +  (t  ^  p  z)  y\  , 
seine  konjufnrte  Funktion 

beide  sind  enthalten  in  der  komplexen  Funktion 

"^    +    '"    =    ~     X     ''iy   ('   +   ■)'   +  '("-?'))■  73) 

Wenn  wir  einer  früheren  Bemerkung  zufolge  Kb'  oder  K  arc  tg  —  zu  <P, 


mithin  —  K  Igj'x^  +  )'*  ^u  9*  addiren,  erbalten  wir  das  vollständige 
Bewegungspotential  in  der  Form 

»+«.  =  -  ^  ^'.^    („  +  ,j  +  i  (y  _  pj)J  -iKIg(i  +  iy). 

Treffen  wir  dann  wieder  die  Annahme,  dass  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
nur  in  zwei  Dimensionen  stattfindet,  mithin  durch  die  Bewegung  eines 
Kreises  in  einer  Eigene  verursacht  wird,  so  ist  für  p  ^  q  ^=  o  das 
Geschwindigkeitspotential  durch  die  Formel 

«  +  iV  =  _  a'iii  -  iK  Igfr  +  i,)  '<) 

dargestellt. 


Den  SchlusB  der  gegenwärtigen  Untersuchungen  soll  die  Betrachtung 
gewisser  Verallgemeinerungen  bilden.  Es  ist  die  Bewegung  des  Körpers 
ia  der  Flüssigkeit  bei  der  ideellen  Annahme  bestimmt,  dass  die  Flüssig- 
keit sich  nach  allen  Richtungen  in  die  Unendlichkeit  erstreckt.  Die 
Giltigkeit  der  erhaltenen  Resultate  ist  aber  auch  auf  Versuche,  welche 
in  einem  endlichen  GefUss  vorgenommen  werden  müssen,  ohne  erhebliche 
Änderungen  übertragbar,  wenn  nur  die  Dimensionen  deB  bewegten  KOrpera 
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im  Verhältnis  zu  denen  des  OefUsses  klein  genug  gewählt  sind.  Der 
Einfluss  des  letzteren  kann  völlig  vernachlässigt  werden,  sobald  sich  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  nicht  bis  zu  seinen  Grenzen  erstreckt.  Es  be- 
wegt sich  der  Rechnung  zufolge  allerdings  jedei-zeit  die  ganze  Flüssigkeit, 
doch  nimmt  ihre  Geschwindigkeit,  wie  die  Erfahrung  bestätigt,  mit 
wachsender  Entfernung  schnell  ab  und  verschwindet  sehr  bald  gänzlich. 
Jedoch  auch  der  allgemeinere  Fall,  wo  die  Flüssigkeit  abgesehen  von 
dem  bewegten  Körper  äusserlich  durch  einen  andern  mit  ihm  in  seiner 
Anfangslage  ähnlichen  ruhenden  begi*enzt  ist,  lässt  sich  ohne  Schwierig- 
keit mathematisch  darstellen.  Bewegt  sich  in  der  Flüssigkeit  zunächst 
ein  dreiachsiges  Ellipsoid  und  ist  sie  auf  der  Aussenseite  in  eine 
konfokale  ellipsoidische  Schale  eingeschlossen,  so  wollen  wir  auf  diese 
die  Marke  1  beziehen  und  die  den  früheren  entsprechenden  Grössen 
^1 7  ^11  ^1 9  Aj ,  .  .  .  .  nennen.  Zur  Bestimmung  des  Geschwindigkeits- 
potentials haben  wir  dann  infolge  des  oben  dafür  hergeleiteten  Aasdrucks 

Hl  A,x 


0,  =  Q,x  + 


abc 


•  •  • 


*4  =  G4  yz  +  H4  ^\j''  A;  yz,  .  .  . 


75) 


ZU  setzen  und  die  Eonstanten  G  und  H  der  Definition  des  Geschwindig- 
keitspotentials  und  der  Formel  10)  gemäss  zu  bestimmen,  mithin  für  das 
innere  Ellipsoid 

dn      "" 


cos  (n,x),  .  .  . 


ön 


=  y  cos  (n,  z)  —  z  cos  (n,  y),  •  .  • 


und  für  das  äussere  dieselben  Grössen  gleich  Null  zu  machen.  Wir 
schreiben  *) 

a^*  cos*  (n,  x)  +  b,*  cos*  (n,  y)  -{-  c,*  cos*  (n,  z)  =  1* 

der  =  21  dl, 

oder  da  1  die  Länge  des  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten  auf  die 
Tangentialebne  im  Punkte  x,  y,  z  gefällten  Lotes  ist  und  die  äussere 
Normale  im  Punkte  x,  y,  z  dieselbe  Richtung  wie  dieses  Lot  besitzt, 
dit  =  21dn;  folglich 


dA 


dn 


ix  =  — 


abc        i(f 


a/b,c,      dn 


2 abc Ix 


=  —  (A,  +  B,  +  CJ  cos  (n,  x). 


1)  Biemann's     Vorlesungen     über     Schwere,     Elektricitat     und    Magnetiamus. 
Hannover  1876.  §  25. 


41 
Die  Differentiation  von  4>|  und  iP^  nach  n  giebt 

G,  C08{n,  x)  +  ~r~  l-j-  X  -i-  Ä  cos  (n,  x)J  =  cos  (ü,  x) 

G.  (,<»,(■,,  8) +  zco8(n,y))  +^  (^-^)y'  + 

Ij» c'        /  \ 

+  Hj r-~  A'  lyco8{n,z)-)-zco8{n,  y)l  =  y  coa  (n,  z) —  z  co8(n,  y), 

,       ,         Ix 
cos  (n,  x)  =  — 5- 
K 
abc  Gl  —  (2  —  A)  H,  =  abc 
abc  (b»  +  cO  Gt  -  (b»  —  c*)  (ä  —  (b*  +  c*)  A')  H.  =  abc  (o»  -  c*). 
Die  zweite  Bedingung,  welcher  «)ie  Funktionen  4>  zu  genügen  haben, 
liefert  zwei  entsprechende  Gleichungen 

a^  b,  c,  Gj  —  (2  —  A,)  H,  ^  0 
a,  b,  c,  (b,*  +  c,»)  G.  —  (b.»  —  c,»)  (2  —  (b,»  +  e,*)  A')  H«  =  o. 
Aus  allen  vier  gehen  durch  Elimination  die  Werte  der  Konstanten 
.  Gl  und  H,  ffir  0,  und  G«  und  H4  fUr  (P«  hervor.   Der  schliesaliche  Aus- 
druck für  das  Geschwindigkeitepotential  wird 
*  _     abc  (2  -  A.)  +  a,  b.  c.  A. 

abc(2  — A,)  — a,b,  c,  {2— A}^^  •■'  76) 

>1>c  (b»  -  c')  (bi*  —  Ol')  (2  —  (bt*  +  c,»)  AiO  +  a,  b,  Ol  (b»  —  ci)  i  (b,*  +  Ci«)  A.' 
« (bi  +  c«)  (b,»  -  o,»)  (2  -  (b,» + cx»)  A,-J  -  >,  b,  o,  {b»  -  c»)  (W*  +  c,s)  (2  -  (b*  +et)  A') 

in  welchem  die  A,,  B,,  C,,  A'i,  B\,  C'i,  in  derselben  Weise  wie  die  ent- 
sprechenden Grössen  ohne  Marke  durch  elliptische  Funktionen  beBtimmbar 
sind.  Die  lebendige  Kraft  des  bewegten  Systems  kann  in  diesem  Falle 
gleichfalls  ermittelt  werden.  Wir  bekommen  bei  Beachtung  der  früheren 
hierauf  bezüglichen  Erwägungen  für  die  KoefScienten  von  2  Tmit  Leichtig- 
keit die  Werte 

,         1        L     /,    I         a,b|C,  A  +  abc  (2-— A.)    i 

I,  =  -,;.  .bc  |1  +  g  ..b.c:(2-A)-ab,(2-A.))  '  '  '  '  77) 


py»  + 


B  ^b'  +  c> 


4_  „  n,.  _  ^„,».b|C,(b'-c-)(b,'  +  V)  A'  + 
"l"'^"        "  '  a,  b,  t,  (b'  -  c")  (b,>  +  c,')  (2  - 

+  abc  (bi*  —  Ci')  (2  —  (b,'  +  c,*)  A,') \ 

—  (b"  +  0")  A')  —  «bc  (b"  +  c')  (b,>  —  c,")  (2  —  (b,'  +  c,')  A,')J ' " " 
Diese  für  den  bezeicfaueten  allgemeinen  Fall  gefundenen  Formeln  gelten 
genau  genommen  in  demjenigen  Augenblick  der  Bewegung,  in  welchem 
die    Mittelpunkte   der  beiden  die    FlüsBigkeit   begrenzenden  Flächen  zu- 
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sammenfallen.  Sie  gelten  allgemein,  sobald,  wie  das  bei  Versuchen  ge- 
wöhnlich geschieht,  die  Dimensionen  des  bewegten  Körpere  im  Vergleich 
mit  denen  der  begrenzenden  konfokalen  Schale  klein  genug  gewählt  sind. 
Bei  unendlich  grossen  Dimensionen  der  letzteren  gehen  die  Ausdrucke, 
wie  leicht  ersichtlich,  in  die  fi'üheren  über,  welche  für  eine  unendlich 
ausgedehnte  Flüssigkeit  hergeleitet  worden. 

Für  die  Bewegung  einer  Kugel  wird  das  Resultat  ein  besonders  ein- 
faches und  merkwürdiges,  nämlich 


A^    ,^  O    }      -^     ^1      o     , 


2a 


3 


_  a^     /»i    +  2Ja/\    /        ,  ,        X 

f,  =  f,  =  f,  =  i-  7,  a»  (H-  4 


78) 


a,*  -h  2  a 


) 


Der  Einfluss  der  Flüssigkeit  und  der  sie  begrenzenden  mit  der  Gleich 
getvichtslage  der  Kugel  a  konzentrischen  Kugelschale  aj  ist  einer  Ver- 
mehrung der  Masse  der  bewegten  Kugel  gleich  zu  setzen  und  zwar  um 
eine  Grösse,  welche  zu  der  von  ihr  verdrängten  Flüssigkeit  im  Verhältnis 
ai'  +  2  a'*  zu  2  (a^*  —  a^)  stellt.  Ein  ähnliches  Resultat  ergibt  sich, 
wenn  die  Flüssigkeit  äusseilich  durch  eine  ruhende  Cylindorfläche  a^  be- 
grenzt ist  und  sich  in  ihr  ein  gleichachsiger  Kreiscylindcr  bewegt.  Die 
Flüssigkeit  bewirkt  dann  gleichfalls  eine  Vennehrung  der  Masse  des  be- 
wegten Cylinders,  doch  um  eine  Grösse,  welche  zu  der  der  verdrängten 
Flüssigkeit  im  Verhältnis  a^*  +  a*  zu  a^*  —  a^  steht. 

Einen  wesentlicheren  und  bei  genaueren  Versuchen  keineswegs  zu 
vernachlässigenden  Einfluss  auf  die  untersuchten  Bewegungsprobleme  ver- 
ursacht die  innere  Reibung,  deren  Beriicksichtigung  ein  besonderes  theo- 
retisches Interesse  durch  den  Zusammenhang  bietet,  in  dem  zu  ihr  die 
Bewegungserscheinungen  stehen,  welche  man  mit  Helmholtz  Wirbel- 
bewcgunjjjen  nennt.  Auch  bei  Berücksichtigung  der  inneren  Reibung  habe 
ich  die  behandelten  Probleme  bez.  ihre  Anwendung  auf  einfach  gestaltete 
Köq)er  in  einzelnen  speziellen  Fällen  lösbar  gefunden,  doch  ist  mir  eine 
vollständige  mathematische  Dm-chführung  nicht  gelungen.  Allgemein  sind 
dann,  das  ist  wol  der  geeigneteste  Weg,  den  ohne  Reibung  ermittelten 
Geschwindigkeitskomponenten  diejenigen  Integi*ale  der  hydrodynamischen 
Differentialgleichungen  hinzuzufügen,  welche  den  Wirbelbewegungen  ent- 
sprechen. Die  dabei  auftretenden  willkürlichen  Funktionen  können  mittelst 
des  Geschwindigkcitspotentials  durch  die  Oberflächenbedingungen  bestimmt 
werden. 


ireboren  in  Danzig  am  32.  Februar  1859,  evnageligcher  EoDfcssion, 
erhielt  ich  meine  Schulbildung  auf  dem  hie  Eigen  Realgymnasium  zu 
St.  Peter,  erlangte  Ostem  1877  das  Zeagniss  der  Reife  und  Gtndterte  bis 
Ostern  1881  in  Berlin  und  Oöttingen  Mathematik  und  Physik.  Ich  hörte 
während  dieser  Zeit  die  Vorlesaugen  der  Herren  FrofesBoren  Borchardt, 
Förster,  Q.  Eirchhoff,  Kronecker,  Kummer,  Listing,  Lotze, 
Th.  Müller,  B.  Schering,  Schvarz,  Stern,  Wangerin,  Weier- 
strass,  Zell  er  und  war  3  Semester  lang  Mitglied  des  Käu  ig  I.  mathematisch- 
physikalischen  Seminars  in  Göttingen.  Nachdem  ich  am  6.  August  1881 
vor  der  Eönigl.  WisBenschaftlichen  Prüfungekommissiou  in  Göttingen  die 
Priifnng  pro  fac.  doc.  abgelegt,  absolvirtc  ich  am  Realgymnasium  zu 
St.  Peter  in  Dauzig  das  vorschriftsmäGsige  Probejahr  und  wurde  Ostern 
1882  als  ordentl.  Lehrer  an  die  hiesige  Handels-Akademie  bemfeu.  Am 
29.  Juli  1882  bestand  ich  vor  der  philosophischen  Fakultät  in  Göttingen 
die  mündliche  Prüfung  zur  Erlangung  der  philosophischen  Doktorwürde. 

Danzig,  im  August  1882. 
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'  Devor    Foucault    im    Jahre     185 1     seine    Entdeckung 

über  die  Ablenkung,  welche  die  Schwingungsebene  eines 
frei  schwingenden  Pendels  in  Folge  der  Rotation  der  Erde 
erfährt,  gemacht  hatte,  bestand  der  einzige  experimentelle 
Beweis,  den  man  für  diese  Rotation  kannte,  in  der  Ab- 
weichung eines  frei  fallenden  Körpers  aus  der  Lothlinie. 
Die  Fallversuche  sind  jedoch  mit  den  grössten  Schwierig- 
keiten verbunden;  die  Foucault'sche  Entdeckung  war  daher 
ein  grosser  Fortschritt  für  den  experimentellen  Beweis  der 
Axendrehung  der  Erde.  Allerdings  hat  der  Versuch  mit 
dem  Foucault'schen  Pendel  noch  den  Uebelstand,  dass  man, 
um  den  Einfluss  der  unvermeidlichen  Störungen  zu  ver- 
kleinern, ein  Pendel  von  sehr  grosser  Länge  anwenden 
muss.  Gauss  glaubte  nun  diesen  Uebelstand  dadurch  um- 
gehen zu  können,  dass  er  einen  Apparat  von  kleineren 
Dimensionen  construiren  Hess,  bei  dem  diejenigen  Störungen, 
welche  bei  dem  Foucault'schen  Pendel  auftreten,  zum  grössten 
Theil  vermieden  werden.  Eine  kurze  Notiz  über  diesen 
Apparat  findet  sich  in  einem  Brief  von  Gauss  an  A.  v. 
Humboldt  vom  10.  Mai  1853.*)  Gauss  spricht  sich  hier 
sehr  zuversichtlich  über  die  Brauchbarkeit  seines  Apparates 
aus,  die  Theorie  wird  jedoch  zeigen,  dass  derselbe  nur  bei 
einer  ausserordentlich  genauen  Construction  seinen  Zweck 
erfüllen  kann. 

Der  Apparat  besteht  im  Wesentlichen  aus  einem 
starren  Pendel,  das  in  einer  Cardanischen  Aufhängung 
schwingt.  Die  Dimensionen  des  Pendels  sind  die  eines 
Secundenpendels,  es  ist  zusammengesetzt  aus  einer  Stange 
und  einer  Linse,  deren  Rotationsaxe  mit  der  .\xe  der 
Stange  zusammenfallt.  Die  Aufhängung  ist  folgendermassen 
eingerichtet:  Mit  zwei  Schneiden,  deren  Kanten  in  einer 
Geraden  liegen  sollen,  ruht  ein  Ring  auf  einer  mit  der 
Erde  fest  verbundenen  Unterlage.  An  diesem  Ringe  hängt 
das  Pendel  ebenfalls  mit  einer  Schneide,  so  dass  es  m  der 
Oeffnung  des  Ringes  hin  und  her  schwingen  kann.  Die 
beiden  Geraden,  welche  durch  die  Kanten  der  Schneiden 
gebildet  werden,  sollen  einander  treffen ;  der  Winkel  zwischen 
ihnen  soll  ein  rechter  sein. 

Mit  einem  auf  derselben  Idee  beruhenden  Apparate 
sind  neuerdings  wieder  Versuche  von  Herrn  Onnes  ange- 
stellt worden.**)  Die  Abhandlung  von  Herrn  Onnes  ist 
mir  leider  unzugänglich  gewesen.  Eine  Beschreibung  des 
Apparates,    den   er    benutzt    hat,    findet    sich   in  der  Arbeit 


*)  Briefe  zwischen  A.  v.  Humboldt  und  Gauss,  pag.  66. 

*)   Nieuwe  bewijzen  voor  de  aswenteling  der  aarde.     Groningen 


♦• 


von  Gilbert  ^Sur  les  experiences  propres  ä  manifester  la 
rotation  de  la  Terre«  in  dem  Journal  de  Physique  theorique 
et  appliquee,  Annee  1883.  Ein  Referat  über  den  theo- 
retischen Theil  der  .Abhandlung  hat  Prof.  van  Geer  in  dem 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  Jahrgang 
1879,  gegeben. 

Die  vorliegende  Arbeit  versucht  eine  Theorie  eines 
in  einer  Cardanischen  Aufhängung  schwingenden  Pendels 
zu  entwickeln.  Hierbei  ist  der  Luftwiderstand  vernachlässigt 
worden,  da  derselbe  dadurch  fast  vollständig  vermieden 
werden  kann,  dass  man  das  Pendel  in  stark  verdünnter 
Luft  schwingen  lässt,  wie  Herr  Onnes  gethan  hat.  Ferner 
ist  auch  die  Reibung  der  Schneiden  auf  ihren  Lagern,  die 
im  Wesentlichen  von  der  unvollkommenen  Gestalt  der 
Schneiden  und  Lager  herrührt,  nicht  berücksichtigt  worden; 
der  Einfluss  derselben  wird,  wenn  die  Schneiden  und  I^ager 
aus  einem  sehr  harten  Material  gut  gearbeitet  sind,  sehr 
klein  aber  wahrscheinlich  doch  merklich  sein.  Es  ist  ferner 
angenommen  worden,  dass  bei  der  Gaussischen  Construc- 
tion die  Kanten  der  beiden  Schneiden,  welche  in  einer 
Geraden  liegen  sollen,  thatsächlich  nicht  mehr  von  einer 
Geraden  abweichen,  als  dies  bei  der  Kante  einer  einzigen 
gut  gearbeiteten  Schneide  der  Fall  ist,  und  deswegen  sind 
diese  Abweichungen  vernachlässigt.  Wäre  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt,  würden  also  die  Kanten  zwei  windschiefe  Ge- 
rade bilden,  so  würden  die  Schneiden  und  ihre  Lager  sich 
an  denjenigen  Punkten,  in  denen  sie  einander  bei  den 
Schwingungen  des  Pendels  berühren,  bald  so  stark  abnutzen, 
dass  dort  sehr  complicirte  Flächen  entstehen  würden,  die 
theilweise  auf  einander  rollen,  theilweise  gleiten  würden,  so 
dass  eine  theoretische  Untersuchung  dieser  Bewegung  nicht 
mehr  möglich  wäre. 

Die  Annäherung,  welche  diese  .\rbeit  zu  erreichen 
sucht,  ist  im  Wesentlichen  dieselbe,  wie  die,  welche  Hansen 
in  seiner  t Theorie  der  Pendelbewegung«  beabsichtigt  hat. 
Allerdings  werden  hier  Glieder  vernachlässigt  werden,  welche 
Hansen  entwickelt  hat,  jedoch  sind  diese  Gheder  nicht 
grösser  als  andere  auch  von  Hansen  vernachlässigte.  Nament- 
lich wird  die  Aenderung  der  Schwere  nicht  berücksichtigt 
werden.  Es  wird  vielmehr  die  Anziehungskraft  der  Erde 
von  Anfang  an  als  constant  angesehen;  die  Aenderung  der 
Schwere,  welche  von  der  Aenderung  der  Centrifugalkraft 
herrührt,  wird  allerdings  bei  den  ersten  Schritten,  die  zur 
Aufstellung  der  Differentialgleichungen  geschehen,  berück- 
sichtigt werden,  da  die  hier  angewandte  Methode  es  er- 
fordert.     Später    wird    jedoch     diese    .Aenderung    ebenfalls 
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Der  Einfluss  der  Translationsbewegung  der  Erde  und 
der  Anziehungskraft  der  Himmelskörper  ausser  dör  Erde 
wird  ganz  übergangen  werden,  da  derselbe,  wie  Hansen 
gezeigt  hat,  verschwindend  klein  ist. 

1.  Zunächst  haben  wir  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  abzuleiten.  Hierzu  bedienen  wir  uns  des  Satzes 
von  Hamilton,  dass  in  einem  Problem  der  Mechanik,  für 
welches  eine  Kräftefunction  U  existirt,  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  identisch  sind  mit  den  Differential- 
gleichungen des  Problems  der  Variationsrechnung 

6f{T-\-U)dt  =  o, 

wo  /  die  Zeit,  T  die  lebendige  Kraft  bezeichnet.  Wir 
haben  also  die  Function  T-\-  U  für  unser  Problem  zu 
entwickeln.  Hierbei  behandeln  wir  die  Aufgabe  zunächst 
in  der  folgenden  allgemeinen  Form:  *üm  eine  mit  der 
Erde  fest  verbundene  Axe  v?,  ist  ein  starrer  Körper  ohne 
Reibung  drehbar;  mit  diesem  Körper  ist  eine  zweite  Axe 
A^  fest  verbunden,  und  um  diese  ist  ein  zweiter  starrer 
Körper  wiederum  ohne  Reibung  drehbar.  Das  ganze 
System  ist  der  Anziehungskraft  der  Erde  unterworfen,  die 
Erde  rotirt  mit  constanter  Geschwindigkeit  um  eine  feste 
Axe  Gesucht  werden  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung dieses  Systems  von  zwei  Körpern.« 

2.  Bei  der  Untersuchung  legen  wir  das  folgende  recht- 
winklige Coordinatensystem  X^,  X^,  X.^  zu  Grunde:  Der 
Anfangspunkt  O^  sei  der  Punkt  der  Axe  A^,  in  welchem 
dieselbe  von  der  gemeinschaftlichen  Senkrechten  der  beiden 
Axen  Ax  und  A^  getroffen  wird.  Die  A'j-Axe  sei  die 
Richtung  der  Schwere  im  Punkte  Ox  nach  unten  hin  positiv 
genommen,  die  A'g-Axe  sei  nach  Norden,  die  A'g-Axe  nach 
Osten  gerichtet.  Sämmtliche  anderen  vorkommenden  recht- 
winkligen Coordinatensysteme  werden  mit  diesem  gleich- 
sinnig gewählt  werden,  so  dass  es  nicht  nöthig  sein  wird, 
stets  die  Richtung  jeder  der  drei  .Axen  anzugeben. 

Die  Axe  A-^  liege  in  einer  Vertikalebene,  welche  mit 
der  Ebene  ^  =  o  den  Winkel  a  einschliesst,  die  Neigung 
dieser  Axe  gegen  den  Horizont ,  also  gegen  die  .  Ebene 
Jf j  =  o  sei  6.  Wir  führen  nun  ein  neues  Coordinaten- 
system ^i,j2 1^3  ein,  dessen  j/3' Axe  mit  A^  zusammenfällt,  und 
dessen  j/j-Axe  in  der  Vertikalebene  von  A^  liegt,  und  zwar 
soll  die  positive  Richtung  nach  unten  sein.  Alsdann  be- 
stehen folgende  Gleichungen: 

Xx  =  y\  cos()  — y^  sin  d 

X^  =  yx  sin  ö  cos  a  -\-  y^  sin  a  -+-^3  cos  6  cos  a 

X-^  =  yx  sin  6  sin  a  —  y^  cos  a  -^  y-^  cos  ö  sin  a 

Mit  dem  Zwischenglied  in  der  Aufhängung,  also  mit 
dem  um  Ax  drehbaren  starren  Körper  sei  ein  Coordinaten- 
system Xj,  JiTg,  x^  fest  verbunden;  die  .Tj-Axe  falle  zu- 
sammen mit  der  ^3- Axe,  die  jTj-Axe  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Senkrechten  Ox  O^  der  beiden  Axen  Ax  und  A^^ 
und  zwar  soll  wiederum  die  positive  Richtung  von  Xx  die  Rich- 
tung nach  unten  sein.  Den  Winkel  zwischen  den  Axen 
yx    und    Xx    bezeichnen    wir    mit  ^j ;    tp]    soll    positiv    sein, 


so  ist 


y^  =  Xx  cos  ypx  —  -^a  sin  v?i 
^^2  =  X\  sin  V'i  -+-  ;ra  cos  ^, 

yz  —  x^ 

Setzt  man 

Xx  ^=  A  Xx  -\-  ß  x^  -\-  C  x^ 
X^  =  A'Xx  -h  B'x^  -h  Cxi 
Xz  =  A^xx  -h  R'Xi  -f-  Cx^ 

A    =       cosdcosipi 

B   =  — cosd  sin  ip, 

C  =  — sin  d 

A'  =       sin  u  sin  tp^  -h  sin  6  cos  a  cos  tp^ 

B*  =       sin  a  cosipj  —  sin  6  cos«  sin  ip,   \     12' 

O  =  cos  rf  cos  a 

A"  =   —cos«  sin  tp,  -|-  sin  d  sin  a  cos  tp^ 

B"  =    —  cosa  cos?p^  —  sin  d  sin  a  sin  y, 

C"  =  cosd  sin  a 


3.  Wir  wählen  die  Axe  A2  des  Pendels  als  i^a-Axe 
eines  neuen  ebenfalls  mit  dem  Zwischenglied  in  der  Auf- 
hängung fest  verbundenen  Coordinatensystems,  die  //j-Axe 
desselben  falle  mit  der  jir,-.\xe  zusammen,  der  .\nfangs- 
punkt  dieses  Coordinatensystems  ist  also  der  Punkt  Öj,  in 
welchem  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  der  Axen  A^ 
und  A^  die  Axe  A*i  trifft.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Axen  des  Pendels  sei  gleich  90** — 6,  und  der  Abstand  der 
Punkte  O,  O2  von  einander  sei  gleich  c]  c  sei  positiv. 
wenn  für  ^j   =  o,   Og   unter  <?,   liegt.     Dann  ist: 

Xx  ^  rix-^c 

X2  =  y/2  sin  t  —  y/a  cosf 

x^  =  r/j  cosf  +  7/3  sin  e 

Ferner  sei  g,,  g^»  Sa  ^^"  ™^^  ^^^  Pendelmasse  fest 
verbundenes  Coordinatensystem,  gg  falle  zusammen  mit  r/j. 
§1  sei  parallel  der  Senkrechten  von  dem  Schwerpunkt  der 
Pendelmasse  nach  der  Axe  /^2»  ""^^  zwar  sei  die  Richtung 
von  gl  so  gewählt,  dass  die  gj-Coordinate  des  Schwer- 
pimkts  des  Pendels  positiv  ist  Bezeichnet  man  den  Winkel 
zwischen  g^   und  rj^  mit  ;|^j,  so  wird 

Vi  =  bi  cosXj  —  ga  sin  Xx 
%  =  gj  sin  Xi  -^  §2  cos  Xx 

Zwischen  den  x  und  den  g  erhält  man  dann  folgende 
Gleichungen : 

^2  =Ali4-^'g8H-r'g3  \  3 


p  =      cos  X\      P*  =      sin  s  sin  Xi      P"  =  cos  f  sin  X\ 


.!i\ 


5     . 

Für  den  directen  Uebergai^g  von  den  g  zu  den  X  bestehen  die  Gleichungen: 


X, 

= 

^Il-+-Äg« 

-hF4, 

-l-G\ 

X, 

= 

^'li-H^'gj 

+  ^ij 

^G'\ 

^, 

^= 

D-g,  +  E'gt 

+  /^g» 

+  ^ 

(5) 


E=  Aq^  Bf 
F=  Ar  -VBt' 
G  =  Ac 


Cp' 
Cq' 
Cr" 


(6) 


Die  Gleichungen  fär  die  Grössen  D\  E\  F*,  G\  jD",  E",  F",  G*  erhält  man  aus  diesen,  wenn  man  die  A^  B, 
C  entsprechend  accentuirt. 

4.  Bei  der  Bewegung  des  Systems  sind  die  Winkel  ^>l  und  -^^  variabel.  Da  die  DifTerentialquotienten  der 
eben  entwickelten  Transformat»iiscoefficieitten  nach  den  Variabein  ^|  und  X\  i™  folgenden  häufig  benutzt  werden, 
so  stellen  wir  die  Ausdrücke  für  dieselben  hier  zusammen.     Es  ist 


dA 


d/ 


d^p, 

dZi 

dB 

d^, 

A 

dy 

dC 
d^, 

o 

dr 
dz. 

=      9 


=  -P 


FUr  die  accentuirten  Grössen  gelten  die  analogen 
Gleichungen. 

5.  Um  die  Rotation  der  Erde  berücksichtigen  zu 
können,  führen  wir  noch  ein  Coordinatensystem  FJ,  Fj,  I^ 
ein,  dessen  Axen  im  Raum  eine  feste  Richtung  haben. 
Die  Yykxe  sei  die  Rotationsaxe  der  Erde,  nach  Norden 
positiv  genommen,  die  }^-Axe  möge  zur  Zeit  /  =  /g  '<^ 
die  Meridianebene  des  Coordinatenanfangs  der  X  fallen, 
also  in  die  Ebene  Xi  =  o.  Der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems    sei    derjenige    Punkt,    in    dem    die    Axe    X^    die 


dF 


^  Bp  —  Ap' 
=  Bq—  Aq' 


=  Br  —  Ar" 


dB 

?Z, 
d£ 

dF 


=      E 


=  -Z> 


> 


(7) 


Rotationsaxe  der  Erde  trifft.  Den  Abstand  des  Punktes  0^ 
von  diesem  Schnittpunkt  der  beiden  Axen  bezeichnen  wir 
mit  R,  die  Polhöhe  im  Punkte  öj  sei  95;  wie  allgemein 
Üblich,  sei  q)  positiv  nördlich,  negativ  südlich  vom  Aequator. 
Die  Drehung  der  Erde  in  der  Zeiteinheit,  für  die  wir  hier 
eine  Secunde  Stemzeit  wählen,  sei  a>,  also  ist 

CO  =  0.0000727221. 

Es  bestehen  dann  zwischen  den  Kund  Jf  die  Gleichungen : 


Yi  =  —(Xi —  R)  cos  g)  sin  a>  (/ — /q) 
>a  =  (JSfi  —  R)  cos/jf)  cos  a>  (/— /b) 
K,  =  —{X^~-R)smg) 


X2  sin  q>  sin  co  (/- 
X2  sin  g)  cos<ö  (/- 
JSl9  cos  9) 


Yo)  -f-  Jfj  cos  CO  (/ — /o) 
Yo)  4-  Xs  sin  ö)  (/— /o) 


(8) 


6.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Function 

für  unser  Problem  zu  entwickeln. 

Bezeichnet  man  die  Componenten  der  Anziehungs- 
kraft der  Erde  mit  ^,,  ^g,  ^3,  so  ist  für  einen  Punkt  mit 
der  Masse  il^  und  den  Coordinaten  ^,,  X^,  X^  die  Kräfte- 
function 

(/a  =  M  {g,X^  -^giX<i  -^g%X^) 

Die  drei  Componenten  ^j,  ^j,  g^  erhält  man  auf 
folgendem  Wege.  Die  Schwerkraft  in  dem  Punkte  0^  be- 
zeichnen wir  mit  g,  ihre  Richtung  ist  die  der  JSfj-Axe.  Sie 
setzt  sich  zusammen  aus  der  Anziehungskraft  der  Erde  und 
<ier  Centrifugalkraft.  Die  letztere  ist  im  Punkte  O^  gleich 
Äw^cos^),  und  ihre  Componenten  sind 

—  Rm^  cos  g)3 ,     —  Rco^  sin  q)  cos  q> ,  o 

Man    erhält   also    zur    Bestimmung  von  g^,  g^,  ^3  die 


also  ist 


g  = 

g\  = 
^2  = 
^3  = 


gx 

g2 
g^ 


Rw!^  cos  <p^ 
Äa>*sin  tp  cos  9) 


g-\-  R(D^  cos  q)^ 

Rcol^  sin  q>  cos  9) 
o 


und  folglich 


£/^  SS  MgXx  -*-  MR(D^  cos  9)  (^1  cos  9)  -H  ^^2  sin  9)) 

Die    lebendige    Kraft    des    betrachteten    Punktes    sei 
gleich^  ZJjf,  alsdann  ist 


.  =  -[(^-)'-Ca?)'-(^)'] 


st: 


Durch  Differentiation  von  (8)  erhält  man 


-   »    f    •- 


dt 

dYj 

dt 

dK, 

dt 


=    -a>K, 


dA', 

dt 

dXt 


cos  <p  sin  f»  (/ — ?ö) 


=        09  K|  -*-  -j cos  q>  cos  CO  {t — 4) -t- 

=  —  r  —  Sin  op 

d^  *^ 


d/ 

sin 

<P 

sin 

n){t 

dt 

sin 

9^ 

COSCö(/ 

d^2 

cos 

(T 

o 


■-/o) 


d^3 
d/ 

d^3 

d/ 


cos  CO  (/—/(,) 


sin  o^  (/—/;) 


d/ 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für   TJ^  und   führt  dann  für  K,  und  Y^  die  JC  ein.  so  erhält  man 


im 


-i-  (ö^    Ä*  cos  g>^ 


m 


zw 


R  cosg? 


dX 


(A-.ti-X, 


dX, 


^ 


COS^ 


dt      '    V'df         "'dt    ) 
2R  cos  (p  {Xi  cos  9)  -^  A^2  sin  y)  -j-  {X^  cos  q>  -^  X^  sin  g?)* 


(-..^•--.^*) 


sin/jT 


-nC« 


Setzt  man  jetzt 


ia,  =  £/,  +  r„ 


so  wird 


üa  =   .4/1 


^-^I  +  Vs 


lG^)' 


,   „  dXs 

+  CO     Kcosq) 


y,m^ 


-1x1^"-^; 


2 


d/ 


dA-A   .      1 
dt    n'^l 


Die  mit  cö*  multiplizirten  Glieder  sind  nun,  abgesehen 
von  dem  constanten  Glied  ^/^R^  ay^  cos  (p*^,  welches  bei  der 
Bildung  der  Differentialgleichungen  ohne  Einfluss  ist,  ausser- 
ordentlich klein.  Sie  sind  von  derselben  Ordnung  wie  die- 
jenigen   Glieder,     welche    in    der    Kräftefunction    auftreten 


würden,  wenn  man  die  Aenderungen  in  der  Anziehungs- 
kraft der  Erde  berücksichtigen  wollte.  Man  kann  daher 
die  Glieder  mit  oj^  mit  demselben  Rechte  wie  diese  ver- 
nachlässigen.    Wir  setzen  deswegen 


i^a  =   J^\ 


r     ^       ,^  [{dX,y      (dX^\^      f^^^y^ 


+  o> 


K  cos  cp  7—    + 
^  dt 


( „dX^       ^  dXA  /  i.  d^3       y  dAa\   .      - 

V^dT  ~  ^^  dt    r'"^  -  i^'d/  -  -  ^^  dT  )  ''"9^. 


19) 


7.  Wir  haben  nun  für    sämmtliche    materielle    Punkte 
des  Pendels  und  der  Aufhängungsmassen    die  Function  U^ 

zu  bilden.  Die  Summe  dieser  Functionen  bezeichnen  wir 
mit  Q,  alsdann  sind  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung 

cQ        d  dS^  cU,       d  c£i 


ö^i       dt  dtp^' 


=  o, 


h\     d/  Pxi 


;  =  o. 


^dt    } 
Die  Differentialgleichungen    erhalten   alsdann  folgende 


Form 


c^ 


1 


dXe 
dtdy 
d  'ch 
dtdx,' 


{c  V      cX\ 


(^10) 


wo  ipi'  und  Xi  die  Differentialquotienten  von.tpj  und  Xi  "^^^ 
der  Zeit  bezeichnen. 

Wie  man  aus  dem  Ausdruck  fiir  ^^  erkennt,  wird  i2 

sich  zusammensetzen  aus  einem  Theil,  der  von  tp/  und  X\  frei 
ist,  ferner  aus  einer  homogenen  quadratischen  Function  von 
?p,'  und  X\  ^'^^  ^us  einer  linearen  Function  dieser  beiden 
Grössen,  welche  aus  denjenigen  Gliedern  in  ii^  hervorgeht, 


die  in  Bezug  auf 


dX^     dX^    dX^ 
dt    '   dt    '   dT 


linear  sind.    Die  ersteren 


beiden    Theile    fassen    wir    zusammen    in    der    Function    ö, 
den  letzteren  in  oi^^y>{  ^  wXx{\  es  ist  also 


f) 


•»i^ 


1       r*-\   ^Y   ' 


Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichungen  werden  wir 
folgendermassen  verfahren:  0  werden  wir  vollständig  ent- 
wickeln, und  daraus  werden  wir  durch  Differentiation  die 
beiden  ersten  Glieder  in  den  Gleichungen  (10)  erhalten. 
Die  Ausdrücke  für  ^  und  X  werden  wir  jedoch  nicht 
explicite  darstellen,  sondern  direct  die  in  den  Differential- 
gleichungen auftretende  Function 

d^      rX  ,     . 


*.  = 


H^ 


^V, 


l^J 


ableiten. 

8.   Wir  setzen  nun 

wo   S'  von  dem  Zwischenglied  in  der  Aufhängung,  (f   von 


Für  die  Punkte  des  Zwischengliedes  sind  jr,,  -x^t  x^^ 
constante  Coordinaten.  Für  einen  solchen  Punkt  erhält 
man  daher  aus  den  Gleichungen  (i)  und  (7) 


d> 

d^2 

d/ 

^^ 
ät 


=  {B' x^  ^  A x^)  tp{ 


j~  =  (^"^i  —  ^"-^2)  vr 


Bezeichnet   man    die    Masse    dieses   Punktes    mit  dw, 


so  ist 


d(9'  =  dm  [g{Ax,  -f-  Bx^  ^  Cx^)  -h  V2  (^i'  -+-  ^«^)  tpi'^] 
Setzt  man  ferner 


Hieraus  erhält  man 


fdm  =  ffit   fx^dm  =  mli,  fx^dm  =  w«/,,    «'=  i,  2,  3, 

wo  die  Integrationen  auszudehnen  sind  über  die  Gesammt- 
masse  des  *  Zwischengliedes  der  Aufhängung,  so  wird 

&  =  m  [g{Al,  -h  Bl^  -f-  CU)  -h  V2  («n  ^-  «22)  tpi'2]    (12) 

Für   einen    Punkt    der  Pendelmasse    selbst  wird  nach 
(i)  und  (7) 


^^'  =  {Bx,-Ax,)^{^A  ^-^^B  ^""^ 


dt 

dt 


£> 


dt 

^'  =  (B'x,  -A'x,)^:  4-  A'  -"'   ■    ^' 


dt 

dx^ 

dt 

dx^ 


C 


d^3 
dt 


^    d/ 


^dr-^^d? 


Nach  (3)  und  (7)  ist  aber 

^'   =  (vgl  -p§i)Xi'' 


('. 


)--(a-?) 


d;r,\2       /d;ir2 


)"-(aT')' 


dx 
d7 


2 


=  (?'.€, -/'§,)zr. 


d/ 


»=  ir§i  -  ps-i)  x: 


Unter  Berücksichtigung  dieser  Ausdrücke  und  derjenigen  Relationen,  die  zwischen  den  fi,  q,  r  als  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  bestehen,  erhält  man,  wenn  man  die   Masse  des  betrachteten   Punktes  mit  d(i  bezeichnet, 

dö"  =»  d//  [^(Z)g,  -H  ifgs  -f-  iC-gj  +  Ac)  -)-  Vj  (g.»  +  g,«)  X,'» 

V2  [g,  ^  +  &*  4-  g,2  -  /"'-' g, »  -  qr^ gj»  -  r-> g,»  -  2q-  r"  g»  g;, 


Analog  wie  vorher  setzen  wir 
Jdii  =  fi,    fdfi^y   =  X^fi,    /dfi§^  =  ^3^, 


Alsdann  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dass  in 
Folge  der  speciellen  Lage  des  Coordinatensystems  in  der 
Pendelmasse  /♦^..«- 

ist, 


Ö"  =  fi  [g {B  ^1  -h  /^^3  -^  Ac)  +  V2 (''i  1  -H  ^22)  Xi "  -H  [r"  (^1,  -H  »^22)  -/>" »^13  -  q"  v,^  -h  c 2,  q']  ^p,' Xi' 


9.  Es  ist  jetzt  noch  die  durch  (11)  definirte  Function  4>i  zu  entwickeln.  Das  Zwischenglied  in  der  Aufhängung 
liefert  zu  dieser  Function  keinen  Beitrag,  da  in  dem  Theil  von  Ä.  der  von  dieser  Masse  herrührt,  Xi  "^^  X\  "i^^^^^ 
vorkommen.     Hier  ist  also  nur  die  Pendelmasse  selbst  zu  berücksichtigen.     Setzt  man  nun  in   (9) 


dX,  _  cX^  dX, 

d7--atp,^^'"^ä;f7^^' 


dX^2        ^X^  äX^ 


df 


dX. 


dX, 


i 


=  a-  Vi'  -H  .--'  Xi' 


dtp. 


hl 


wd  bezeichnet  die  Masse  des  betrachteten  Punktes  mit  d^,  so  erkennt  man,  dass 


df 


df, 


r  0X3     /  ^  dx,     ^  dx,\  ( ^  e^s 


e^,     /  „  -cx,     „  8jr,\ 


/  „  8^, 


8 


ist    Hieraus  erbalt  man 


Aus  (i),  (5)  und  (7)  ergiebt  sich 


■cXj  ^ 


rtpi 


5  jfi 


e^  _ 

■cX., 


^ll- 

^1, 

^'§1- 

-O'ga 

^•§1- 

-O'gj 

In  Folge  der  Gleiehungen  (6)  end  der  Identitäten, 
die  zwischen  den  CoefÜcienten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution bestehen,  ist 


B"E  —  B'E''=  Cq 
Es  ist  also 


Aq"     AE^—A^E' 
Cp      JtD  —  Aiy 


Cq'  —  Bf 
Bp"—  Cf 


^X,dX,      cX.dX,  _  [^Cq^  Aq'^)^,^{Apr-  Cp)^,]x^  ^  [{Cq^  -  B^Hx-^^  {Bp"  -  Cf)  %,]  x. 


Substituirt  man  jetzt  für  Xy^  und  x^  ihre  Ausdrücke  (3)  durch  die  g,  so  findet  man  durch  einfache  Reductionea 


dX^  dX^       dX^  dX^ 


Ebenso  findet  man 


dX^  cXi      dX^  dX^ 
hl  ^V>i       hl  ^Vi 


Es  wird  also 


-  ^ir^ii^  -r  &g3)  ^-  c[{Cq  -  Aq'')^,  -h  {Ap"-  Cp)§,] 
-  q"D'  g,»  ^P'-E'  §2*  -h  (/>''i>' -  q-E')  gl  ga 


#j  =    2f4[q''  (Dsing)  —  D' cos  g))  v^^  —  p**  {£ sin  cp — E'cos<p)v.22 

—  [p"  (D  sin  q>  —  D'  cos  9))  —  9" (£'sin  9)  —  E'  cos  <)o)]  1^,2  -f-  {Fsin^ 

—  ^  ^[9  (^sin 9)  —  C  cos 9?)  —  g" (A sin 9)  —  A' cos 9)]] 


F' cos  ^)  {q"  Vy 


p"! 


83 


)  Wm) 


10.  Die  bisherigen  Entwicklungen  gestatten  jetzt,  die 
Differentialgleichungen  des  Problems  aufzustellen.  Jedoch 
würde  es  wegen  der  verwickelten  Gestalt  derselben  voll- 
kommen aussichtslos  sein,  die  Integration  derselben  zu  ver- 
suchen, ohne  bestimmte  Voraussetzungen  über  die  Grösse 
der  Schwingungen  und  über  die  in  dem  Problem  vor- 
kommenden Constanten  zu  machen.  Wir  haben  daher  zu- 
nächst   über    diese    Grössen    bestimmte    Festsetzungen     zu 

treffen. 

Bei  einem  Pendel,  das  der  zu  Grunde  liegenden  Idee 
vollkommen  entspricht,  würde  die  feste  Axe  A^  horizontal, 
also  (J  =  o  sein.  Die  bewegliche  Axe  A^  würde  A^  treffen 
und  mit  A^  einen  rechten  Winkel  bilden,  es  wäre  also 
c  =  o  und  e  =  o.  Femer  würde  der  Schwerpunkt  der 
nur  um  A^  beweglichen  Masse  in  Ai  liegen,  also  /^  =  ^  =  o 
sein.  Die  Masse  des  Pendels  müsste  symmetrisch  sein  in  Be- 
zug auf  die  beiden  Ebenen,  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
Pendels  und  die  Axen  A^  und  A2  gelegt  werden.    Also  wäre 


A3  = 


Vo'i    =    V^t     r=z    V^o    =    O 


'23    ^^    '^ai    =^    M2 

Diese  Forderungen  werden  nur  annähernd  erfüllt  sein. 
Diejenigen  Grössen,  welche  verschwinden  sollen,  werden 
kleme  Grössen  von  verschiedener  Ordnung  sein.  Um  nun 
diese  Ordnung  bestimmen  zu  können,  müssen  wir  festsetzen, 
was  unter  einer    kleinen  Grösse  erster  Ordnung  verstanden 


._    j:„   >• 


u_:   j__ 


Elongation  des  Pendels  mit  derjenigen  Richtung,  die  sie  in 
der  Gleichgewichtslage  einnimmt,  einen  Winkel  von  unge- 
fähr einem  Grad  bildet.  In  Bogenmass  würde  dieser  Winkel 
ungefähr  0.0175  betragen.  Diese  Grösse  betrachten  wir 
als  kleine  Grösse  erster  Ordnung.  Danach  ist  für  die 
W^inkel  die  Ordnung  zu  bestimmen.  Bei  den  linearen 
Grössen  wie  ^,  ^,  X-^  u.  s.  w.  kommt  es  nur  auf  das  V^er- 
hältniss  derselben  zu  X^  an.  Nun  hat  das  Pendel  ungefähr 
die  Länge  eines  Secundenpendels,  es  ist  also  X^  nahezu 
gleich  einem  Meter.  Wenn  man  also  das  Meter  als  Längen- 
einheit wählt,  so  kann  man  die  Ordnung  der  linearen 
Grössen  ebenso  bestimmen  wie  die  der  Winkel. 

Die  von  der  Construction  des  Apparates  unabhängigen 
Constanten  sind  co,  rp  und  ^.  Es  ist  o?  =  0.0000727 
also  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung.  Die  Polhöhe  <p 
ist  ein  endlicher  Winkel.  Bei  den  angenommenen  Längen- 
und  Zeiteinheiten  ist  ungefähr  g-  =  9.8,  also  ist  g"  eben- 
falls endlich. 

Es  sind  jetzt  die  von  dem  Apparat  abhängigen  Grössen 
zu  untersuchen.  Die  Winkel  s  und  6  sind  kleiner  als  ein 
Grad,  sie  sind  also  kleine  Grössen  erster  Ordnung.  Der 
Abstand  c  der  beiden  Axen  von  einander  kann  gewiss  auf 
einen  kleinen  Bruchtheil  eines  Millimeters  reducirt  werden, 
so  dass  c  eine  kleine  Grösse  von  mindestens  zweiter  Ord- 
nung ist. 


T-W;_ 


\t 


ist  kleiner  als  die  Masse  (i  des  Pendels;  zunächst  werden 
wir  annehraen,  es  sei  m  "^  Vso^»  In  ^^^  Differential- 
gleichungen kommen  nun  die  Grössen  /^,  4  ^^^  (^11+^22) 
nur  mit  dem  Factor  m  versehen  vor;  diejenigen  Glieder, 
welche  diese  Grössen  nicht  enthalten,  haben  den  Factor  (i, 
Dividirt    man    die    Gleichungen    durch  ^,    so    werden  7^,  4 

und  («jj  -I-  n^)  nur  mit  dem  Factor  —    vorkommen ;    wir 

fn 
brauchen    daher    diese  Grössen   nicht    von    dem  Factor  — 


zu  trennen.     /^  und  /^  können  sehr  klein  gemacht  werden, 

wir    nehmen   jedoch    nur    an,    dass    —  /,  und  —  L    kleine 

Grössen  zweiter  Ordnung  sind.  Die  Grösse  (ßi^  -{-  n^^) 
hängt  von  der  Gestalt  dbs  Körpers  ab;  wenn  wir  jedoch 
annehmen,  dass  dieser  Körper  ganz  eingeschlossen  werde 
von  einer  Kugel,  deren  Radius  5  cm.  beträgt,  und  deren 
Mittelpunkt  O^  ist,  so  wird,  welches  auch  die  Gestalt  dieses 
Körpers  sein  mag. 


m 


oder 


—  («11  -h  «22)  <  V2Ü  0-05* 


m 


(»11 -h  «22) '^  0.000125 


sein.      Dies    ist    aber    eine    kleine  Grösse    zweiter  Ordnung. 

Es  kann  jedoch  --(«iiH-«2a)    ^^^^    ^'^^    kleiner   sein.     Ist 

der    Apparat    so  construirt,    wie    der  von   Herrn  Onnes,  so 

ist  wahrscheinlich  m  "^  Vsoi"-     Wenn    dann  die  Masse  von 

einer     Kugel    mit    dem    Radius    i   cm.  eingeschlossen    wird, 
so  ist 

(«11  -♦-  »22)         -    0.000002 

also  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung. 

D  =  •  cos  6  (cos  Tpj  cos  Xi  —  sin  € 
D'  sin  a  —  D" Q.o^a  =*=  sin  tp^  cos;|r^  -f-  sine 

D'  cos«  -f-  Z>"  sin  a  =  sin  d  (costpj  cos;fi  —  sine 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man 

cosfc  sm;|^i  = 

costpi  cos;fj  —  sina  sin  tp^  sin;^^  : 

sin  tpi  cos;^^  -H  sine  cos  tp^  sin;^^  : 

In  der  Theorie  des  mathematischen  Pendels  sind  nun 
tp  und  X  ^^>  kleinen  Amplituden  der  Schwingungen  kleine 
Cirössen  erster  Ordnung.  Dasselbe  gilt  auch  in  der  Theorie 
des  Gaussischen  Pendels  für  jp,  x  und  ebenso  für  jp^  und 
Xi-  In  Folge  dessen  kann  man  tp^  und  Xi  durch  conver- 
gente  Potenzreihen  darstellen,  die  nach  Potenzen  von  e,  6, 
tp  und  X  fortschreiten.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen  er- 
hält  man   nun    bis    zu    Gliedern    vierter  Ordnung    inclusive 

%  =  tp—sx-heö  —  ö^A-y^iS^tp-'y'ASX^ 

-heöx'-y,edip'-8d*x-y'6^''X+'h^<i^-^'/^^'^  )    (»6) 


Jctzt  sind  noch  diejenigen  Grössen  zu  discutireri, 
welche  von  der  Gestalt  und  Zusammensetzung  des  eigent- 
lichen Pendels  herrühren.  Wie  schon  erwähnt,  ist  der  Ab- 
stand des  Schwerpunkts  des  Pendels  von  der  beweglichen 
Axe  ungefähr  gleich  einem  Meter,  also  ist  2^  nahezu  gleich 
eins.  Die  Entfernung  des  Fusspunktes  des  Lothes,  welches 
von  dem  Schwerpunkt  auf  die  feste  Axe  gefällt  wird,  von 
dem  Punkte  O^  ist  jedenfalls  nicht  viel  grösser  als  i  mm., 
JI3  wird  deswegen  als  kleine  Grösse  erster  Ordnung  be- 
trachtet werden,  dagegen  ist  X^^  klein  von  der  dritten 
Ordnung. 

Eine  leichte  Ueberlegung  zeigt,  dass  bei  den  gewöhn- 
lichen Dimensionen  eines  Pendels  v^j^  sich  nur  wenig  von 
X^^  unterscheidet,  und  dass  Vq^  und  v^^  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  sind.  Die  Bestimmung  der  Ordnung  von 
j^23,  ^31  und  r,2  erfordert  eine  eingehende  Untersuchung.  Wir 
übergehen  dieselbe  hier  und  geben  nur  das  Resultat  der- 
selben an.  Es  zeigt  sich,  dass  bei  einem  genau  construirten 
Pendel  1^23  klein  von  der  dritten  Ordnung  und  v^2  klein  von 
der  zweiten  Ordnung  ist;  r,3  ist  nahezu  gleich  >lj  JI3,  so 
dass  also  rj3  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  r,3^  aber 
klein  von  der  dritten  Ordnung  ist.  Die  Differenz  r.^3  —  i'g^ 
hängt  im  Wesentlichen  von  der  Construction  der  Aufhän- 
gung ab,  wir  werden  annehmen,  dass  diese  Differenz  eine 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  sei,  jedoch  ist  es  bei  einer 
zweckmässigen  Construction  der  .Aufhängung  leicht  zu  er- 
reichen, dass  i'33  — 1^22  ^'^^  kleine  Grösse  dritter  Ord- 
nung wird. 

IL  Die  Variabein  tp^  und  Xv  ^*^  ^^''  Ableitung  der 
Differentialgleichungen  gedient  haben,  sind  für  die  weitere 
Behandlung  des  Problems  nicht  geeignet.  Bei  den  Pendel- 
versuchen beobachtet  man  in  der  Regel  die  Bewegung  der 
Spitze  des  Pendels;  diese  liegt  bei  einem  gut  construirten 
Pendel  sehr  nahe  der  g^-.Axe,  es  wird  also  zweckmässig 
sein,  Variabele  zu  wählen,  welche  in  möglichst  einfacher 
Weise  den  Ort  eines  Punktes  der  g^-Axe  darstellen.  Dies  lässt 
sich  durch  die  Variabein  ip  und  x  erreichen,  wenn  man  setzt 

sin  ipj  sin;fj)  —  sin  6  cosa  sin  Xi  =  cos  tp  cos;^ 

cos  tpi  sin  ;|rj  =  sin  ipcos;^  \  (15 

sin  tpj  sin;fi)  -f-  cosd  cosf  sin  Xi  =  sin  x 


cos  d  sin;^  —  sin  d  cos  i/;  cos  x 
cos  6  cos  tp  cos;i^  -f-  sin  6  sinx 
sin  tp  cos;f 

sin  tpi  =  ip  -tx-ha4  -  V«  ip'  —  ötpx 

cosipj  =  1  —  V2  v^'^-^^v>x  ~  a^y^-^  V24V^* 

ön^'x  -V.^V-*/2£V+-^'^^5z 


V2  <i'V^' 


Vg^M-^ 


V2* 


2 


tt: 


.1.  vii. 


sin  Xi  =  X~<i-  Vs  f  +  V»  ^X'  +  'A  rfV* 

-  V*  <i'x  -+--  V»  «*Z  -H  \U  <>»  -  '/s  <if' 

cos;Ki  =   I  -  y, X^  +  6x-  '/2  6'  +  Vai X"^ 


<^«>    .  n 


lO 


12.  Im  folgenden  stellen  wir  die  Werthe  für  diejenigen 
Transformationscoeflficienten  zusammen,  welche  zur  Auf- 
stellung der  Differentialgleichungen  erforderlich  sind.  Die 
Differentialgleichungen  werden  wir  nun  nur  bis  zu  Gliedern 
vierter  Ordnung  inclusive  entwickeln,  deswegen  unterdrücken 
wir  schon  hier  alle  diejenigen  Glieder,  welche  in  den 
folgenden  Rechnungen  nicht  mehr  auftreten. 

Bis  zu  Gliedern  vierter  Ordnung  inclusive  ist 


B  =  —v^-^rBr  — 


Bis  zu  Gliedern  dritter  Ordnung  inclusive  ist 


p'=  tx~iö-  Vs  sx^  -h  Vs  s6x^  +  Va  f dip« 
-  V»  tö^X  +  Vs  i'X  +  V«  f d»  -  V'a  £'d 


%6' 


Bis  zu   Gliedern  dritter  Ordnung  inclusive  ist 


9 

q' 
q' 

r 

r' 


—  smxi 


Vo  £2 


Bis  zu  Gliedern   vierter  Ordnung  inclusive  ist 


A  = 


^'sin  a —  -^"cosa 
A  cos  a  -f-  ^"  sin  a 


V24  V>'-+-  ^tp'z  -  Vi  rf^^V^"-  V2e^x' 

sin  ?^'j 

<5  —  V2  ^V'^  —  Ve  ^^  -H  «<) VX  —  €^''V^ 


5'  sin  a 
B*  co%a 

Csin  a 
C'cosa 


B"  co^a 
B**  sin  « 

C" cos  a 
Csin  ß 


cos  ip^ 

—  dtp  -f-  prfx 

o 


—  SiP 


Bis  zu  Gliedern  vierter  Ordnung  inclusive  ist 

F  =  n>~kx—  '/oV^^  —  ^y^x  —  V2 1> 

-  Va  fX'  -f-  V2  f 'P';^  -H  ^^X'  -  ^<fV>'  -  V2  «^5'Z  ^  Ve  ^'X 

Durch  Differentiation  der  Ausdrücke  für  tp^  und  ;|rj 
findet  man: 

H-  (—  e  —  dV?  —  fx^  -h  26dx  —  t&^  —  V3  «^)X' J   (^  7) 

Hier  sind  jp\  x'  ^"^  ebenso  jp^',  und  ^i'i  wie  man 
aus  der  Theorie  des  mathematischen  Pendels  erkennt,  kleine 
Grössen  erster  Ordnung. 

13.  Die  gefundenen  Ausdrücke  substituiren  wir  nun  in 
die  Werthe  von  &'  und  O"  und  entwickeln  bis  zu  Gliedern 
fünfter  Ordnung  inclusive.  Die  Differentialgleichungen  er- 
halten   wir    dann   bis    zu    Gliedern    vierter  Ordnung    genau. 

Es  ist 


&'  = 


^^[^[(i  —  V2  V>' —  y^  d^ -+- €tpx  —  fd^)/i+  (—  ^-hex  —  «^-+-  Vß  V'^ -+-  <)V^X)  4  h-  (—  d  -i-  Vr>rf^)4] 
Vi  ('^u  -f  «2»)  ¥'  —  t  («11  4-  «22)  tp'xl 


&"  = 


^(^[yli COS X  COS ip  -h  A3  (v>  —  fX  —  Vg  V^^  —  dipx  —  V2  «V  -  V3  £X^  -*-  V2  fc*^''Z  -^  «^X^  —  ^^^^  -  V2  « ^^Z  -^  Ve  ^^x) 
-h  ^ (i  —  V2  ^^  —  V2  d^  -H fctpx  —  ^<^^)] 
~i-  V2  (»ii  ■+■  ^'22  -  2^dri3  -4-  2f  j^iax)  X''^  —  [^as  —  ^^13 "+-  « (^ss  —  »^22)  -H  fc  ^  ^1  -H  ^13  X]  X'  'P' 

V2  [i'ii-f-  i'ss-^-  2dria-h  2^Ai-f-  d*'^(i;224-  ^33)  +  2edj^,3~  2  [di^v^gH-  %0  H-  ^12  -H^^'n]  X  —  (^^ii—  »'22)X^]  ^'^) 


14.  Um  nun  die  Differentialgleichungen  vollständig 
aufstellen  zu  können,  haben  wir  noch  den  Coefficienten  von  cotp' 
und  —  (ox'  in  den  beiden  Differentialgleichungen  zu  berech- 
nen. Wir  bezeichnen  denselben  mit  ^  und  verfahren  bei  der 
Entwicklung  desselben  ebenso  wie  bei  der  Entwicklung  von 
4*1-  Die  Transformation  nehmen  wir  direct  in  den  Xj, 
-Yl,  X:^  vor  und  bilden  den  Ausdruck  d^  für  ein  Massen- 
element dfi.  Genau  in  derselben  Weise  wie  früher  er- 
hält man 


.    \ßX^'^X^       '^X.cX^\ 
L\cx    ftp        ex    cip  / 


( 


ex    c^p  ) 


cos  fp 


d* 


\c?p  8 


'/i  ^/s 


ddij 


Integrirt  man  Jetzt  über  alle  Massenelemente  d(i,  so 
wird,  da  die  Functionaldeterminante  in  Bezug  auf  die  Inte- 
grationsvariabeln  constant  ist, 


* 


_  {c/tC/i 


= 


ap<x 


c'X  ctp/     * 


sm  ^ 


] 


Setzt  man 


V>i  =  /i  iV,  X)'     Xi  =  /»  CP.  X) . 


c«<     jct 


In  den  Differentialgleichungen  vernachlässigen  wir  nun 
Glieder  fünfter  und  höherer  Ordnung,  wir  haben  also  <P, 
da  es  mit  einer  Grösse  dritter  Ordnung  coip'  oder  wx' 
multiplizirt  wird,  nur  bis  zu  Gliedern  erster  Ordnung  in- 
clusive zu  entwickeln.     Die  Functionaldeterminante 


/^  » ••      r*»  I 


•1«*  /-•  »*«m 


1 1 


unterscheidet  sich  aber,  wie  man  aus  den  Gleichungen  (17) 
erkennt,  von  der  Einheit  nur  um  Grössen  zweiter  Ordnung. 
Es  ist  also  bei  Vernachlässigung  von  Grossen  zweiter 
Ordnung 


*  =   ^1- 

Wenn    man    in    (14)    rp    und    /    einführt    und    bis   zu 
Gliedern  erster  Ordnung  inclusive  entwickelt,  so  wird 


<P  =   2fi  [sin  q:  —  '^tf)  sin  a  -h  x  ^^^  ^^  ^^^  ^j  '^11  "^"  *'i3  ^^^  9^  sin«]. 
15-  Bildet  man  jetzt  die   Differentialgleichungen  und  dividirt  dieselben  durch  fi,  so  erhält  man 


X" 


7/1 
L  fl 

=^!  —^1  cos  X  sin  1^-4-^3(1    -  ^kV>^^  ~6x—  */.jt*-h^«^/  —  2£c>V') -^  ^  (  —  v^ 

-+-  -    1^1  (—  V^  -H  fcZ  —  td:  -h  /,  i—  1  -+-  Vl'  V'-  H-  ^Z^J 

-^  ^'13  X'*  4-  2  [()  (i^.^2  -H  r^a '  -4-  Vx2  H-  "'1  '^  +  l^u  —  '•>2)Xj  X'  V 
—  2föx'  [''11  [^in  (p  —  (tpsin  a  -f-;^ cos  lO  co^(f^  -+-  t\v^  cos  q  sin«] 


^'sa)  -+-  »^12  H-  ^''13]  X  -  (»^u  —  »^22) X^ 


t^' 


tX  —  f^^^ 


m 


^'23 


;^ 


^f  -f 


'11  -H  «'-j  —  2£fJ2'i3  -+-  2H'i:,  X  I  X' 


/.  sin  ;r  cos  %p  -\-  ).^i^  —  t  ~  6\p  —  €/*  -4-  \/2  tjp'^  -h  2tc)x   -  Vj  ^^"  -*-  V«  ^ '^^ 


w 


r6^;  -h    -   [/j  6  V?  H~  4  (^fc  -I-  (Jip)] 


Bezeichnet    man    die    beiden    mit  g  multiplicirten  Klammern    mit   A   und  B,  so  wird,    wenn  man   die  Sinus  und 
Cosinus  durch  die   Potenzreihen  ersetzt  und  dann  alles  nach   Potenzen   von   \p  und  x  ordnet, 


ni 


()>l3  -h  €r  H (t  4  -h  (J/2) 


X 


;// 


/)'    =     -  /3  (^  ^  V2  ^^-  -  \/,  fc3)  ^  _  £  4  -  (/^  _  26C)/3)  X 

-fc^X'4-  V2^^V^'^-+-  Ve^iX'^-  V2/iXV^' 


w 


V; 


Sind  nun  ip^  und  x^  diejenigen  Werthe  von  i/;  und 
y^,  welche  der  Gleichgewichtslage  des  Pendels  entsprechen, 
so  ist 

^  =   V^o        X   =  Xn 


eine  Particularlösung  der  Differentialgleichungen.      Wie  man 
sofort  erkennt,  sind  t^j,  und  ;r^,  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

^  =  o,        B  =  o. 


Es  würde  keine  Schwierigkeit  haben,  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  bis  zu  Gliedern  vierter  Ordnung  inclu- 
sive zu  berechnen,  für  die  Integration  genügt  es  jedoch,  wenn  man  t/j^  und  Xo  ^^^  ^u  Grössen  zweiter  Ordnung 
inclusive  kennt.      Bis  zu  diesem  (rrade   von   Genauigkeit  ist 


""  =  X,  i^-»  -  j  4 


Xu 


Wir  substituiren  nun  in  den   Differentialgleichungen 


V  =  V'n  •+-  V^,.      X  =  Xo  H-  Xs 


/ 


12 


7I 


^13X2 


'3 


rf(2^a3  -I-  ^33)  -t-  V12  "4-  £  (ri3 ^7-^ )    X2'  ^2'  -+-  2^11  cos  g) .  (0X2'  (^^2  sin a  -f-  ^2  cos a) 


/2      


p2X2  —  2(>ÖX2  -4r  2()Ttp2H-  «J'tPa'  -h  V6()*X2^-f-  V^Q'^Xi^li^  —  (^  —  ^iV);^^  tpg'^ 

—  |—  "'13 7b"*  —    «^(»'32  H-  "aä)  +  »'la  4-  s  ( i'« ^r^ j  1  tp2'*  —  avu  cos «p .  OT«pa' (Va ««"  "  -^Za  cos  «)j 


(i8) 


Hier  ist  zur  Abkürzung  gesetzt 


t' 


=    ^Xl  -+-  Vj  (^22  -^  ^8.),    N  =   Ve  ^^^^^^ 


A'  =  (y^-  -h  rjg) 


m 


V 


11 


»^33  -i-  2dj;,2  H-  2^^i  -i-  (5*  (J'22  -+-  ^hz)  -^ («11  H-  «22) 


'1 


—  p 


J" 


•  2Q0 


g 


2QX 


2J, 


^1  -+-  V2  ^  4-  V2  —  ^1  j   I  ^ -h  «5^'i2  -+-  ^^1  H-  \/2  rf^  (^22  -f-  ^83)  4-  V2  —  («11  -+-  «22) 
=    C  (Xj^  _  1/2  1;)  -t-  1/3  Aj   1^33  —  ^22  -h  2di;,o  -f-  rf^  (1^22  •+-  ^33)  H («11  -*-  «22) 

=  —dX^-heC'^ (e/,  -4-  cJ/2) ( ^23  —  dr,3  -h  € (^38  —  V2^)  -h  BcX^  -he  —  («11  -+•  «22) ) 

2CÖ   r  -^  /^8^11         „     \ 


cos  ^  sin  a 


Um  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  setzen  wir  fest, 
dass  Q  stets  die  positive  Quadratwurzel  aus  dem  ange- 
gebenen Ausdruck  ist.  Man  erkennt,  dass  q  eine  endliche 
Grösse  ist,  und  zwar  ist,  wenn  man  Grössen  zweiter  Ord- 
nung vernachlässigt, 

.2  _  S^^x 


Q'  = 


V 


Hieraus  erklärt  sich  das  Auftreten  des  Coefficienten  g^  in 
den  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  ip2  ^^d  Xi  ^'on  der  dritten 
Ordnung  sind. 

16.  Der  Ausdruck  für  0  zeigt,  dass  nach  den  bis- 
herigen Annahmen  0  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
Es  würde  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  sein,  wenn  c, 


m 


m 


"Aj    ^33  —  ^'22    ^nd    — (;/i,  -f-  ni^2)    Grössen    dritter  Ord- 
nung  sind.    Nun  ist  es  möglich,  dass  bei  einer  zweckmässigen 


m 


Construction    der  Aufhängung  ^33  —  ^22  und  ^^(«n — «22) 
dieser  Bedingung  genügen,    dasselbe  würde   sich  auch  wohl 


m 


ohne  Schwierigkeit  für  ■ — /^  erreichen  lassen.    Der  Apparat 

müsste  jedoch  mit  der  allergrössten  Sorgfalt  construirt  sein, 
wenn  auch  c  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  sein  soll. 
Es  dürfte  dann  der  Abstand  der  beiden  Axen  Ai  und  A^  von 


Wir  werden  daher  zunächst  0  als  kleine  Grösse  zweiter  Ord- 
nung betrachten;  da  es  sich  jedoch  herausstellen  wird,  dass 
der  Foucault'sche  Versuch  unter  dieser  Voraussetzung  nicht 
gelingen  kann,  so  werden  wir  später  die  Annahme  machen 
müssen,  dass  0  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist 

In  dem  Ausdruck  für  r  kommen  ebenfalls  Glieder 
zweiter  Ordnung  vor,  jedoch  zerstören  dieselben  einander 
gegenseitig.  Es  sind  nämlich  die  einzigen  Glieder  zweiter 
Ordnung  in   2Qr 


V       \     V  J 


Nun    ist   v\^    nur    wenig    von  X^  X^  und  v  nur   wenig 
von    Jljä    verschieden.       Es    wird    deswegen     die    Differenz 

X  V 
^    "  —  X^  sehr  klein  werden.     Ausserdem  kann  aber  auch 

die  Neigung  der  festen  Axe  sehr  klein  gemacht  werden,  so 
dass  kein  Zweifel  vorhanden  ist,  dass  bei  einem  sorgfältig 
construirten  Apparat  r  klein  von  der  dritten  Ordnung  ist. 
Die  Grösse  /  würde  für  ein  mathematisches  Pendel 
den  Werth  ö>  sin  9)  annehmen.     Es  ist  nun 


7  —  ö9  sm  9)  =  (o 


^22   .^      (h  '^w      ,,   \ 


cos  9  sma 


13 


VVerth  dieser  Differenz  hängt  daher  hauptsächlich  von  1^22 
ab;  je  kleiner  der  Radius  der  Pendelkugel  oder  die  Basis 
der  Linse  ist,  um  so  kleiner  wird  auch  diese  Differenz  sein. 
17.  Wir  betrachten  zunächst  in  den  beiden  Differential- 
gleichungen nur  die  Glieder  erster  Ordnung,  also 


^Ps"  =  —Q^V>2' 


X'/'  =  -Q^Xi 


Die  Lösungen  dieser  Gleichungen  sind  bekanntlich 

ip3  =  ko  cos  Qt  -h  kl  sin  ()/,     X.2  =  ^3  cos  Qt  -4-  ^3  sin  p/, 

wo  k^i,  kit  k^t  k^  die  Integrationsconstanten  sind.  Wenn 
man  nun  Grössen  dritter  Ordnung  vernachlässigt,  so  sind 
^2  und  ;f2  ^^s  auf  einen  gemeinschaftlichen  Factor  recht- 
winklige ebene  Coordinaten  der  Projection  der  Spitze  des 
Pendels  auf  die  Horizontalebene,  also  auf  die  Ebene  X^  =  o. 
Denn  es  ist  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern  dritter 
Ordnung 

X^  sin  a  —  X^  cos«  =  L{tpo-{-  xp^^ 

X2  cos «  4-  A^3  sin  «  =  L{Xo  -^X^^ 

wo  L  den  Abstand  der  Spitze  von  0^  bezeichnet,  und  A^2» 
X^  die  Coordinaten  der  Pendelspitze  sind.  Die  Lösungen 
der  Differentialgleichungen  stellen  also,  bei  Vernachlässigung 


von  Grössen  dritter  Ordnung  eine  Ellipse  dar,  welche  von 
der  orthogonalen  Projection  der  Pendelspitze  auf  die  Hori- 
zontalebene durchlaufen  wird.  Die  Bestimmungsstücke  dieser 
Ellipse  werden  wir  nach  der  Methode  der  Variation  der 
Constanlen  als  Variabele  in  das  Problem  einführen.  Man 
könnte  hierfür  direct  die  Grössen  >&o»  ^i»  ^^2»  ^3  wählen, 
da  diese  jedoch  keine  einfache  geometrische  Bedeutung 
haben,  so  ist  es  zweckmässig  andere  Bestimmungsstücke 
für  die  Ellipse  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  mit 
a  und  d,  den  Winkel  zwischen  der  -^tp-Axe  und  der  Axe  ^ 
mit  d-f  und  zwar  ist  ß-  positiv,  wenn  die  Drehung  von  -^ip 
nach  a  von  der  positiven  Jf^-Axe  aus  betrachtet  rechtläufig 
ist.  Ferner  soll  sich  die  Projection  der  Spitze  zur  Zeit 
/o  im  Scheitel  der  Axe  a  befinden.  Alsdann  wird  die 
Ellipse  dargestellt  durch  die  Gleichungen : 

ipo  =  ^r  cos  ^  cos  ()  (/ — /q)  —  dsin  {)■  sin  Q(t—ti)) 
X^j  =  ^zsin  ^  cos(>(/— ^0^ -f- ^cos^  sin()(/— /o) 

Da  Q  stets  positiv  ist,  so  wird  die  Ellipse  rechtläufig  durch- 
laufen, wenn  a  und  d  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  rück- 
läufig im  entgegengesetzten  Fall. 

Die  obigen  Gleichungen  lassen  sich  nun  auch  in 
folgender  Form  schreiben: 


X2  =   V2  (^  -H  ^^  sin  {Qf  —  ()/„  H-  ,->)  _  1/3  {a  —  b)  sin  ((>/  —  gt^  —  {h) 


also 


Wir  setzen  nun 

K^i{a-hb)  =  ö,        —Qto-hß'  = 


V2  {a—  b)  =  ^2 


a  —  a-^-^  a^ 

(>4  — 

/2  l'/l  -H  n-,  ' 

b  -=  a^  — «0 

^  = 

Vjl'/i       Vj^ 

Es  ist  dann  also 

l«9 


Ip2  =  ^1  cos  (p/H-  ri^  -I-  ^2  cos  \^Qt  -h  1/2)  \  ,     . 
j^  =  Äjsin  (p/-4-?/i)  —  a^^vci  (()/-4-/y2'  ' 


Die  Grössen  a^,  a^^  rj^^  und  //g  führen  wir  nach  der 
Methode  der  Variation  der  Constanten  als  Variabele  in  die 
Differentialgleichungen  ein.     Wir  setzen  also 


Q  [a^  sin  (()/  -+-  ?;i)  4-  a^  sin  (p/  -f-  %)]  \  .     . 


X2    =        Q  [^1  cos  (p/  -f-  7/1)  —  a^  cos  {Qt  -f-  rj.^)] 

In  Folge  dessen  müssen  die  Variabein  a^,  a^,  tj^  und 
//2  den  Differentialgleichungen 


d/ 

dT 
genügen.     Ferner  wird 


d^,        ,  V        ^^2  X  ^Vi    . 

cos ((>/ H-  ^1)  -H  77"  cos [^Qt  -^  rj.j)  —  ai^  sm  {gt 


dt 


d/ 
d7/i 


sin  {Qt-h  f]i)  —  ;^  sin  (gf  4-  %;^  -^  ^^i  :rr  *^^^  (Q^  ■+■  ^0  ~  ^^  JT  cos  (()/  -f-  7;.j)  =  o 


^i )  —  ^2  ^  sm  (()/  -f-  7j^)    =    o 

d?;2 


d/ 


d/ 


d/ 


tpa"  =   —  (>->2-4-(> 


( 


dT 


da 


d^/j 


d//2 


d/ 


sin  (()/-+-  //i)  —  —  sin  {gt-{-%)  —  ^1  tt-  cos  (gt  -+-  7/1)  —  ^2  tt  cos  (p/ 

d^o  d7?i    .     ^  ^  d792    . 

ai  ^  sm  {gt-h  7]i)  -h  0:2  ^-  sm  [gt 


^  (         d<7i  ,  ^  vjf»2  V 

X2"  =  —Q^xi-^Qy    -17 "^^"^ ^Qf -^ Vi)  —  -jT cos ((>^ -*- Vi) 


dt 


:) 


%)) 


Setzt  man  nun  die  Differentialgleichungen  an  in  der  Form 

X2"  =   —Q^X2  -H/2. 

fasst   man    also    in  /,   und  /^  die    sämmtlichen  Glieder    dritter    und    höherer  Ordnung  in  den  Differentialgleichungen  zu- 
sammen, so  hat  man  für  die  Variabein  ^j,  0:2.  Vi  ""^  V2  ^^^  ^i^r  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 


d7" 


C0S(()/H-7/i) 


d7 


14 


dwt 


d^i   .    ,  s       —3   •  N 


^^1  •    /  ^       \ 

^y-  sin  {Qt-hfii) 


dt 
d^o 


ax^Y  cos  f  ()/-+- //j^ 


—  :rr  s»"  ((>^-^^2)  —  ^i^  ^^^  kQ^^Vi) 


dai 
d7 


cos(()/+/yi) 


d/ 

d^a 

dT 


cos  v(>^H-%)  —  ^1  T     sin  ((>/-f-^i)  -4-  ^2  ;— '  sin  (p/H-jy^)  = 


d/Ä>   .     ,  . 

d;y, 

^2  -7^'  C0S(()/H-/y3) 

^?9  ^  cos  {Qf-hr]^) 
d//3   . 


=   t/i 


d/ 


i^- 


drtfj 
dT" 


Multiplizirt  man  jede  Gleichung  mit  dem  Factor,  den 

in  ihr  hat,    und    addirt  dann  die  Gleichungen,  so  sind 

dtf, 
dieselben  nach  - —    aufgelöst.      Ebenso    verfahrt    man    um 

d/ 

dao         d?;,        ^        dwo  ,    ,  ^       •   ■,    , 

— -^,  a^ -r-  und  aq -r^  zu  erhalten,     hs  wird  dann 
d^         M/  ^di 


da 


dt 
daj 


-    =  —  [  —/i  sin  (()/4-  fji )  -I-/3  cos  ( ()/-f-  //i )  j 


2() 


^^  =   —  [— /isin((>/-4-/;2)— /3COs(()/-h^2)j 

J„  1 

^1:77-^  =  —  [~/i  cos ((>/4-/;i)—/2  sin  ((>/-+- //i)] 

a^TT  =  — [— /i  COS (()/4-?y2)-l-/j  sin  (()/-+- //..,); 

0/  2() 


'   (22) 


18.   VVenn  man  nun  in  die  Ausdrücke  von  /^  und  f^, 


die  sich  aus  den  Gleichungen  (iS)  ergeben,  die  Werihe 
(20)  und  (21)  von  (^g»  Xa»  V2'  ""^  X2'  einführt,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  sich  /^  und^g  nach  den  Sinus  und  Cosinu> 
der  Vielfachen  von  Qt  entwickeln  lassen.  Substituirt  man 
dann  diese  Ausdrücke  in  die  obigen  Gleichungen,  so 
1  lassen  sich  die  rechten  Seiten  derselben  in  Reihen  von 
j  derselben  Form  entwickeln.  Nach  Ausführung  dieser  Ent- 
'  Wickelung  haben  nur  diejenigen  Glieder  auf  die  Bewegung 
des  Pendels  einen  merklichen  Einfluss,  welche  /  expliate 
nicht  enthalten,  wie  später  gezeigt  werden  wird.  Wir 
werden  deswegen  auch  nur  diese  Glieder  in  den  Gleichungen 
entwickeln.  Dieselben  entstehen  aus  denjenigen  Termen 
von  /i  und /ij,  welche  mit  singt  oder  cos  Qt  multiplicirt 
sind.  Es  genügt  daher  auch  in  /\  und  /i  diese  Terme 
allein  zu  entwickeln;  wie  man  leicht  erkennt,  gehen  sie  aus 
denjenigen  Gliedern  hervor,  die  in  Bezug  auf  ip^»  Xi>  ^2 
und  X'2'  ^'on  der  ersten  und  dritten  Dimension  sind. 
Man  erhält 


'k^' 


=         ö^i  cos ((>/H-?/i) -1-0^2  cos(p^-|-7/2)-4-TÄ|  sin (()/-j-/yi)  —  Trt2  sin  {gt-^ r/^)  —  y a^  cos  (()/-+- /yj)  -^-ya^  cos(()/-h?y. 
H-  pf—  Vi^?i'^  cos(p/-h?;i)  -4-  \/oa^^a*2  cos  (ot-^Th)  -H  Vq a.  a^^  cos  (o/H-/;,)  —  Vi  a^^  cos  (p/4-/yy)] 


;(()/H-?/l)  -4-  V2^1^^2  C<^S  {i)t'hTJ2)  -H  V2  ^1  ^2*^  cos  {Qt-\-fli)  —  V4  «2'^  cos  (()/-+- /y.^)] 

t 

()iV[V4^i^cos(()/H-/;j)  —  Vo^i"*  Ö2[cos((>/+/y2)-»-  V2c6s(()/4-2//i  — yy^)] 

—  Vo  Ä.  ^«2  [cos  (ot-\-fj,)  -h  */w  cos  (0/ — n-,~h2n.)]  -A-  V>.  /«o^ 


—  V2  ^1  ^2^  [cos  (;c>/-t-/y,)  -h  Vtj  cos  (()/—  //i  -H 2/y,,)]  ^-  3/4 ^2^ cos  (Qt-hfJi)]  -h  öl 


2() 


/2    =     - 


ö^i  sin((i/-H7yi)-h  0^2  sin  (()/-!- /y.^)  -HT^j  cos((>/4-  yyi)  H-  r  ^^  cos  ((>/-+- ?y.^,) 

-h  (>[—  Vi^i^  sin(()/-t-7yi)  —  72^1^  ^2  sin((>/-f-/y2)  -j-  V2^i«2*  sin(p/H-/yi)  - 
H-  ()/Vp/4ai»sin(()/-f-ryi)-H  V2^i''^^2  [sin  (()/-+- ?y2 ) -*-  V2  sin  (()/-}- 2 /y^  —  zy.,)] 

—  V2  ^1  ^2^  [sin  (()/-!- 'yi)  -+-  Vj  sin  ((>/— /yi-+-2?y2)] 


y  ö!i  sin  \,()t^fji)  —  ya^i.  sin  ((>/-f //•> 

74^2»  sin  (()/4-/y2)j 

■  V4  ^2'  sin  (()/-4-/y2)]  H-  ß-j 


öl   und  02   umfassen    diejenigen    Glieder    dritter    und    vierter    Ordnung,    welche    entweder  t  explicite    nicht    ent- 
halten oder  mit  dem  Sinus  oder  Cosinus  des  Doppelten  von  gt  multiplicirt  sind. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  (22)  und  unterdrückt  die  Terme,  die  t  explicite  enthalten,  so  wird 

— ^  =  — aÄ2sin(ryi  —  /yg) -h  T ^2  cos  (?yi — ^o) -I- V4(> -Vöii^a^  sin  2  (yy|  — /ya) 

— ?  =       cux  sin(^?yi — /yg)  —  r  rt,  cos(^;y,  —  /yg)—  ^Ug  ^(i\^  <^^i  sin  2  {rji—rji) 


\ 


a,^    =  ai[7-H()(V4^1*^-Vo^2')-^(>^V[~V4^1^  +  V2V  +  V/4^2''cOS2    (^x-/y2)]] 

—  Ö2[öcös(/yi— /yj)  -4-T'sin(ryi  — /yg)] 

^2  J'  =  Ö2[-7H-(>(- Votii»-^V4^2')-^(>^V[V2^i'-V4^2-^-hV4«i^cos2(;yi-%)]] 

—  a^  [ocos  {rj^ ~7j^)-hTs\n  (7/1  —  7^2)] 


Aus  den  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  erhält  man 


i; 


*  d/  "dr 


Es  ist  somit 


'  Die  Quadratsumme  der    beiden  Halbaxen  der  Ellipse 

ist  also  constant. 

19.   Wir  führen  jetzt  ein 


a^^-ha^^  =^  r 


2 


ein  Integral  der  Gleichungen  mit  der  Integrationsconstanten 
r.  Führt  man  die  Halbaxen  a,  h  der  Ellipse  ein,  so  er- 
hält man  nach  (19) 


Äj  ==  rcos« 

0    =    gcOS,^ 


«2  =  r  sm  u 

T  =  Ci  sin  ^ 


Alsdann    erhält    man    folgende    drei    Differentialglei- 
chungen : 


du_ 
dt 


=  — '^j^Qr^  N^xmu  sin2(y/i — ^2)  *+-  C  sin  (^1  —  ^2 ~"/^^ 


~  =       /- V8()r*  —  V«C)HiV-4-i/spr«(3— 5A^)cos2«  +  V8()^^xV(i— cos2«)cos2(?yi— 1^2) 

-^'  =  — 7—  \/t,Qr^—  V«(>^^^V— VsP^^CS— 5^)COS2/^-h  V8(>^*-^(l  4-COS2«)cOS2(^i— jyg) 

—  Cctg«cos(7^i— %— /9) 

Ein  Integral  dieser  Gleichungen  lässt  sich   ohne  Schwierigkeit  angeben.     Zu   dem  Zweck  führen  wir  ein 


(23) 


2^  =  ^/i—fh* 
Alsdann  erhält  man  die  Differentialgleichungen : 


2rj  =  r/j  +  7^2  =   —  2(>^o- 


d^ 


dt 

d?] 

d7 

du 

dt 


=  /-H  Vs  (>''^(3 — 5^V)  cos  2«  —  ^4(>r*  A^cos  2«  cos  4^-4-  gctg  2?/  cos  (2^ — ß)  *) 


=     -VH(>r2(i-hiV) 


-f-  y^^grKVcos^^ 


s 


sm  22^ 


cos  (2^-/9) 


> 


=     — V^()r2yVsin2asin4i9'  —  gsin(2^ — ß) 


(24) 


Aus  der  ersten  und  dritten   Gleichung  ergiebt  sich 


~ h  ^)  =  ysin  2«  -h  Vifi(>r^(3  —  5  ^V)  sin 4«  —  7s  ('^^^Vsin  2?/ cos (4*9'  —  2Ü)  -f- Ccos  [2  (^ — u)  —  ß] 


d^       d«\ 
"dtJ 


{dd-       du\ 

\d/        dt J 

Setzt  man  jetzt 


=  7 sin  2u  -}-  VieC'^^Cs  —  5 -'^  )  sin  4«  —  Vgpr*-*  jVsin  2«cos(4»9-4-2/^)  -h^cos  [2  (^-f-a)  —  /3] 


(h  —  u  =  jy 


2d-  =  x-^y 

2U    =s    X  — y 


4^-f-  2«  =  ^x  -f-7 
4i9-— 2«  =     X -h  sy 


und  eliminirt  d/  aus  den  beiden  Gleichungen,  so  wird 

[7  sin  {x—jy)  ■+-  Vie  Q  ^'^  (3—5  ^V)  sin  2  (;r— >/)]  d  (;»:—/) 
—  ^/^Q  r^ N[sm  {x—y)  cos  (j^r-h^) di;  —  sin(4r— j/)  cos(;r+3/)dj/] -f-  g[cos(2;r — ß)dx  — cos(2j/ — ß)dy]  =  o, 


•)  Wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  entsprechenden  Gleichung  von  Hansen  in  seiner  ^Theorie  der  Pendelbewegung«  vergleicht,  so 
zeigt  sich -ein  Unterschied,  der  nicht  durch  die  Verschiedenheit  des  Hansen'schen  Problems  von  dem  hier  behandelten  erklärt  werden  kann.  Nach 
der  Hansen'schen   Bezeichnungsweise  ist  nämlich 

p    r-z   (0,  ^  =   a 

fl  =  r  (cos «  +  sin  «)  =  6 
b  ^=.  r  (cos  u  —  sin  «)  z=^  s' 
Also  ist 

'/8pr'C0S2«    — :    ^'B(!)6e' 

doc 
Bei  Hansen  kommt  jedoch  in  Art.  24  in  der  Gleichung  für  — —  nicht   das   Glied  ^/eöse'  sondern  ^\%^tA^^'  vor.      Diese  Differenz 

d/ 


r 


i6 

Die  Unke  Seite  dieser  Gleichung  ist  ein  vollständiges  Differential,  eine  einfache  Quadratur  giebt 

—  7 cos  (x—j^)  —  V38  (>^^3  — 5  A^)  cös  2  (x—y) 

+  Ve* Q ^*  iV[cos  \x  —  2  CO«?  2  (;t'-f-j)  -h  cos  \y\  -h  7a  &  [sin  {2X — ß)  —  sin  (2j— /9)j  =  ^^7«j/. 

Wenn  man  hier  ö'  und  »  wieder  einführt    und  auf  der  linken  Seite  einige  constante  Terme  unterdrückt,  so  ist 


7  cos  2«  H-  Vifi  P^^(3~5-A)cos  2«''-f-  Vi6(>^^^sin2«*^  cos  40-  —  gsin  2«  cos  (21^— jj)  =  C 


.25 


20.  Dies  Integral  benutzen  wir  nun  zunächst,  um  zu 
zeigen,  t^a3  für  einen  Einiluss  es  auf  die  Bewegung  des 
Pendels  hat,  wenn  £  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung 
ist;  dies  ist  der  Fall,  wenn  ö  klein  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist.  Hierbei  beschränken  wir  uns  auf  die  Unter- 
suchung unendlich  kleiner  Schwingungen,  das  heisst,  wir 
werden  r*  als  eine  kleine  Grösse  von  höherer  Ordnung 
als  y  und  g  betrachten  und  deswegen  es  vernachlässigen. 
Dies  ist  allerdings  nur  gestattet  bei  Schwingungen,  deren 
Amplitude  ungefähr  eine  Minute  beträgt.  Die  Differential- 
gleichungen ('23)  und  das  Integral  (25)  nehmen  dann  fol- 
gende einfache  Gestalt  an : 


d7 


=       gsin(2^— i^) 


-^  =       7  —  g  tg « cos  [2^—^^ 
-^  =  -y-Cctg2/cos(2^-f^) 


/  cos  2u  —  g sin  2u  cos  (2^^ — ^) 
Setzt  man 


(«) 


C 


^) 


Q  =  ±  Vy^-^^\      P  =   ±  Vy^-h^^-C^      U  =  cos  2«, 
so  liefert  eine  einfache  Quadratur 

Cy-^Pco%{2Qt^x) 


U  = 


Q' 


(7) 


wo  X  die  Integrationsconstante  ist.     Die  Vorzeichen  von  P 
und    Q    kann    man,    wie    man    hieraus  erkennt,   ohne    Ein- 
schränkung der  Allgemeinheit  willkürlich  bestimmen. 
Unter  Benutzung  des  Integrals  1^^)  wnrd 


d^ 

d/ 
Also  ist 


^h  ~  '/2o-^ 


C±y 


j\ 


drj2 
dt 

r 
I  — 

7 

(^-H 

7)Ö»d/ 

Q^-i-Cy  -^ /'cos  (aß/H- x) 

{C-r)QMt 

x) 


Jö»- 


Q^-Cy-h^PcosizQt 
Nun  ist,  wenn  6^  >■  c^  ist, 


2a 


arc 


tß  I  V  -,— -  tg  V'i  X  I  -h  const. 


Die    Vorzeichen    der    Wurzeln    sind    hier    so    zu   be- 
stimmen,   dass    der    variabele    Theil    auf  der  rechten  Seite 


n 


dasselbe  Vorzeichen  wie   -  -  hat.    Beachtet  man  die  Identität 

o 


iQ' ±  Cy)*  -  ^*  P*  =  Q'iC±yr 
und  die  Ungleichung 

so  erhält  man 

{C+y)Q 


Q^±Cy>  o, 


Vi  =  ^/lüH-arctg 
Da  nun 


iQ'-hCy-^P 
'     iC~y)Q 
ICP-Cy  +  ^P 


tg(ß/ 


tg(ß/ 


Vj*^ 


'/jX'l 


C*  -y  =  g'-/« 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Zähler  und  Nenner  des 
Factors  von  tg(ß/-f- '/jx)  in  den  beiden  Gleichungen  nii: 
g  -H  /•  resp.  C  —  P  multiplicirt  und  durch  C-{-  y  resp.  C— ',' 
dividirt. 


»/i  =  r/,u  +  arctg 


»/s  =  »/su  +  arctg 


Q{5~P) 


UC-^yP 


tg(ß/-HV2^' 


if' 


Da  durch  die  Integration  vier  Constante  C,  x,  ?/k. 
und  ?^2ü  eingeführt  sind,  so  muss  zwischen  denselben  eine 
Relation  bestehen,  da  in  den  Lösungen  nur  drei  Integrations- 
constante vorkommen  können.  Auf  verschiedenen  Wegen 
erkennt  man,  dass 

diese  Relation  ist. 

Die  Grössen  r/^  und  rj^  lassen  sich  in  trigonometnsche 
Reihen  entwickeln,  welche  den  Verlauf  der  Functionen  besser 
erkennen  lassen  als  die  Ausdrücke  (5).     Es  ist  nämlich 


arc  tg  [n  tg  x)  =       x -h 


arc  tg(«tg.^')  ==   — x 


OL—  1 

f  a  \n — 1/ 

a=:  I 


sm2a;i' 


n 


sm  2a  X 


n 


Wenn  man  nun  das  Vorzeichen  von  Q  so  bestimi"^' 


«7 


00 


m 


»?10+V2'«+ö'+2^ 


a=i 

00 


g(5  +  ^-(<rg-f-yP)- 


sina(20/-|-x) 


V2  =  %o  — Va«  — Ö^ 


'/2 


=  ^../.«.e,+  Vi[g|^^=||±2^]%in»<,ö,.«),        ^>,. 


anr  I 


(I) 


(11) 


(III) 


Dass  die  Vorzeichen  von  ;f  hier  richtig   bestimmt   sind,    erkennt   man  am  einfachsten  aus  den  Gleichungen  ((J). 
Diese  Ausdrücke  lassen  sich  noch  erheblich  vereinfachen;  multiplicirt  man  in  (I)  Zähler  und  Nenner  des  Coeffi- 

cienten  von  sina(2Ö/-f-x)  mit  [Q (^  —  P)  —  {C ^ -^-^  y  P)]"^  und  in  (II)  mit  [ß(g-h/0  +  Cy-f-gPf,  so  erhält  man 


00 


Vr  =  '?.«  +  '^'«  +  ö/^-2^^"J^(^)^in«(2Ö/4-»c) 


00 


a=ri 


^-^)"i^(^)%in«(.ö/+x) 
paXy^Qj 


Behandelt  man  (I)  und  (III)  in  analoger  Weise,  so  wird 


0<7 


2 


setzt, 


Vi    =    y/lO-HV2  5C-4-ß^ 


^2  =  ^o  +  Va^-Hß^-h^^^T^dri)  sm«(2ß/4-x)  0>7« 


a=  I 


Hieraus  erhält  man,  wenn  man 


00 


*=  Va/9-l-V2X-t-Ö/+2' 


^O  +  >?80    =    2% 


(-0»5*(<r-ß)"-t-(<^+ß)»  : 


ar=i 

00 


2«      /?a 


(7+Ö)' 


sin«(2ß/-f-x) 


''/o + 2 


(-i)*S«(<r-ß)*-(<r-+-ö)* .    ,  _^     , 


a^  I 


2«      p<^ 


(7-t-ö) 


\a 


'    C^<f 


(IV) 


00 


r 


d^  = 


.^L/      2a      ^a 


(-0"/'*(7-ö)*-(y+ö)" 


00 


5^ 


(c-f-ßr 


sina(2ß/-|-x) 


ri  =  riQ-^^/^x-^  Qt-^^ 


^  v/      x^/  v/      ^=^  sm«(2ß/-hx) 


a^=i 


2«     r« 


Für  den  speciellen  Fall  C=  ±7  wird,  wie  man  aus 
den  Gleichungen  (d)  erkennt,  eine  der  Grössen  rj^  und  tj^ 
constant,  für  ri  und  d-  erhält  man  dann  Reihen  von  der- 
selben Form,  wie  für  rji  oder  ri^. 

Wenn  g  eine  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  als  y 
ist,  so  ist,  wie  das  Integral  (ß)  zeigt,  C  im  Allgemeinen 
dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  y,  femer  ist  ß 
nahezu  gleich  y\  es  wird  daher,  wie  aus  den  Gleichungen 
(IV)  hervorgeht,  die  Bewegung  des  Pendels  sich  nur  wenig 
von  der  eines  mathematischen  Pendels  unterscheiden.  Wenn 
jedoch  C,  von  derselben  Ordnung  wie  /  ist,  so  können  die 


(C-4-ß)« 


^  c^>f 


(V) 


beiden  Fälle  C^  <  y^  und  C^  >  y*  eintreten.  Die  Lösungen 
(IV)  und  (V)  zeigen,  dass  unter  diesen  Umständen  die  Be- 
wegung des  Gaussischen  Pendels  vollständig  von  der  eines 
mathematischen  Pendels  abweicht;  wenn  d>  y  ist,  schwankt 
sogar  das  Azimut  der  Axe  a  um  einen  festen  Werth,  der 
nur  von  der  Construction  des  Apparates  abhängig  ist.  Der 
Foucault'sche  Versuch  kann  also  bei  unendlich  kleinen 
Schwingungen  nicht  gelingen,  wenn  g  von  derselben  Ord- 
nung wie  y  ist;  man  wird  annehmen  dürfen,  dass  auc 
bei  endlichen  Schwingungen  der  Versuch  misslingen  mus 
Hier    sind    allerdings    von    den    Gliedern    niedrigst« 


I8 


■■i 


1 1 


1: 

V 

» 

*  « 

vi 

I 


*• 
>• 


1- 


Ordnung,  deren  Berücksichtigung  allein  beabsichtigt  war, 
diejenigen  vernachlässigt  worden,  welche  mit  einem  Sinus 
oder  Cosinus  eines  Vielfachen  von  Qt  multiplizirt  sind. 
Man  kann  jedoch,  wenn  man  den  Fall  nahezu  kreisförmiger 
Schwingungen  ausschliesst,  genau  in  derselben  Weise,  wie 
es  später  für  grössere  Schwingungen  geschehen  wird,  nach- 
w^eisen,  dass  diese  Glieder  ohne  wesentlichen  Einfluss  auf 
die  Bewegung  des  Pendels  sind. 

21.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Aufgabe  zu  be- 
handeln, unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Schwingungs- 
weite eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  sei.  Jetzt  werden 
wir  jedoch  die  Annahme  machen,  dass  g  eine  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung  ist,  da  der  Foucault'sche  Versuch  sonst 
nicht  gelingen  kann.  Ferner  schUessen  wir  zunächst  die 
Untersuchung  der  nahezu  kreisförmigen  Schwingungen  aus. 
Diese  werden  später  behandelt  werden.  Es  ist  also  sin  2u 
eine  endliche  Grösse. 

Die  Integrationsconstante  C  in  der  Gleichung  (25) 
ersetzen  wir  jetzt  durch  u^^  mit  Hülfe  der  Cxleichung 

C  =  /cos  2«,, -4-  Vi»3(>^^(3— 5^'^Ocos  2U^K 

Unter  Benutzung  des  Integrals  (25)  berechnen  wir 
nun  für  u  einen  angenäherten  Werth  und  substituiren  den- 
selben in  die  Cxleichung  für  &.    Da  diese  nur  bis  zu  Gliedern 


dritter  Ordnung  inclusive  entwickelt  ist,  so  genügt  es,  wenn 
für  u  der  Werth  bis  zu  kleinen  Grössen  erster  Ordnung 
inclusive  ermittelt  wird.     Setzt  man 


u 


«, 


u 


&  » 


so  ist  5  im  Allgemeinen  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung. 
Zur  Bestimmung  von  g  dient  die  Gleichung 

—  2  [7  -f-  V^s  Qr^[5  —  S  ^^)  <^ös  2u^)]  sin  2«^ . ^ 

V,6()^^iVsin  2«^)*'*cos  419-  —  gsin  2«^  cos(2^—  f^)  =0 


Zur  .Abkürzung  führen  wir  jetzt  ein 

7'  =  7-^  V8(>^*(3  — 5^0cos2j^o 

und  schliessen  zunächst  den  Ausnahmefall,  dass  y'  eine  kleine 
Grösse  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  ist,  von  der  Be- 
trachtung aus.     Alsdann  ist 


S  =  — ;  [VioC^^'^-^sin  2«^  cos4i^  —  g  cos(2^— /i(;.. 
2y' 

Substituirt    man    nun  u  =  u^^  -^  §  in    die   Gleichung 

d^ 

(24)  für    — ,  sü   wird,  wenn  man  Glieder  höherer  als   dritter 
^  dt 

Ordnung  vernachlässigt. 


d^  or^Ä^,  ,  C  00^(2^—8) 

— -   ==  7'  —  -j-7-  [7^ös  2w„  -h  'Vs  9  r- (cos  2«o^  •+-  VäSiö  ^K'n  cos4^  -\ ^-r^ — '  i^/cos  2//y  -4-  'Vs  Qr^\ 

Auf   der    rechten    Seite    unterdrücken    wir   zunächst    die  Crlieder    dritter  Ordnung,    wir  erhalten  dann  durch  eine 
blosse  Quadratur 

Jetzt  fassen  wir  d-^,  als   V^ariabele  auf    und  führen  es  in  die  Gleichung  für  i9  ein.      Alsdann  erhalten  wir  für  ^,1 
die  Differentialgleichung 

d^  or^N 

-^  =   —  ^-yT-i7cos2Mt,H-Vs(>r*'^i;cos2V-*- VvSin2«^5i);cos4({^,,-H77l 

\^y  cos  2 Wy  -4-  'Vs  Q  O  cos  (2^,^  — /^-h 27'/). 


7'sm2«y 


Die  Aenderung,   die  %•^^  erfahrt,    bezeichnen    wir  mit  ()^„,    alsdann  ist,  wenn    man    auf   der  rechten  Seile  dieser 
Gleichung  ^^  als  constant  ansieht, 

or^  N 

d^o  =   —  ^ ?  [7 cos  2«y  -H  ^/g  or- ^cos  2U^^^  -+-  V2  sin  2u^^^^'\  isin4  {ß'K_)-^y'f)  —  sin  4^^] 

227'« 


£ 


27'2sin2My 


(7COS  221^  -f-  '^i^QV^)  [sin ( 2;^,,— 1^-1-277)  —  sin(2^y — /9)]. 


Substituirt  man  jetzt 


i9-  =  1O0  4-77— -[yzo^2u,y-\-'^kor\QO%2u^;^  -\r  Vvsin  2«^,'^)]  [sin  4  (^^H- 77)  —  sin  4^0] 

327  ^ 

—j^-. (7  cos  2Mo  H-  %  Q  r^)  [sin  (2^^,— j^-f  277)  —  sin  (2^0— i^)j- 

27^sin2//Q 


1  die  Differentialgleichung  für  %-,  und  betrachtet  ^^  wieder 
's  Integrationsconstante,  so  wird  die  Gleichung  bis  zu 
liedem  dritter  Ordnung  inclusive  befriedigt.  Eine  weitere 
pproximation  würde  also  keinen  Zweck  haben,  wenn  die 
itferentialgleichungen  nicht  weiter  entwickelt  werden. 


22.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  wie  gross  die  Approxi- 
mation ist,  die  erreicht  werden  kann,  wenn  die  Glieder 
höherer  Ordnung'  in  den  Differentialgleichungen  vernach- 
lässigt werden.  Wir  nehmen  an,  die  Dauer  des  V^ersuchs 
betrage  n  Stunden  Sternzeit,  wo  n  eine  endliche  Zahl,  etwa 


.—  • '  *• 
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zwei  oder  drei  ist.  Die  Zeit  bei  Beginn  des  Versuches 
werde  mit  /  =s  o  bezeichnet;  dann  wird  am  Ende  des 
Versuches  /  ss  »x6ox6o  sein,  da  die  Secunde  Stemzeit 
die  Zeiteinheit  ist.  Der  Coefficient  von  /  in  dem  Ausdruck 
für  ^  ist  nun  nur  bis  zu  kleinen  Grössen  dritter  Ordnung 
genau,  denn  in  der  Differentialgleichung  für  d-  kommen 
constante  Glieder  vierter  Ordnung  vor,  und  diese  würden  den 
Coefücienten  von  /  um  eine  kleine  Grösse  vierter  Ordnung 
ändern.  Wenn  nun  die  Schwingimgs weite  i^  beträgt,  so 
ist  0.0175  ^^^^  ungefähr  Veo  ^i^^  kleine  Grösse  erster 
Ordnung.  Also  ist  der  Fehler,  von  #,  der  aus  der  Unge- 
nauigkeit   des   CoefBcienten   von  /  hervorgeht,    eine    kleine 

Mm 

Grösse  von  derselben  Ordnung  wie 7-,  also  eine  kleine 

^  60X60' 

Grösse  zweiter  Ordnung.    Durch  die  übrigen  Glieder  vierter 

Ordnung,  die  in  der  Differentialgleichung  vorkommen,  kann 

die  Ordnung  dieses  Fehlers  nicht  geändert  werden. 


Es  fragt  sich,  ob  die  Annäherung,  die  die  Theorie 
giebt,  mit  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen  überein- 
stimmt Um  dies  zu  entscheiden,  benutzen  wir  die  Ver- 
suche von  Herrn  Onnes.  Trotz  der  sehr  sinnreichen  Be- 
obachtungsvorrichtungen, die  in  den  schon  citirten  Referaten 
beschrieben  sind,  konnte  das*  Azimut  der  grossen  Axe 
der  Ellipse  nur  bis  auf  zehntel  Grade  genau  bestimmt 
werden.  Der  Fehler  im  Azimut  betrug  also  einige  Minuten. 
In  unserer  Theorie  ist  derselbe  eine  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung,  er  beträgt  also  ebenfalls  einige  Minuten.  Es  wird 
deswegen  nicht  nothwendig  sein,  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung zu  berücksichtigen. 

23.  Ebenso  wie  ß-  kann  man  auch  u  und  fj  nur  bis 
zu  Gliedern  erster  Ordnung  inclusive  genau  erhalten.  Es 
wird,  wenn  man  daher  Glieder  höherer  Ordnung  ver- 
nachlässigt. 


«  =  «0  +  ^  I  V16  Q  r^Nsin  2Uq  cos  4  (^o^-yV)  —  £  cos  (2*0— i9-+-2y7)J  . 

dn 
Schliesslich  wird,   wenn  man  u  und  Ö-  in  der  Gleichung  (24)  für  — -^  durch    ihre    Werthe    ersetzt    und    Glieder 


höherer  als  dritter  Ordnung  vernachlässigt. 


g  =  -V«.r»r. 


s 


/8(>r»(i+-A0-H  yiQr^Ncos4(»o-t-Y't)—-T-^—cos(2»a—ß-{-2yf). 


Also  ist 


V  =  Vo-VsQr^ii  +JV)  t-h  ^^^sin  4  (^o+r'^) 
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sin  2Uq 

s 

2/' sin  21^0 


sin(2^o— ^-l-«7'0- 


24.  Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  die  Glieder 
zweiter  und  dritter  Ordnung  in  den  Differentialgleichun- 
gen für  u,  ß"  und  r/  und  die  Glieder  dritter  und  vierter 
Ordnung  in  der  Gleichung  für  r,  die  bisher  vernach- 
lässigt worden  sind,  zu  berücksichtigen.  Es  sind  dies 
diejenigen   Glieder,   welche    mit   einem  Sinus   oder  Cosinus 


eines  Vielfachen  von  q/  multiplicirt  sind;  in  der  Gleichung 
für  r  haben  dieselben  sämmtlich  den  Factor  r.  Bezeichnet 
man  nun  diese  Glieder  mit  rRi,  R^,  A3.  R^  und  die  bis- 
her berücksichtigten  Glieder  mit  P2,  P^  und  P^^  so  haben 
die  Differentialgleichungen  die  folgende  Form: 


dr 
d7 


=  ry?i, 


^  =  /^,4-/?3, 


di9; 
d7 


=   A  -4-  A3, 


dtj 


dt 


=  P,-^  A4. 


Die  Lösungen  der  Gleichungen 

dr 
dr^**' 


Tt  -  ^^• 


d7  -  ^^' 


d7  -  ^* 


seien  nun  fj,  «j,  ^j  und  j^j.  Diese  Lösungen  substituiren 
wir  für  r,  «,  1^  und  37  in  die  Ausdrücke  der  R,  Alsdann 
lassen  sich  diese  wiederum  in  trigonometrische  Reihen  ent- 
wickeln. In  diesen  kommt  die  Zeit  nur  in  den  Sinus  und 
Cosinus  vor,  multiplicirt  mit  einem  endlichen  CoefTficienten. 
Setzt  man  nun 

r   —    r  J^'  ^ 


U 


=  Uj-hfRidt 


»  =  »j-hfR^dt 

o 


in  die  Differentialgleichungen    ein,    so  werden    diese  bis  zu 
den    Gliedern    vierter    resp.   dritter    Ordnung    inclusive    be- 

friedigt.    Nun  sind  aber  die  Integrale  J  Rdt  kleine  Grössen 

o 
zweiter  Ordnung;  die  Correction,  die  man  zu  r^  hinzuzu- 
fügen hat,  um  r  zu  erhalten,  ist  also  eine  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung  und  die  Correctionen  für  u^t  ßj  und  ?]j  sind 
kleine  Grössen  zweiter  Ordnung.  Aus  der  Vernachlässigung 
der  Glieder  vierter  und  höherer  Ordnung  entstehen  aber 
Fehler  von  derselben  Ordnung.  Die  Berechnung  dieser 
Correctionen  würde  daher  die  Genauigkeit  der  Resultate 
durchaus  nicht  erhöhen.  Wir  unterlassen  daher  die  expli- 
cite  Darstellung  derselben. 

Die   Gleichungen   (20)    zeigen   nun,   dass    die  Fehler, 
welche  in  den  Werthen   von  tpj  und  x^  ^^i  Benutzung  de*- 
gefundenen    Lösungen    begangen    werden,    kleine    Grösse 
dritter  Ordnung    sind      In  Folge    dessen   kann   man,    ohr 
dass  man  dadurch  einen  neuen  Fehler  begeht,  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung    auch    bei    der   geometrischen  Deutung  d« 


i. ' 


Lösungen  vernachlässigen.  Man  kann  daher  Lip^  und  Lx^ 
als  rechtwinklige  ebene  Co  ordinalen  der  Projection  der 
Pendelspitze  auf  die  Ebene  JCj  =:  o  ansehen,  wie  dies  in 
Art.  1  7  angegeben  ist.  Alsdann  sind  r,  u,  d-  und  r/  in  der 
Thal  die  Bestimmungsstiicke  derjenigen  Ellipse,  weiche  \on 
der  Projection  der  Pendelspitze  auf  die  Horizontalebene 
beschrieben  wird. 

25.  Die  erhaltenen  Lösungen  zeigen  nun,  dass  bei 
den  Bewegungen  des  Gaussischen  Pendels,  selbst  wenn  man 
eine  ausserordentlich  genaue  Construction  de.sselben  vor^ 
aussetzt,  merkliche  Abweichungen  von  denen  eines  mathe- 
matisclien  Pendels  auftreten.  Allerdings  wird  man,  wenn 
man  eine  grosse  Anzahl  von  Versuchen  anstellt,  bei  jedem 
derselben  dafür  sorgt,  dass  die  Schwingungen  nahezu  eben 
sind,  und  die  Schwingungsweite  nicht  mehr  als  ein  Grad 
beträgt,  wenn  man  ferner  die  IJewegung  in  verschiedenen 
Azimuten  beginnen  lässt,  für  die  mittlere  Bewegung  der 
grossen  Axe  der  Ellipse  den  Werth  //  erhalten;  dieser 
Werth  unterscheidet  sich  jedoch  auch  von  m  sin  y  t,  welches 
die  mittlere  Bewegung  der  Sc hwingungs ebene  eines  mathe- 
matischen Pendels  darstellt.  Die  Differenz  dieser  beiden 
Grössen  ist  schon  früher  angegeben  worden  (Art  i6). 

Bei  einem  einzelnen  Versuche  werden  jedoch  noch 
viel  merklichere  Abweichungen  auftreten.  Zunächst  ist  die 
Gestall  der  Ellipse  nicht  constant,  wie  dies  bei  einem 
mathematischen  Pendel  der  Fall  ist,  wenn  man  bei  diesem 
in  der  Annäherung  nur  so  weit  wie  hier  geht.  Bei  dem 
Gaussischen  Pendel  treten  kleine  Aenderungen  von  langer 
Periode  in  den  Werthen  der  Haibaxen  auf 

Femer  darf  man  in  dem  Werth  für  if  das  in  /t  ent- 
haltene Glied  */g()r''cosauu.i  selbst  dann  nicht  vernach- 
lässigen, wenn  man  das  Pendel  in  nahezu  ebene  Schwingungen 
versetzt  hat.  Von  den  beiden  periodischen  Gliedern  w'rd 
das  mit  JV  multiplicirte  vielleicht  nicht  merklich  sein,  wenn 
man  eine  Pendelkugel  aus  einer  Masse  von  grossem  speci- 
fischen  Gewicht  anwendet.  Dagegen  wird  das  mit  ^  multi- 
plicirte periodische  Glied  selbst  bei  der  sorgfälligsten  Con- 
struction des  Pendels  einen  merklichen  Einfluss  auf  die 
Bewegung  desselben  haben. 

Von  den  Gliedern  in  dem  Ausdruck  für  t/  giebt 
—  VsP''*'  '^'^  bekannte  Correction  für  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels.     Denn  es  ist 


Vapr 


VifiP  («»-!-*»). 


In  Folge  dessen  ist  die  Schwingungsdauer,  das  heisst 
die    Zeit   zwischen    zwei    auf    einander    folgenden    grössten 

Etongationea  des  Pendels,  statt  —  wie  bei  unendlich  kleinen 

Q 
Schwingungen  -  [1+ i/,^(a»-|.^S)].    Das  Glied  —%0r^Nt 

zeigt,  dass  bei  dem  Gaussischen  Pendel  noch  eine  zweite 
allerdings  sehr  kleine  Correction  für  die  mittlere  Schwingungs- 
dauer vorhanden  ist,  welche  von  der  Gestalt  des  Pendels 
herrührt.     Die  mittlere  Schwingungsdauer  beträgt 


gungsdauer  nicht  constant  ist,   sondern  kleine  Aenderungen 
von  langer  Periode  erfährt. 

26.  Wenn  man  diese  Theorie  mit  den  Beobachtungen, 
welche  an  den  Schwingungen  eines  Pendels  gemacht  werden, 
vollständig  vergleichen  will,  so  muss  man  säramtliche  in 
den  Ijösungen  auftretenden  Constanten  ermitteln.  Es  sind 
dies  zunächst  diejenigen,  welche  von  der  Beschafienheit 
und  der  .Aufstellung  des  Apparates  herrühren;  diese  bleiben, 
so  lange  der  Apparat  keine  Aenderungen  erfahrt,  für  jeden 
Versuch  dieselben,  es  sind  dies  JV,  y,  C..  ß  und  q.  Ferner 
muss  man  für  jeden  einzelnen  Versuch  auch  die  Integrations. 
coDstanten  bestimmen.  Von  den  ersteren  kann  man,  wenn 
die  Dimensionen  des  Apparates  bekannt  sind,  /  und  j\ 
mit  genügender  Annäherung  direct  berechnen,  wie  man  a'js 
ihren  Ausdrücken  in  ,\rl.  15  erkennt.  Dagegen  wird  man 
(>,  g  und  ß  nicht  auf  diese  Weise  bestimmen  können,  da  diese 
Grössen  in  sehr  complicirter  Weise  aus  einer  grossen  . An- 
zahl von  Elementen  zusammengesetzt  sind,  die  man  nicht 
kennt.  Denn  c,  t,  d,  -I3  und  die  Vj^  werden  jedenfalls 
nicht  mit  genügender  Genauigkeit  messbar  sein.  Man  wird 
daher  p,  £  und  ß  am  genauesten  aus  den  Beobachtungco 
der  Pendelschwingungen  ableiten. 

Von  den  Integrationsconstanten  Kann  man  r,  tf^  und 
»/(,  in  einfacher  Weise  direct  aus  den  Beobachtungen  al'- 
leiten.  Denn  man  kann,  da  der  Anfangspunkt  für  die 
Zählung  der  Zeit  willktihrlich  ist,  einen  Zeitpunkt  mit  /=  0 
bezeichnen,  in  welchem  die  Pendelspilze  sich  in  dem  Scheitel 
der  grossen  Axt  der  Ellipse  befindet.  .Msdann  ist  7/u  ^  0- 
und  #„  ist  der  Winkel  zwischen  der  Projection  der  festen 
Axe  des  Gaussischen  Pendels  auf  die  Horizontal  ebene  und 
der  grossen  Axe  dieser  Ellipse.  Wenn  man  ferner  die 
beiden  Haibaxen  a,  b  der  Ellipse  in  Bogenmaass  bestimmt 
hat,  so  ist  ar*  =  e^-\-b^.  Die  Integrationsconstante  u^. 
jedoch,  welche  für  die  Vergleichung  der  Theorie  mii  den 
Beobachtungen  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist,  kann  man 
nicht  in  so  einfacher  Weise  ermitteln.  Man  wurde  dieselbe 
nur  dann  aus  den  Bestimmungsstucken  einer  einzelnen 
Ellipse  ermitteln  können,  wenn  man  die  Constanten  de; 
.Apparates  kennt.  Da  dies  jedoch  bei  den  ersten  Ver- 
suchen, die  mit  dem  Apparat  angestellt  werden,  nicht  der 
Fall  ist,  so  muss  man  aus  einer  grösseren  Anzahl  von 
Beobachtungen,  die  in  angemessenen  Zwischenräumen  bei 
einem  Versuch  angestellt  werden,  «^,  q,  ^  uud  ß  zu  be- 
stimmen suchen.  1 

27.  Es  sind  jetzt   noch  die   beiden  Ausnahmefälle  zu      I 
behandeln,  nämlich  der  Fall  dass  1 

r  =  r+V»e'-''(3-SA^)cos3K„ 
eine   kleine  Grösse    von    höherer   als  der  zweiten  Ordnung      | 
ist,  und   der  Fall   der   nahezu  kreisförmigen  Schwingung^"' 
bei  denen  sin  3«,,  eine  kleine  Grösse  ist    In  beiden  Fällen      , 
sind    die    Operationen,    welche    zu    den    Lösungen    geführt 
haben,  nicht  mehr  zulässig.     Diese  Fälle   sind  jedoch  nicli' 
von    der  Wichtigkeit,    wie    der  vorher    behandelte  Fall  und 
namenüich     der    Fall     der    nahezu    ebenen     Schwingungen. 
Denn   wegen   der  Complicaiion   der   Bewegungen    wird  der 
lahmefall  und  wegen  der  Schwierigkeil  der  B«"^" 
er  zweite  wohl   schwerlich  zur  Demonstration  der 
n  brauchbar  sein.  ^^ 


2X 


In  dem  ersteren  Falle  wird  nun,  wenn  man  wieder 
u  =rr  «üH-g  setzt,  g  aus  dem  Integral  (25)  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

AP-h  B  =  o 

bestimmt,  wo  A  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  und 
ß  klein  von  der  dritten  Ordnung  ist,  und  alle  Glieder 
höherer  Ordnung  vernachlässigt  sind.  Aus  dieser  Gleichung 
erkennt  man  nun,  dass  g  klein  von  der  Ordnung  Y2  ^s^- 
Es  werden  daher  in  diesem  Falle  viel  grössere  Aenderungen 
in  der  Figur  der  Ellipse  auftreten,  als  früher  in  dem  allge- 
meinen Fall.  Ferner  wird,  da  7 -4- Vs  (^ ''^ (3  —  5A0cos2//y 
klein  von  der  dritten  Ordnung  ist,  und  die  Differenz  von 
u  und  «y  klein  von  der  Ordnung  V2  ^^t,  jetzt  das  Vor- 
zeichen   von  Y  -h  ^/iiQr^is  —  5  A^)  cos  2/^  nicht  mehr  unver- 


änderlich sein.  Es  kann  also  der  Fall  eintreten,  dass  die 
grosse  Axe  der  Ellipse  sich  nicht  stets  in  derselben  Rich- 
tung dreht,  sondern  die  Richtung  der  Bewegung  sich  um- 
kehrt. M^^n  erkennt  schon  hieraus,  dass  die  Bewegung  des 
Pendels  sehr  viel  complicirter  ist,  als  in  dem  allgemeinen  Fall. 

dö- 

Da  nun  —    klein  von  der  Ordnung   2V2  ist,  so  kann 

man,  wie  leicht  zu  sehen,  u,  O-  und  ?y  in  Reihen  nach 
Potenzen  von  t  entwickeln.  Diese  Reihen  convergiren,  so 
lange  /  nicht  gross  von  der  Ordnung  2^/2  ist.  Nimmt  m'an 
an,  dass  die  Dauer  des  Versuches  zwei  Stunden  nicht  er- 
heblich übersteigt,  so  erhält  man  mit  genügender  Annäherung, 
wenn  man  die  Anfangswerthe  von  u,  d-  und  7]  mit  u^,  ■d'^ 
und  7]^  bezeichnet. 


u 


rO 


«"-+-  /[C  sin  {2x9-^— ß)  —  Vs  Q  ^'^  ^"^^  sin  2U^  sin  4^*^] 
■d-^-h  t[y  4-  Vci(>^^(3  — 5^)  cos  22^^—  \/^Qr^N  cos  2 u^  cos ^l)-^ 
—  %  ^^Qr^  sin  2u^  [£  sin  (2  ^•5—^)  —  Vs  Q  r^Nsin  2«o  sin  4^^] 


gctg2//"cos(2i9-f^— 19)] 


7j    =    7j^-ht 


Vs  (>  ^2  ( 1 4-^V)  .4-  Va  (>  r^  A^  cos  4^^ 


sm22^ 


-  cos  (2d-^—ß) 


Da  hier  in  dem  Ausdruck  für  ^  der  Einfluss  der 
mit  N  und  g  multiplicirten  Terme  und  ebenso  der  des 
Gliedes  mit  /^  sehr  gross  ist  im  Verhältniss  zu  dem  des 
eigentlichen  Hauptgliedes  (y-^ '^/^Qr*  cos  2U^)t,  so  wird 
man  diesen  Fall  möglichst  zu  vermeiden  suchen.  Bei  nahezu 
ebenen  Schwingungen,  bei  denen  die  grosse  Halbaxe  der 
Ellipse  einen  Grad  nicht  erheblich  übersteigt,  wird  derselbe 
auch  nicht  vorkommen  können. 

28.  VVir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiten  Ausnahmefall, 
nämlich  zu  dem  Fall  der  nahezu  kreisförmigen  Schwingungen 
über.  Bei  einem  von  der  -f--<Yi-Axe  aus  gesehen  recht- 
läufig  beschriebenen  Kreis,  also  bei  einem  Kreis,  der  in  der 
Richtung  Nord-Ost-Süd  durchlaufen  wird,  ist  a^  =  ^/^{a  —  b) 
eine  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  als  «i,  bei  einem  rück- 
läufig durchlaufenen  Kreis  ist  a^  =  Va  (^+^)  eine  kleine 
Grösse  höherer  Ordnung  als  a^.  Die  Einführungsgleichungen 
(20)  der  aiy  Äg,  tj^  und  //g  G^rt.  17)  zeigen,  dass  im  Falle  des 
rechtläufig  beschriebenen  Kreises  eine  sehr  grosse  Aende- 
rung  in  rj^  nur  eine  sehr  kleine  Aenderung  in  den  Coordi- 
naten  ipg  ^^^  X2  hervorbringt,  und  im  Falle  des  rück- 
läufigen Kreises  dasselbe  von  tj-^  gilt.  Man  wird  deswegen 
eine  sehr  angenäherte  Bestimmung  des  Ortes  der  Pendel- 
spitze erhalten,  wenn  man  nur  ai  und  ^j  oder  a^  und  ?^2 
kennt,  und  ausserdem  weiss,  dass  a^  respective  Ui  eine 
kleine  Grösse  höherer  Ordnung  ist.  Das  Integral  (25)  gilt 
auch  in  diesem  Falle,  da  die  Division  der  Differential- 
gleichungen für  rix  und  rj^  durch  a^  und  a^  zu  der  Her- 
leitung desselben  nicht  erforderlich  ist.  Aus  diesem  Inte- 
gral erkennt  man,  dass,  wenn  man  wieder  u  =»  «0  "^  § 
setzt,  g  auch  dann  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist, 
wenn  sin  21/0  klein  ist,  und  zwar  sogar  in  dem  Falle,  dass 
7'^ViQ  ^^  cos  2Uq  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist. 
In  Folge  dessen  bleibt  diejenige  Grösse  ai  oder  o^,  welche 
zu  Anfang  der  Bewegung  klein  zweiter  Ordnung  ist,  auch 
stets  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Wenn  man  dies  be- 
achtet, erhält  man  für  einen  rechtläufig  durchlaufenen  Kreis 
die  Differentialgleichungen 


d^i 
dT 
d^i 
dt 


=  7-hV4(>^i^i-3A0 


und  für  einen  rückläufig  beschriebenen  Kreis 


d«2 
d/ 

d^ 

d/ 


=  -7-*-V4(>^2'(i-3^V). 


Im  ersteren  Falle  wird  also 


im  letzteren 


«1 

Vi 


const 

^io  +  [yH-V4p^i'(i-3A^)]A 

const. 

^/2o-+-[-r-HV4(>^'(i-3A^)}/. 


Bezeichnet  man  nun  die  Zeit,  welche  zu  n  Umläufen 
erforderlich  ist,  mit   7i  und   T^y  so  wird 


T^ 


2njt 


i-f- 


V4^inx-3A^)H-vl 

0  J 


6T, 


2nx 


1  + 


'U^hH^-zN)-^ 


6T., 


WO  6T1  und  6T^  kleine  Grössen    erster  Ordnung  sind,  die  i 
von  den  GHedem  mit  a^  respective  Ui  in  den  Ausdrücken  : 
für   %    u^^  X2   herrühren.      Sind   /j    und    t^    die  mitderen 
Umlaufszeiten  für  einen  Umlauf,  so  wird 


'  .f. 


u  = 


2Üt 


(>[«-»-V4«,*(i-3A^)-i-^] 


+  <ja 


/.  = 


2X 


p[-<-V4«s*(i-3Ar)-  ^-] 


(f/o. 


Wenn  «  sehr  gross  ist,  so  werden  die  Correctionen 
dti  und  d/2  vollständig  unmerklich.  Man  kann  also  unter 
Vernachlässigung  von  Gliedern  höherer  Ordnung  setzen 

/i  =  ^ri~v4^i^(i~3A)--^i 

()    L  (>J 

Wenn  die  Radien  der  beiden  Kreise  einander  gleich 
sii^d,  so  ist 

/        f    —  ^^"^ 


Diese  Differenz  ist  sehr  klein.  Wenn  wir,  was  nahezu 
der  Fall  ist,  p  =  :?r  setzen,  so  wird  beispielsweise  für 
Leipzig  unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Correctionen  in  / 


4^r 


^  — o?oooo72  72  sin  5i°2o'i   =  o?oooo723o. 


üt 


Bravais  hat  die  Differenz  der  ümlaufszeiten  für  rechtläufig 
und  rückläufig  beschriebene  Kreise  an  Pendeln  von  unge- 
fähr io°*  Länge  in  Paris  experimentell  untersucht  und  hat 
dabei  ein  richtiges  Resultat  erlangt.*)  Hier  war  jedoch 
die  Differenz  ungefähr  zehnmal  so  gross  als  für  ein  Secunden- 
pendel,  welches  wir  hier  angenommen  haben.  Femer  wird 
man,  wenn  man  nicht  zwei  Gaussische  Pendel  zur  Ver- 
fügung hat,  nicht  gleichzeitig,  wie  Bravais  es  gethan  hat, 
ein  rechtläufig  und  ein  rückläufig  schwingendes  Pendel  be- 
obachten und  die  Zeitpunkte  der  Coincidenzen  feststellen 
können,  sondern  man  wird  nach  einander  die  rechtläufigen 
und  die  rückläufigen  Schwingungen  zu  beobachten  haben 
und  für  dieselben  die  mittlere  ümlaufszeit  bestimmen  müssen ; 
dadurch  wird  aber  die  Genauigkeit  des  Resultates  beein- 
trächtigt. Es  ist  daher  wenigstens  zweifelhaft,  ob  man  in 
dieser  Weise  die  Erdrotation  constatiren  kann. 

In  den  beiden  Ausnahmefällen  sind  die  periodischen 
Glieder  in  den  Differentialgleichungen  ebenfalls  vernach- 
lässigt worden.  Es  lässt  sich  jedoch  genau  ebenso  wie  in 
dem  allgemeinen  Fall  zeigen,  dass  sie  auf  die  Bewegung 
des  Pendels  keinen  merklichen  Einfiuss  haben. 


Das  Vorstehende  enthält  im  Wesentlichen  den  Inhalt 
derjenigen  Abhandlung,  welche  ich  als  Lösung  der  von  der 
philosophischen  Facultät  der  Universität  Leipzig  für  das 
das  Jahr  1884-85  gestellten  Preisaufgabe  über  die  Theorie 
des    Gaussischen    Pendels    eingereicht    hatte.      Als  die  vor- 


*)  Comptes  Rendus  t.  33.     Sur  Tinfluence    qu'excrce  la  rotation 
de  la  Terre  sur  le  mouvement.  d'un   pendule  k  oscillations  coniques. 


liegende  Umarbeitung  derselben  schon  vollendet  war,  erhielt 
ich  durch  die  gütige  Vermittlung  des  Herrn  Prof.  P.  van  Geer 
die  schon  in  der  Einleitung  erwähnte  Abhandlung  von 
Herrn  Onnes  t  Nieuwe  bewijzen  voor  de  aswenteling  der 
aarde«.  Obwohl  nun  diese  schon  eine  Theorie  eines  in 
einer  cardanischen  Aufhängung  schwingenden  Pendels  ent- 
hält, so  erscheint  doch  die  Veröffentlichung  auch  dieser 
Arbeit  noch  gerechtfertigt,  da  in  den  beiden  Abhandlungen 
die  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  des  Apparates 
in  wesentlichen  Punkten  von  einander  abweichen,  und  die 
zur  Ableitung  der  Differentialgleichungen  und  zur  Integration 
derselben  benutzten  Methoden  vollständig  verschieden  sind. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  beziehen  sich  die  Entwicklungen 
hauptsächlich  auf  den  Gaussischen  Apparat,  und  da  Gauss, 
wie  aus  dem  citirten  Brief  an  A.  von  Humboldt  hervorgeht, 
mit  seinem  Apparat  den  Foucault*schen  Versuch  anstellen 
wollte,  so  sind  bei  der  Integration  der  Gleichungen  solche 
Voraussetzungen  gemacht  worden,  dass  der  Foucauit'sche 
Versuch  gelingt.  Herr  Onnes  dagegen  hat  seinen  Ent- 
Wickelungen  Voraussetzungen  zu  Grunde  gelegt,  die  dem 
Apparat  entsprechen,  den  er  zu  seinen  Versuchen  benutzt 
hat.  Ein  Hauptunterschied  der  beiden  Apparate  besteht 
darin,  dass  bei  dem  Onnes'schen  Pendel  die  beiden  Axen 
wirklich  in  einer  Ebene  liegen,  während  bei  der  Gaussischeo 
Construction  jedenfalls  ein  kleiner  Abstand  der  beiden 
Axen  von  einander  vorhanden  ist.  Es  liegt  dies  an  der 
sehr  sinnreichen  Construction  der  Aufhängung  des  Onnes' 
sehen  Pendels.  Die  feste  Axe  wird  gebildet  durch  die 
nach  oben  gerichtete  Kante  einer  festen  Schneide,  die  be- 
wegliche Axe  durch  die  nach  unten  gerichtete  Kante  einer 
zweiten  am  Pendel  befestigten  Schneide.  Das  Zwischen- 
glied, welches  die  Lager  für  die  beiden  Schneiden  trägt. 
ist  folgendermassen  construirt.  Zwei  dicke  kreisförmige 
Platten,  die  vollkommen  eben  auf  einander  abgeschliffen 
sind,  haben  an  den  beiden  Enden  eines  Durchmessers 
einen  U- förmigen  Ausschnitt,  der  ungefähr  bis  zum  dritten 
Theil  des  Durchmessers  in  die  Platte  eindringt;  diese  beiden 
Platten  sind  dann  mit  ihren  ebenen  Flächen  so  an  ein- 
ander geschraubt,  dass  die  beiden  erwähnten  Durchmesser 
nahezu  senkrecht  zu  einander  stehen.  Alsdann  befinden 
sich  auf  der  oberen  und  auf  der  unteren  Seite  dieses  so 
gebildeten  Zwischengliedes  je  zwei  Vertiefungen,  deren 
Boden  durch  die  untere  respective  die  obere  Platte  ge- 
bildet wird.  Damit  nun  diese  Vertiefungen  die  Lager  tur 
die  Schneiden  bilden  können,  ist  aus  jeder  Schneide  ein 
Stück  herausgefeilt,  welches  dem  zwischen  den  beiden 
U-förmigen  Einschnitten  stehen  gebliebenen  Theil  der  Plane 
entspricht.  Auf  diese  Weise  wird  erreicht,  dass  der  Ab- 
stand der  scharfen  Kanten  der  Schneiden  von  einander 
eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  Ab- 
weichungen der  Kanten  und  der  Lager  von  ihrer  in  der 
Theorie  angenommenen  Gestalt  als  Gerade  und  Ebenen. 
Mit  demselben  Rechte  wie  diese  Abweichungen  darf  man 
daher  auch  den  Abstand  der  beiden  Axen  von  einander 
vernachlässigen. 

Ferner  hat  Herr  Onnes  bei  seinem  Apparat,  durch 
Aufsetzen  von  Gewichten  auf  eine  Platte,  die  am  oberen 
Ende  der  Pendelstange  befestigt  ist,  die  Trägheitsmomente 
der    Pendelmasse    in    Bezug    auf   zwei   in    der    Ebene  der 
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Schneiden  liegende  und  durch  den  Aufhängungspunkt  gehende 
Axen  von  einander  verschieden  gemacht,  so  dass  ihre 
Differenz  eine  kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie 
die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  ist,  während  in  der 
vorliegenden  Arbeit  angenommen  worden  ist,  dass  bei  der 
Construction  des  Pendels  mit  der  grössten  Sorgfalt  darauf 
geachtet  wird,  dass  die  Trägheitsmomente  für  zwei  Axen, 
welche  senkrecht  zu  der  Axe  der  Pendelstange  stehen,  ein- 
ander möglichst  gleich  werden.  Will  man  die  Entwicke- 
lungen  der  vorliegenden  Arbeit  auf  das  Onnes'sche  Pendel 
anwenden ,  so  muss  man  v^^  —  r^s  und  v^^  als  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  betrachten.  In  Folge  dessen 
werden  die  in  Art.  1 5  eingeführten  Grössen  ö  und  r  und 
somit  auch  das  in  Art.  19  eingeführte  £  nicht  mehr  kleine 
Grössen  dritter  Ordnung,  wie  bei  der  Integration  ange- 
nommen   wurde,    sondern   kleine  Grössen   zweiter  Ordnung. 

Was  nun  die  Methoden  anlangt,  so  stellt  Herr  Onnes 
die  Differentialgleichungen  in  der  kanonischen  Form  auf 
unter  Benutzung  einer  Theorie,  die  er  am  Anfang  seiner 
Abhandlung  entwickelt  für  die  Ableitung  der  kanonischen 
Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  bei  der  allge- 
meinsten absoluten  Bewegung  des  Coordinatensystems,  in 
Bezug  auf  welches  die  relative  Bewegung  betrachtet  wird. 
Die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  das  hier  behandelte 
Problem  gestaltet  sich  sehr  einfach  und  elegant,  wenn  man 
wie  in  dem  ersten  Theil  der  Onnes  sehen  Dissertation  die 
feste  Axe  horizontal  und  die  bewegliche  rechtwinklig  zur 
festen  annimmt  und  femer  voraussetzt,  dass  in  der  Gleich- 
gewichtslage des  Pendels  die  beiden  Axen  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  liegen  und  mit  zwei  Hauptträgheitsaxen  für 
den  Anfangspunkt  zusammenfallen.  Will  man  jedoch  von 
Anfang  an  die  Fehler  in  der  Construction  berücksichtigen, 
so  scheint  mir  sowohl  nach  den  Entwickelungen  im  zweiten 
Theil  der  Onnes'schen  Abhandlung  als  auch  nach  den 
Versuchen,  die  ich  selbst  in  dieser  Hinsicht  angestellt  habe, 
dass  für  dies  specielle  Problem  die  Anwendung  der  Diffe- 
rentialgleichungen in  der  nicht  kanonischen  Form  den  Vor- 
zug der  grösseren  Einfachheit  der  Entwickelungen  besitzt. 
Namentlich  gestaltet  sich  die  Aufstellung  der  Glieder  in 
den  Differentialgleichungen,  welche  von  der  Erdrotation  her- 
rühren, also  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Berechnung 
von  4^,  viel  einfacher  als  die  Entwickelung  der  entsprechenden 
Theile  der  characteristischen  Function. 

Auch  die  Integration  wird  von  Herrn  Onnes  in  ganz 
anderer  Weise  ausgeführt  wie  in  der  vorliegenden  Arbeit. 
Hier  ist  die  elliptische  Bewegung  des  mathematischen  Kugel- 
pendels bei  unendlich  kleinen  Schwingungen  als  ungestörte 
Bewegung  zu  Grunde  gelegt;  Herr  Onnes  dagegen  geht 
von  den  Lissajous'schen  Figuren  aus,  die  bei  ruhender  Erde 
und  unendlich  kleinen  Schwingungen  von  dem  Schwerpunkt 
eines  Pendels  beschrieben  werden,  welches  den  im  ersten 
Theil  seiner  Dissertation  gemachten  Voraussetzungen  ent- 
spricht. Der  Foucault*sche  Versuch  ist  unter  diesen  Vor- 
aus.setzungen  im  Allgemeinen  nicht  ausführbar,  es  werden 
daher  andere  Versuche  angegeben,  welche  mit  derselben 
(renauigkeit  wie  der  Foucault'sche  Versuch  die  Erdrotation 
beweisen.  Durch  Specialisirung  der  für  diese  Versuche 
geltenden  Formeln  werden  dann  die  Formeln  für  den 
Foucault'schen   Versuch   abgeleitet.      Auch  insofern   ist  ein 


wesentlicher  Unterschied  vorhanden,  als  Herr  Onnes  den 
Einffuss  der  Amplitude  der  Schwingungen  auf  die  Bewegung 
des  Pendels  nur  nebenbei  discutirt  (II,  2  §  i,  [5]  S.  187-189), 
dafür  aber  eine  Methode  angiebt,  wie  man  durch  Combi- 
nation  der  Beobachtungen  zweier  passend  angeordneten 
Versuche  die  Zahlen  für  einen  dritten  fingirten  Versuch  mit 
unendlich  kleinen  Schwingungen  erhalten  kann  (II,  2,  §  3, 
S.  190-191).  Andrerseits  ist  aber  die  Onnes'sche  Theorie 
vollständiger  als  die  hier  entwickelte,  da  in  ihr  der  Einfluss 
der  Reibung  an  den  Schneiden  sehr  genau  untersucht  wird, 
während  in  dieser  Arbeit  die  Reibung  vollständig  vernach- 
lässigt wurde. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erkennt  man,  dass  eine 
vollständige  Vergleichung  der  Onnes'schen  Resultate  mit 
den  in  dieser  Arbeit  erhaltenen  sich  nicht  durchführen 
lässt.  Jedoch  wird  es  zweckmässig  sein  auf  die  Ueberein- 
stimmung  hinzuweisen,  die  sich  in  den  Resultaten  zeigt. 
Auch  die  Differentialgleichungen  der  vorliegenden  Arbeit 
geben  für  unendlich  kleine  Schwingungen  die  durch  die 
Erdrotation  gestörten  Lissajous'schen  Figuren  mit  einer 
Periodendifferejiz  2g,  welche  der  Differenz  fi — g  in  der 
Onnes'schen  Abhandlung  entspricht.  Die  Symmetrieaxe 
dieser  Figuren  bildet  mit  der  Protection  der  festen  Axe 
auf  die  Horizontalebene  den  Winkel  V2  ß  ^  V^n-  ^*^ 
von  der  Erdrotation  herrührende  Constante  in  den  Diffe- 
rentialgleichungen, die  in  den  verschiedenen  Theilen  der 
Onnes'schen  Dissertation  mit    /,  y\  y^  und  Q'    bezeichnet 

wird,  unterscheidet  sich  von  — /  in  dieser  Arbeit  nur 
durch  das  äusserst  kleine  und  wohl  kaum  merkliche  Glied, 
das  mit  dem  Cosinus  der  Breite  multiplicirt  ist  (vergl.  Art.  1 6). 
Die  Differentialgleichungen  für  den  Foucault' sehen 
Versuch  (180^  und  (183)  (S.  210  und  211)  stimmen  im 
Wesentlichen  mit  den  Gleichungen  (24)  für  u  und  ^  über- 
ein,  wenn  man 
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setzt.  Die  mit  A^  multiplicirten  Glieder  dieser  Arbeit  sind 
von  Herrn  Onnes  nicht  mit  entwickelt;  dies  ist  vollkommen 

berechtigt,  da  bei  seinem  Pendel  N  =s  i/j  -^ —  ausser- 
ordentlich klein  ist,  weil  die  Pendelkugel  aus  Blei  ange- 
fertigt ist,  und  da  bei  seinen  Versuchen  die  Schwingungen 
des  Pendels  sehr  viel  kleiner  waren,  als  in  der  vorliegenden 
Arbeit   angenommen   ist.      Das  mit  Aj)  —  Bj)  multiplicirte 

Glied  in  (183)  rührt  von  der  Reibung  her  und  ist  des- 
wegen in  den  Gleichungen  (24)  der  vorliegenden  Arbeit 
nicht  enthalten. 

Integrirt  sind  diese  Gleichungen  nur  für  unendlich 
kleine  Schwingungen,  die  Lösungen  (185")  und  (186)  stimmen 
vollständig  mit  den  entsprechenden  Gleichungen  (IV)  und 
(/)  (Art.  20)  dieser  Arbeit  überein,  wenn  man  die  bei  den 
Onnes'schen  Lösungen  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
auf  diese  Gleichungen  überträgt  und  kleine  Grössen  höhere 
als    zweiter     Ordnung     vernachlässigt.       Es    wird    nämlic 

—   als    kleine    Grösse    erster    Ordnung    angesehen,    fern< 
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sollen  zur  Zeit  /  =  o  die  Schwingungen  des  Pendels  eben 
sein.     In  Folge  dessen  ist,  da  für  /  =  o 

ist,  wegen  [ß)  (Art.  20) 

C  =   Tg  cosx. 

Infolge    der    Gleichungen    auf  S.  158    und    190    der 
Onnes'schen  Abhandlung  ist  angenähert 


-—   =    Q         1£)"  =    ±  — 

sin^'  »'        -r 


D  =  -Ö/. 


Setzt  man  nun 

V2X  =  ^o-HV8r'sin4^o, 
so  stimmen  die    angegebenen  Gleichungen  in   der  That  bis 
auf  Grössen  von  der  dritten  Ordnung  überein. 


Für  endliche  Schwingungen  zeigt  sich  insofern  eine 
Uebereinstimmung,  als  die  Lösungen  für  d-  in  Art.  21  und 
für  u  in  Art  23  in  der  That  zeigen,  dass  man  nach  der 
Onnes'schen  Methode  die  mit  r'  multiplicirten  Glieder 
eliminiren   kann,    soweit  sie  nicht  den  Factor  N  enthalten. 

Durch  die  Versuche,  die  Herr  Onnes  mit  seinem 
Pendel  angestellt  hat,  findet  seine  Theorie  ihre  vollständige 
Bestätigung.  Für  eine  gleiche  Prüfung  der  in  der  vor- 
hegenden Arbeit  für  endliche  Schwingungen  abgeleiteten 
Theorie  liefern  die  Zahlen,  die  am  Schlüsse  der  Onnes* 
sehen  Dissertation  für  den  Foucault'schen  Pendelversuch 
gegeben  sind,  nicht  das  nöthige  Material,  da  die  Ampli- 
tuden der  Schwingungen  nicht  angegeben  sind  und  auch 
die  Werthe  für  g  sehr  viel  grösser  gewesen  sind,  als  hier 
angenommen  wurde. 


Vita. 
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lieber  den  Einfluss,  welchen  auf  die  Bewegung 
Pendels  mit  einem  kugelförmigen  Hohlräume  eine  in 
ihm  enthaltene  reibende  Flüssigkeit  ausübt. 


Xn  seinen  Versuchen  über  die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde  Körper 
von  verschiedener  Beschaffenheit  anzieht*),  Hess  Bessel  einen  als  Pendelkörper 
aufgehängten  Hohlcylinder  von  Messing  schwingen,  welcher  die  verschiedenen 
zu  prüfenden  Körper  in  sich  aufgenommen  hatte.  Die  Beobachtung  gab  das 
Resultat,  dass  die  Anziehung  der  Erde  allen  dem  Versuche  unterworfenen  festen 
Körpern  dieselbe  Beschleunigung  ertheile;  die  auf  Grund  dieser  Beobach- 
tungen angestellte  Berechnung  des  einfachen  Secundenpendels  für  Königs- 
berg ergab  Werthe,  welche  von  440,8154  pariser  Linien  nur  innerhalb  der 
durch  die  Beobachtung  gesteckten  Fehlergrenzen  abwichen. 

Als  jedoch  der  Hohlcylinder  mit  Wasser  gefüllt  war,  wurde  aus  seinen 
Schwingungen  eine  um  0,0318  grössere  Länge  des  einfachen  Secundenpendels 
hergeleitet,  wobei  zu  bemerken,  dass  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  auf 
dieselbe  Weise  berechnet  war,  als  wäre  ein  gleichmassiger  fester  Körper 
statt  der  Flüssigkeit  im  Oylinder  enthalten.  Dass  hieraus  nicht  zu  schlies- 
sen  sei,  dass  die  Erdanziehung  dem  Wasser  eine  grössere  Beschleunigung  als 
den  festen  Körpern  ertheile,  geht  aus  den  Beobachtungen  hervor,  welche 
Bessel  mit  demselben  wassergefOllten  Oylinder  an  einem  um  eine  Toise 
längeren  Pendel  anstellte.  Die  daraus  berechnete  Länge  des  einfachen 
Secundenpendels  stimmte  mit  der  aus  den  Versuchen  mit  den  festen  Körpern 
hergeleiteten  überein. 

Der  Grund  der  Abweichung  bei  dem  kürzeren  Pendel  wird,  wie  Bessel 
bemerkt,  darin  zu  suchen  sein,  dass  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  durch 
die  Bewegung  des  Pendels  zu  eigenen  Schwingungen  veranlasst  wird,  wo- 


*)   Abhandlangen  der  Berliner  Academie  von  1830. 


durch  ihr  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Schneide  des  Pendels  ver- 
schieden wird  von  dem  eines  gleichmassigen  festen  Körpers. 

Die  Ursache  der  in  der  Flüssigkeit  hervorgerufenen  Eigenbewegung 
sieht  Bessel  in  der  Centrifugalkraft,  welche  in  den  oberen  Schichten  des 
Cylinders  grösser  sei  als  in  den  unteren.  Auch  sei  die  Wirkung  der  Centri- 
fugaJkraft  auf  die  Flüssigkeit  bei  einem  kürzeren  Pendel  grösser,  als  bei 
einem  längeren,  weshalb  sich  die  Abweichung  nur  bei  dem  kürzeren  ge- 
zeigt habe. 

Mir  scheint  einerseits  die  Centrifugalkraft  der  oberen  Schichten 
kleiner  zu  sein  als  die  der  unleren,  weil  alle  Theile  des  Pendels  dieselbe 
Winkelgeschwindigkeit  besitzen,  so  dass  nicht  einzusehen,  auf  welche  Weise 
diese  Verschiedenheit  der  Centrifugalkraft  zu  einer  eigenen  Bewegung  der 
Flüssigkeit  Anlass  geben  könnte.  Andererseits  ist  jene  Kraft  durch  das 
Product  aus  Linear-  und  Winkelgeschwindigkeit  gegeben,  also,  wenn  letztere, 
wie  es  in  der  Rechnung  geschieht,  als  unendlich  klein  angenommen  werden, 
eine  Grösse  höherer  Ordnung,  welche  die  Bewegung  des  Pendels  nicht  merk- 
lich stören  könnte. 

Eine  Erklärung  für  die  abweichende  Bewegung  des  kürzeren  Pendels 
hat  sich  jedenfalls  auf  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  einer  Flüssig- 
keit und  einem  festen  Körper,  die  leichtere  Verschiebbarkeit  ihrer  Theilchen 
zu  beziehen.  Die  relative  Bewegung  zweier  benachbarter  Theilchen  wird 
abhängen  von  der  Grösse  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  und  dem  Wider- 
stände, welchen  sie  ihrer  Verschiebung  entgegensetzen.  Zur  Berechnung 
der  Bewegung  in  einer  Flüssigkeit  ist  also  die  Kenntniss  der  Kraft  nöthig, 
welche  zwei  Flüssigkeitsschichten  an  einander  verschiebt.  Darüber  giebt 
die  Theorie  der  Reibung  der  Flüssigkeiten  Auskunft.  Demnach  wäre  es 
angezeigt,  dieselbe  auf  den  vorliegenden  Fall  des  als  Pendelkörper  schwin- 
genden wassergefüllten  Cylinders  anzuwenden.  Durch  die  cylindrische  Be- 
grenzung der  schwingenden  Wassermasse  wird  jedoch  die  Berechnung  der 
Bewegungen  in  ihrem  Innern  äusserst  erschwert,  so  dass  ich  es  vorgezogen 
habe,  geniäss  einer  mir  von  Herrn  Prof.  0.  E.  Meyer  vorgeschlagenen  Auf- 
gabe, das  Problem  für  den  Fall  einer  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Hohlkugel 
zu  behandeln.  Die  so  gewählte  Umgrenzung  der  Flüssigkeit  bietet  Symme- 
trieverhältnisse, welche  vereinfachende  Annalimen  gestatten. 


Die  Lösung  dieses  Probiemes  bietet  die  mathematischen  Hilfsmittel, 
um  durch  Pendelbeobachtungen  die  Grösse  der  inneren  Reibung  verschie- 
dener Flüssigkeiten  zu  messen.  Ausserdem  werden  wir  durch  die  Rech- 
nung zu  Resultaten  geführt,  welche  die  Besselschen  Versuche  auch  für  den 
schwingenden  Hohlcylinder  zu  bestätigen  scheinen. 

§.  1.    Di^  Bewegung  in  der  Flüssigkeit  wird  bestimmt  durch  Ueberein- 

anderlagerung  von  zwei  Bewegungszuständen. 

Mit  Berücksichtigung  der  inneren  Reibung  sind  für  unendlich  kleine 
Bewegungen  der  Theilchen  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  die  Differential- 
gleichungen hergeleitet:*) 


(1) 


v^y^-t  +  (fZ. 


dz 


Hierin  bedeuten:  A  das  Symbol 

92 


A 


+  -^+  ^' 


u,  Vy  w  die  Compooenten  der  Geschwindigkeit  des  Theilchens  a;,  y,  z  nach 
den  drei  Axen;  X^  Y,  Z  die  Oomponenten  der  äusseren  Kräfte;  p  den  inneren 
Druck;  t  die  Zeit;  p  die  Dichtigkeit;  ti  den  Coefficienten  der  inneren  Rei- 
bung; derselbe  ist  seinen  Dimensionen  nach  das  Quadrat  einer  Linie,  divi- 
dirt  durch  eine  Zeit  (die  Zeiteinheit).**) 

In  Verbindung  mit  der  Continuitätsgleichung 


(2.) 


du    ,     öv  ^^  dw 
^  "•"  Öy  "^  Ö^ 


da 


0 


reichen  die  Gleichungen  (1.)  zur  Bestimmung  von  u,  v,  w  und  p  aus. 

In  Bezug  auf  die  Richtung  des  Coordinatensystems   setzen  wir  fest, 


•)  Die  Angabe  der  Autoren  findet  man  in:  0.  E.  Meyer ^  Bewegung  eines 
Pendels  in  einem  reibenden  Medium,  Borchardts  Journal  Bd.  73;  Ueber  me  Keibung 
der  Gase,  Poagd..  Ann.  CXXV.  p.  188. 

*•)  StokeSy  On  the  effect  of  the  internal  friction  of  fluids  on  the  motion  of  pen- 
doloms.     Cambr.  Trans.  IX.    Auszug  in  Fortschritte  der  Physik  fiir  1850 — 51  p.  99. 


dass  die  X-Axe  die  Pendelbahn  des  Hohlkugelcentrums  im  tiefsten  Punkte, 
dem  Coordinaten-Anfangspunkt,  berühre,  die  Z-Axe  auf  dieser  in  der  Pen- 
delebene, der  Kichtung  der  Schwere  entgegengesetzt,  senkrecht  stehe;  schliess- 
lich sei  die  J^Axe  senkrecht  zur  Pendelebene, 

Dadurch,  dass  wir  als  einzig  vorhandene  äussere  Kraft  die  Schwere  anneh- 
men, wird 

X=0,  7=0,  Z=  —  g. 

Setzen  wir 

(3.)     p^^g{a  —  z)  +  x>, 

wo  a  den  Radius  der  inneren  Grenzfläche  der  Hohlkugel  bedeutet,  so  werden 

die  Gleichungen  (1.) 

9tt  .  Öl) 


(4.) 


9t?  .  dp 

bw  ^  Qp 


In  irgend  einem  Momente  der  unendlich  kleinen  Pendelschwingung 
wird  der  Ort  in  der  Hohlkugel,  welcher  zur  Zeit  ihrer  Kuhelage  durch  die 
Coordinaten  x,  y,  z  bestimmt  war,  andere  unendlich  wenig  verschiedene 
Coordinaten  x  -j-  dx^  y  +  dy^  z  -{-dz  haben.  Seine  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  werden  nicht  die  des  Punktes  Xy  yy  Zy  sondern  u-^du,  v-{'dv, 
w  -{-  dw  sein.  Da  aber  diese  unendlich  kleinen  Componenten  als  stetige  Func- 
tionen der  Coordinaten  vorausgesetzt  werden  können,  sind  du,  dvy  dw 
Grössen  zweiter  Ordnung.  Letztere  vernachlässigend,  geben  wir  jenem  Orte 
die  Constanten  Coordinaten  Xy  yy  z. 

Die  Bewegung  der  Hohlkugel  kann  als  eine  zweifache  aufgefasst 
werden,  nämlich  als  eine  in  einer  Kreisbahn  ohne  Drehung  fortschreitende, 
verbunden  mit  einer  Oscillation  um  den  zur  Pendelebene  senkrechten  Durch- 
messer. Sei  die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Kugel 
Uy  die  Winkelgeschwindigkeit  ihrer  Oscillation  JT,  so  ist  ^  auch  die  Grösse 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels,  und  man  hat  Ü=L.S^  wenn  L 
die  Entfernung  des  Kugelcentrums  von  der  Schneide  ist.  Beide  Geschwin- 
digkeiten  sind  von  derselben  Ordnung,  wenn  X,  wie  wir  annehmen,  weder 
sehr  gross,  noch  sehr  klein  ist. 
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Die  fortschreitende  Bewegung  des  Kugelmittelpunkts  dürfen  wir  bei 
unserer  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Schwingungen  als  gradlinig  in  Rich- 
tung der  Jf-Axe  annehmen,  weil  während  der  Schwingungen  seine  Erhebun- 
gen über  dieselbe  stets  Grössen  höherer  Ordnung  bleiben,  welche  die  Com- 
ponenten  t^  v,  w  nicht  merklich  beeinflussen  können. 

Die  gradlinig  fortschreitende  Bewegung  würde,  allein  vorhanden,  jedem 
Theilchen  eine  Geschwindigkeit  geben,  deren  Richtung  in  der  durch  das- 
selbe und  die  Jf-Axe  gelegten  Ebene  läge.  Auf  der  Peripherie  eines  zur 
Jf-Axe  senkrechten  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe,  würde  diese 
Geschwindigkeit  überall  dieselbe  Grösse  und  gleiche  Neigung  gegen  die 
X-Axe  haben.  ^ 

Die  Oscillation  der  Hohlkugel  um  die  J^Axe  würde,  wäre  sie  allein 
vorhanden,  jedes  Theilchen  zu  einer  Bewegung  längs .  der  Pejgipherie  eines 
um  einen  Punkt  der  I^Axe  beschriebenen,  der  XZ-Ehene  parallelen  Bj*eises 
veranlassen,  der  Art,  dass  alle  auf  ihm  befindlichen  Theilchen  zu  gleicher 
Zeit  gleiche  Geschwindigkeit  hätten. 

Aus  diesen  beiden  Bewegungszuständen  dürfen  wir  durch  üeberein- 
anderlagerung  die  Bewegung  in  der  Flüssigkeit  zusammensetzen ,  welche  die 
Pendelschwingung  hervorruft.  Gedachte  Methode,  welche  die  Gleichungen 
(4.)  wegen  des  linearen  Vorkommens  von  w,  v,  w  und  p  gestatten,  erleich- 
tert die  Berechnung  dieser  Functionen,  welche  mit  grossen  Schwierigkeiten 
verknüpft  wäre,  wollte  man  sie  wie  in  einem  Gusse  herstellen. 

Demnach  haben  wir  folgende  zwei  Aufgaben  zu  behandeln:  Zu  bestim- 
men die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  einer  Hohlkugel,  welche  mit  unendlich 
kleiner  Geschwindigkeit 

1.  ohne  Drehung  gradlinig  hin-  und  herpendelt,*) 

2.  um  einen  festen  horizontalen  Durchmesser  oscillirt.  **) 


hängt 


von  0.  JE.  Meyer,  Borchardta  J.  Bd.  73.  Aus  derselben  ist  die  Differentiakleichimg  (7.) 
enüehnt.  Die  Functionen  des  Radius  r  und  des  Winkels  ^  si^d  jedoch  in  anderen 
Formen,  welche  in  Bucksicht  auf  die  Gonstantenbestimmung  des  vorliegenden  Problems 
Vortheile  bieten,  gewählt  worden. 

••)  Der  Einfluss  einer  in  eine  Hohlkugel  eingeschlossenen  Flüssigkeit  auf  die 
oscillirende  Bewegung  derselb^,  ist  von  den  Herren  Helmhoüz  und  v.  Piotrowm  theoretisch 
und  experimentell  behandelt.  (Wien.  Ber.  XL.)  Ich  habe  aber  vorgezogen,  die  Bewegung 
in  der  Flüssigkeit  durch  Functionen  zu  bestimmen,  die  mit  denen  der  ersten  Aufgabe 
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§.  2.     Integration    der  Differentialgleichungen    für    die    Bewegung    der 
Flftflsigkeit  in  der  Hohlkngel,  wenn  diese  ohne  Drehung  gradlinig  hin* 

und  herpendelt. 

Die  Entfernung  eines  Flüssigkeitstheilchens  vom  Eugelmittelpunkt  sei  r^ 
der  Winkel  zwischen  dieser  und  der  positiven  Jf-Axe  ^,  ^  sei  derjenige 
zwischen  der  Projection  von  r  auf  die  TlZ^Ebene  und  der  J^Axe. 

Alsdann  ist 

(5.)     x  =  r  cos  &y    y  =  rsm&  cos  y,    2:  =  r  sin  ^  sin  (p. 

Bezeichnen  wir  mit  q  die  G-eschwindigkeitscomponente  eines  Theilchens 
in  Richtung  der  Projection  von  r  auf  die  Z-Z-Ebene,  so  sind  nach  den 
in  §.  1  gemachten  Bemerkungen  über  die  Symmetrieverhältnisse  in  der 
Flüssigkeitsb^wegung,  wenn  die  Hohlkugel  sich  ohne  Drehung  gradlinig 
bewegt,  u  und  q  die  einzig  vorhandenen,  von  (p  unabhängigen  Componenten 
der  G-eschwindigkeit.  Die  Gleichung  (2.)  liefert  den  Zusammenhang  von 
u  und  9,  nämlich 

1      r8in;»8i/^  ^d^fy 

FOr  die  Function  yj  findet  man  nach  Elimination  von  p  aus  der 
ersten  und  zweiten  (oder  dritten)  Gleichung  (4.)  die  Differentialgleichung 
vierter  Ordnung 

1  dV;i 


(7.)      A(A^-i|f)  =  0, 


worin  y*  =  -  der  sogenannte  Reibungsindex  und 

.. 8^    ,    1    8>        ctg»  d 

^^  —  8r>    '■r»8^»  r»     8^' 


möglichst  zusammenfEdlen,  als  die  der  HebnlioUzscIien  Abhandlung  zu  gebrauchen.  — 
In  der  Abhandlung:  „Ueber  die  Bewegung  einer  Kugel,  welche  in  einer  reibenden 
Flüssigkeit  um  einen  senkrechten  Durchmesser  als  feststehende  Axe  rotirend  schwingt,^ 
Programm  des  städt  Gjnn.  zu  Danzig  1866,  giebt  Herr  Lampe  die  in  §«  4.  enthaltene 
Differentialgleichung  (ß9.%  deren  Lösung  mit  anderen  Functionen  als  den  hier  gew&hlten 
ansgeffthrt  ist 


Nach  der  von»  Herrn   0.  E.  Meyer*)  angewandten  Methode  ergiebt 
sich  als  allgemeines  Integral  dieser  Gleichung 

V  =  Vi  4-  Vft 


(8.) 


Hierin   sind  r  "*"  ^  und  —  Lösungen  der  Differentialgleichung 


(9.) 


während 


(10.) 


cos"**^ 


8r 


(«  +  l)n  „^„«-1 
^  •^^ — COS 


2(1—2«) 


(«+l)n(ii-l)(n^2) 
'^"*"2.4(l-2n)(3  — 2 n)  *^* 


«-t 


(n  +  l)n(n-l)(n-2)(n-8)(n-4)        .-5 
-T       2.4-6.(l  — 2n)(3  — 2n)(6  — 2n) 


^  + 


^  »      -«a    I     »  C»  +  1")  -  -  --(«■*•«  />     I    «(«+  1)  (*»  +  2)(tt4-8) -(«-l-4)  g 

0,,.=  CO8    ^+^^^-r^cos         ^^+2.4(2«  +  3)(2n  +  5)°^°  * 

,    n  («  +  1)  («  +  2)(n  +  3)(n  +  4)(«  +  5)  „_-(-+•) a    .... 
"^"      2.4.6(2n  +  3)(2«  +  5)(2«  +  7)      '^''  ''^ 


der  Gleichung 


genügen.    Endlich  sind 


(12.) 


Äi,,  =  r      |i— 2^^r+8)^2.4(2»i  +  3)(2n  +  5) 

~~  2-4.6  (2n  +  3)(2n  +  5)(2n  +  7)"'  /' 

ff  1  h  ^*^'         I  ^*^ 

■«M  =  ;s{^— 2(l-2n)^2.4(l  — 2«)(3  — 2n) 

^«f« ,        .1 

■"  2.4.6(1  — 2  n)(8—2nX5  -  55«;"^        I 


die  beiden  Intergrale  von 

(13.)     |^-"-fe±i'jJ  +  X'i-0. 
i4,  F,  H,  B,  G,  K,  sowie  n  und  A  sind  durch  die  Bedingungen  des  Problems 


*)  Borehardts  JonnuJ,  Bd.  73,  a.  a.  0. 
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zu  bestimmende  Constanten,  die  Summenzeichen   erstrecken  sich   Ober  alle 
zulässigen  Werthe  von  n  und  A. 

Zur  Kenntnis  der  für  n  zulässigen  Werthe  gelangen  wir  wie  folgt: 

Aus  (6.)  folgt,  dass  für  .9  =  0,  n 


8r 


0, 


8^ 


0 


sein  müssen,  wenn  u  und  q  für  jene  Werthe  von  &  nicht  unendlich  gross 
werden  sollen.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  wegen  des  in  ^-^  stecken- 
den Factors  sin  d-  von  selbst  erfüllt.  Damit  auch  die  erste  Gleichung  für 
jeden  Werth  von  r  befriedigt  werde,  müssen  für  d-  =  0,  n  die  Gleichungen 

(14.)       A  «,..  +  F6>,..  =  0,  Ä  0,^,  +  G  (9,,,  =  0 
bestehen.     Nun  ist 

t^i.«W— *-r2(i_2n)  r  2.4(1— 2n)-3  — 2«)  ^ 
_(»  — l)(n  — 2)(<t  — 3)(n  — 4)(»  — 5)(w  — 6) 


(15.) 


!••• 


2.4-6. ..  (1  — 2n)(8  — 2n)(5— 2n) 


•  •  • 


0»..(O) 


,    «(n+l)    ,  n(n+l)(n  +  2)(n-t-8)   , 


2(2n+3)"r'  2.4(2n  +  3)(2n  +  6) 

■  ■(«  +  2)(n  +  8)(n  +  4)(n  +  5)(n  +  6)(n-|-7)... 
~        2.4.6..(2n  +  3)(2»+5)(2n  +  7)...       ' 

also  müssen  die  Gleichungen 

•^0,,.(O)+F6>,..(O)  =  O, 

oder 

A  0i,,(O)  =  5ö,,.(0)  =  Fö,,.(0)  =  Ö0,,,(O)  =  0 

erfüllt  sein.  —  Nach  (15.)  verschwindet  0i,,i(O)  nur  dann^  wenn  n  eine 
der  Zahlen  1,  8,  3,  4  •  ^  •,  dagegen  0,^^  (0)  nur,  wenn  n  =  —  2,  —  3,  —  4  •  •  •. 
Für  andere  Werthe  von  n  verschwindet  weder  0i,«(O)  noch  öj^^fO),  so  dass 
fBr  solche  n  A=B=F=^G=0  zu  setzen;  d.  h.  för  n  sind  als  Werthe  nur 
die  ganzen  Zahlen  (von  —  <x>  bis  -j-  oo )  statthaft,  mit  Ausschluss  von  0 
und  —  L 

Wenn  n  =  l,  2,  3---,   muss  F=  (?=0  gesetzt  werden;    wenn  n  = 
—  2,  — 3,  — 4...,  A  =  Ä  =  0. 


(16 
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Auf  Grund  vorstehender  Ermittlungen  setzen  wir  an  Stelle  der  beiden 
letzten  Gleichungen  (8.) 

^        ftal,t,3,4...  H«-l,-J,-4... 

welche  noch  weiter  vereinfacht  werden  können.  Setzen  wir  n&nüich 
n  =  —  y  —  1  in  den  zweiten  Theilen  von  t^i  und  i//,,  so  bedeutet  v  eine  der 
Zahlen  1,  2,  8  •  •  %     Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass 


n-hl 


öl. 


r    ,  r 


v-f-l 


n 


—  2,  — 3,  — 4... 


V  =  1,  2,  3  •  •  • 


r       — T     ,  T     — T 
Daher  dfirfen  wir  zusammenfassend  statt  (16.)  schreiben: 


(17.) 


iisl,9,9... 

Da  femer  die  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  der  Kugel  nicht  unend- 
lich gross  sein  kann,  müssen  nach  (6.)  fOr  r  =  0 


>/^i 


Öt// 


0    ^=0 


sein.     Hieraus  geht  hervor,  dass  H=K=0  zu  setzen  und  demgemäss 


(18.) 


m 


It  SS  Xf  Sf f  S  •  •  • 
A  SS  1,  d,  3  •  •  • 


worin  abkürzend 


"(19.)      0,  statt  01,,  und  R^  statt  Äi,, 


geschrieben  ist.*) 


*)  Den  Zusammenhang  der  durch  die  Differentialgleichung  (11.)  bestimmten 
Functionen  0  mit  den  Eugelfunctionen  hat  Herr  0.  E,  Meyer  in  seiner  Abhandlung  „üeber 
die  Bewegung  einer  Pendelkugel  in  der  Luft"  Borehardt%  Joum.  Bd.  75  nachge- 
wiesen,    bezeichnet  P"(co8^)  die  Eugelfunction  n^  Ordnung,    so   ist  die  in  (10.) 
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§.  3.    Einige  Eigenschaften  der  Functionen  @»  and  Rn.   Grenz- 
bedingung für  r=  a. 

Für  späteren  Gebrauch  stellen  wir  einige  Relationen  zwischen  den 
Functionen  in  ß-  und  r  zusammen. 

n  und  n  seien  zwei  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3  •  -  % 
Multipliciren  wir  mit  (9«  die  Differentialgleichung  (ll.)?  ni^t  0«  die  ent- 
sprechende für  ß^  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  durch  Subtraction  der- 
selben entstandene  Gleichung  auf  beiden  Seiten  zwischen  0  und  n  integrirt: 

[^  (H«-^  «■)];={»  («  +  0  -  »  (n  +  1)}/-^  ä,. 

Nach  (15.)  verschwinden  0^,  0„  für  ;?  =  0,  ti;  -^,  -g^  aber  be- 
stehen aus  je  2  Factoren,  deren  einer  sin^  ist,  während  der  zweite  für 
^  =  0,  71  endlich  bleibt.     Folglich  ist 


(20.)    f^d»^^  n$n. 


Bezeichnet  man  mit  Rl,  die  Function,  welcAie  nach  Ersetzung  von  l 
durch  l'  aus  R^  entsteht,  mit  (13.)'  die  gleichzeitig  aus  (13.)  entstehende 
Differentialgleichung,  und  bildet  die  Differenz  Ri  (13.)  —  Ä„  (13.)',  so  er- 
giebt sich 

-qTT  ^n OTT  -ß«  =  (^'^—  i^  ^n  Rn 

und  durch  Integration  nach  r  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  r^=^a: 
(21.)     ^X^-ir^'R,R„dr  =  [^R:-^Ii.l. 


aufgeführte  Function 

_  l>2-3"*  (n—l)  dP»  (co8^)    . 
■"  1.3*6..-(2«  — 1)  d^         ® 

.   »  -g^  und'  -j-^  -g-~  sind  also  als  Kugelfunctionenreihen  dargesteHt,  ein  Beweis 

f&r  die  Convergoiz  der  von  uns  gewählten  £ntwickliing. 


AX 


Femer  überzeugt  man  sieh  leicht,  dass 


(22.) 


ÖJR, 
9r 


'-P-B.+     '■ 


2n+J 


Ä«+i  =  0. 


Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  r,  so  findet  man  mit  Berücksichtigung 
von  (13.)  und  (22.) 


(23.)      R, 


Än-1      I  ^* 


Ä 


0. 


(2  n  + 3X2« +  5)     "-*■•" 

eine  Eecursionsformel,  durch  welche  man  B^  durch  die  beiden  trigonome- 
trischen Functionen 


(24.)    Äo  =  j  sinr A,    i?_  i  =  cos  rk 


ausdrücken  könnte. 

Schreiben  wir  in  (22.)  n-}-!  statt  n  und  setzen  den  daraus  erhaltenen 
Werth  von  R^+i  in  (23.)  ein,  so  wird 


(25.)    (2n  +  3)Ä, 


«4-1    n  I     8R»-f  1 


Für  r  =  a  haben  wir  die  Grenzbedingungen 


(26.) 


i'  0 


-fi^-  ?« 


WO  überall  der  einer  Grösse  angehängte  Index  a  den  Werth  derselben  für 
r=ia^  also  u^  und  9«  die  Werthe  der  Geschwindigkeitscomponenten  eines 
der  Wandung  anliegenden  FlOssigkeitstheilchens  bedeuten.  E,  der  Goefft- 
cient  der  äusseren  Reibung,  ist  seinen  Dimensionen  nach  eine  Länge,  divi- 
dirt  durch  die  Zeiteinheit. 

Die  erste  der  Gleichungen  (26.)  zeigt,  dass 

(27.)     ü=2xLDe-^'y"^ 

sein  muss. 

Setzt  man  die  Werthe  von  w  und  }  aus  (6.)  in  (26.)  ein,  so  ergiebt  sich 

/l    &^\p  2  Sl//\      ,/lÖV/\  TT   '     tL^       a  "" 
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-worin  ZOT  Abkürzung 

(28.)     |  =  « 

gesetzt  ist* 

Im  Falle  die  Flüssigkeit  die  Wandung  benetzt,  wird  E=co,  e  =  0. 

Da  die  eben  aufgestellten  zwei  Gleichungen  von  der  Function  i^, 
unabhängig  von  der  Grösse  des  Winkels  &^  erftUlt  werden  müssen, 
und  weil 


01 


—  sin'  *,  ©2  =  —  8^^^  ^  cos  &^  08  =  sin'  &  (y 


cos' 


S\  etc. ; 


so  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  (2 7.)  die  folgenden  Bedingungen:  für  n 


l    ^ 


und  für  n 


(80.) 


«+1 


i')R.] 


+ 


Ä 


ä^TfS  ^'*'[ 


0, 


^{*  (n-  l.)a«  +  a'^'}+B{e[^  R.  _  ^Ä,^.j  +  Ä.  }  =  0. 


Die  letzten  beiden  Gleichungen  können^  ohne  dass  A=B:=0  gesetzt 
wird,  nur  nebeneinander  bestehen,  wenn 

(31.)     (2  n  +  3)  f  öÄ«  (a)=  [(n4-2)  «  — a]  Ä,^i  (a).     (n  >  1) 


Diese  Bedingung  fordert,  dass  alle  zu  einem  n  >  1  gehörigen  k 
Wurzeln  der  Gleichung  (31.)  sind.  Setzt  man  den  Werth  eines  daraus  be- 
rechneten X  in  eine  der  Gleichungen  (30.)  ein,  so  hat  man  das  Verhältnis 
von  A  und  B  für  das  System  n,  X  gefunden.  Der  Werth  von  B  ergiebt 
sich  durch  den  Anfangszustand  der  Flüssigkeitsbewegung.  Zur  Zeit  ^  =  0 
sei  rff  als  eine  gegebene  Function  !F  von  r  und  &  bekannt,  so  dass 


(32.) 


«•-4-1 
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In  Folge  von  (20.)  ist 


/'^Ö- ■S=/"^-Ö.Ä^(^'-*H  5-^)- 


und  nach  (22.) 

Die  Gleichung  (31.)  lässt  sich  durch  (25.)  transformiren  in 

Sind  l  und  l'  zwei  Wurzeki   dieser  Gleichung,   so  ei^ebt  sich   durch  ihre 
letztgeschriebene  Form: 

~ö7~  -«-+1 Q^T-  -«•+lj^—  V. 

und  wenn  i*  ^  i'^,  so  zeigt  (2L),  dass 

0 

Daraus  folgt,  dass   das  zu  einem  bestimmten  n  und  X'  gehörige  £ 
gefunden .  ist,  durch  die  Gleichung 


2n  +  8/     ^•^•sitt^/     ^*" 


Durch  diese,  sowie  durch  (SO.)  und  (31.)  ist  der  Theil  der  FlQssig- 
keitsbewegung,  welcher  von  der  Hohlkugel  unabhängig  ist,  voUständig  be- 
stimmt. Wird  angenommen,  dass  Anfangs  die  Flüssigkeit  in  Ruhe  war, 
also  y  =  0,  so  verschwindet  jener  Theil  der  Bewegung  in  aDen  seinen  Termen. 

Den  ftlr  n  =  1  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  (29.)  lässt  sich, 
falls  B  nicht  gleich  Null  sein  soU,  nur  dadurch  genfigen,  dass  man  setzt: 

(31^)     5€  a  Äi  (a)  =  (3«  —  a)  R^  (a). 

Diese   Gleichung,    welche   identisch  wird  mit  (31.)  9    wenn  man   in 

letzterer  n.  ==  1  setzt,  bestimmt  die  Werthe  von  X^  in  ü=LD.e~     ^ 
und  führt  in  derselben  Weise,  wie  (31.),   zur  Kenntnis  von  B  f&r  n=l. 


Die  Gleichung  (33.)  liefert  diese  Constante,  wenn  man  in  ihr  n=  1  setzt; 
sie  wird  gleich  Null,  wenn  das  Integral  linker  Hand  verschwindet,  was 
z.  B.  für  W=0  stattfindet. 

Wollten  wir  die  Gleichung  (31".)  annehmen,  so  dass  B  durch  (33.) 
für  n  =  1  bestimmt  wäre,  so  reducirten  sich  die  Gleichungen  (29.)  auf  eine 
zwischen  den  beiden  noch  unbekannten  Grössen  A  und  D,  Nehmen  wir 
nun  der  Einfachheit  halber  an,  es  sei  die  Pendellänge  L  so  gross,  dass  wir 
von  der  Oscillation  der  Flüssigkeit  und  der  Hohlkugel  um  den  zur  Pendel- 
ebene senkrechten  Dui-chmesser  absehen  könnten,  als  von  einer  unendlich 
kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung,  und  denken  wir  uns  die  der  Gleichung  (57.) 
des  §.  5.  entsprechende  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  des  Pendels 
aufgestellt,  so  würde  dieselbe,  A  und  Z)  als  einzige  Unbekannten  enthaltend, 
mit  (29.)  zusammen  zu  deren  Kenntnis  führen. 

Die  Constanten  D  und  A^  welche  die  Function  U  zusmanmensetzen, 
würden,  da  die  Grössen  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  und  Ablenkung 
des  Pendels  in  der  Pendelgleichung  (57.),  ebenso  wie  in  der  Function  ¥ 
nicht  enthalten  sind,  unabhängig  von  diesen  bestimmt  sein,  d.  h.  die  Pen- 
delbewegung würde  in  allen  Versuchen,  bei  denen  die  Anfangsgeschwindig- 
keit in  der  Flüssigkeit  immer  durch  dieselbe  Function  W  gegeben  wäre, 
stets  genau  dieselbe  sein,  wie  gross  auch  die  anfilngUche  Geschwindigkeit 
und  Ablenkung  des  Pendels  sein  mögen. 

Beispielsweise  müsste,  fsdls  ¥^  =  0,  das  Pendel  vollkommen  dieselbe 
Bewegung  haben,  gleichviel  ob  es  eine  Anfangsgeschwindigkeit  und  Ablen- 
kung hatte,  oder  nicht. 

Die  Gleichung  (31^)  darf  mithin  nicht  bestehen,  vielmehr  ist  B=0 
zu  setzen,  so  dass  nach  (29.) 

fürn=l     ^  =  — yiD; 
also  ,  ,^  , 


und  nach  (6.) 
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^        rgm^l    r      9^  8r  j 

Hieraus  folgt 
(340     ^a  =  f/,  ?a  =  0,  E(U—u:)  =  0,   -  i; 9,  =  0, 

d.  h. :  Dte  m  der  Hohlkugel  eingeschlossene  Flüssigkeit  kann  die  Bewegung 
derselben  weder  verlangsamen^  noch  beschleunigen;  sie  verhalt  sich  in  Bezug 
auf  die  gradlinige  Pendelbewegung,  wie  ein  gleichmassiger  fester  Körper. 
Falls  die  Flüssigkeit  keine  Anfangsgeschwindigkeit  besass,  hat  jedes  TheiU 
chen  in  ihr  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  die  Kugelwandung. 
Aus  (4.)  folgt  für  p 

Der  DruckQberschuss  an  der  Wandung  der  der  Gleichgewichtslage 
abgewandten  Hälfte  der  Hohlkugel  ist  eine  Trägheitsäusserung  der  eiorige** 
schlossenen  Flüssigkeitsmasse. 

§.  4.     Die  Belegung,  welche  die  Oscillation  der  Hohlkngel  um  den  aar 
Pendelebene  senkrechten  Dnrchmesser  in  der  Flüssigkeit  yeranlasst 

Ausgehend  von  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  und  von  der  Voraus- 
Setzung,  dasa  sich  jedes  Theilchen  in  einer  zur  Pendelebene  paralleleB  Ebene 
bewegt,  der  Art,  dass  die  Geschwindigkeit  aller  Theilchen  auf  der  Peri- 
pherie eines  zur  F-Axe  senkrechten  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  in  ihr, 
gleich  uad  gegen  den  nach  dem  betreffenden  Peripberi^onkt  gezogenen 
Radius  gleichgerichtet  ist,  weisen  wir  zunächst  nach,  dass  die  Bewegung 
nur  längs  der  Peripherie  jenes  Kreises  stattfinden  kann.  Durch  die  Sub- 
stitutionen 

(36.)     X  =  cocoB;^,  z  =  aisin/ 

und  die  daraus  hervorgehenden: 

u  =  xcosj^  -r-  tosin;^  .  ^ 

v  =  0, 

w  =  x8in;(  -f"  cocos;^ .  f , 

^~dt^  ^'^dt 
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geht  (2.)  in 

über,  woraus 

consl 


X 


w 


folgt  Da  die  Constante  nur  von  y  und  t  abhängig  ist,  müssen  wir,  damit  auf 
der  T^Axe  die  Oomponente  x  (für  (o  =  0)  nicht  unendlich  gross  werde, 
const,  =  0,  also     x  =  0  setzen. 

Dadurch  wird  u  =  —  uisin/  .  f ,     w^=^  q3  cos  x  •  f  ^^d  nach  (4.) 

»1  •      f      Ö*^  1  qÖ5  I       »*Sl  .  ö» 


Somit  ist 


und 


pcuCOS;:g-^  =i,cos;:[a>Q^+3  ^  +  «gp)-8r^. 
ä^=5^co8;c  +  gf8m;C=0 

Auf  Grund  von  (2.)  und  (4.)  ist  A  p  =  0,  also  g-f  =  0.  Dafemer 
aus  i — ^  =  5 — ^  =  0  folgt,  dass  ^    eine    von    den    Goordinaten    unab- 

octi»ox     ^y*^x  ^x 

hftngige  Constante   sein  muss^  und  weil  in  einem  Punkte  der  F-Axe  p  nur 
einen  Werth  haben  kann,  ist  ^  =  0.     Daraus  geht  hervor,  dass 

und  nach  Einführung  der  Substitutionen 

(38.)    y  =  r.co8Ä,     co'=r.emO 
die  zu '  integrirende  Differentialgleichung  ist: 
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Setzen  wir 


(40.)    I  =  ^  ;s  (8t  Z».,  +  »  Z^,)(6  AM  +  35  am)  «~  ^'^*  *» 

so   sind  i^i,,  und   i^a,«  die    uns    aus    den    vorigen  Paragraphen    bekannten 
Functionen,  welche  der  Gleichung  (13.)  genügen,  während 

7       -nm"-^(?  |("  +  l)(«-l)nin'.-»fl   1  (« +  1)(>«- 1)^«- 3)    •  ,^^ 
Z,,,_sin      ff+   2(l_2n)     ^'^      *+ "iTri-'in)^-^»»)    ®^^      " 


(41.) 


,    («  +  l)(n-l)»(n-3)»(«-5)    •  -r^  ,    . . . 
-r  2.4-6  (1-2  n)  (3-2  n)  (5  — 2*1)^"*         ^       ' 


^... 


sin-(»+») 


(9  I  "("  +  2)  „:_-c+i)fl  ,       «(n  +  2)'(n  +  4)        •    -f^^)/^ 
''+ 2(2n+3)  ^'"  ^+2T(2n4-8)(2n  '    '^  ^"^  " 


+  5) 


r  y.A-ß  i 


n  (n4-^^)K^  +  4)'(n  +  6) 


2.4.6  (2  n  +  3)  (2  n  4-  5)(2  n  +  7) 
particuläre  Integrale  sind  von 


sm 


-(iH-8) 


Ö  + 


Ö    /9Z   . 


(42.)     ^(||sin^ö)  =  (l-n)(2  +  n)Zsin^/?. 

Die  Constanten  n  und  ;i  sind  der  Einfachheit  halber  mit  denselben 
Buchstaben  wie  die  entsprechenden  Grössen  der  vorhergehenden  Para- 
graphen bezeichnet  worden,  indes  sollen  sie  vor  der  Hand  mit  jenen  in 
keinem  Zusammenhang  stehen. 

Für  keinen  Werth  von  B  darf  |  unendlich  gross  werden. 

Wenn  für  n  eine  der  ungraden  positiven  Zahlen  1,  3,  5,  7  . . .  gesetzt 
wird,  bleibt  Z^^n  für  d  =  0,  tt  endlich,  dagegen  wird  in  diesem  Fall  Z,,,»  gleich  00 
und  ist  daher  33  =  0  zu  setzen. 

Wenn  für  n  eine  der  graden  negativen  Zahlen  —  2,  —  4,  —  6,  —  8  •  •  • 
gesetzt  wird,  bleibt  Z^^^  endlich,  dagegen  wird  für  ^  =  0,  71  alsdann  Zx^^ 
gleich  00  und  ist  daher  §1  =  0  zu  setzen. 

Im  Falle  n  =  l,3,5,7...  würde  Ä,,^  und  dadurch  |  in  der  Nähe 
des  Mittelpunkts  (r  =  0)  unendlich  gross  werden,  wenn  nicht  2)  =  0. 

Wenn  aber  n  =  —  2,  —  4,  —  6,  —  8  •  •  •,  hat  man  6  =  0  zu  setzen, 
weil  sonst  |  unendlich  gross  würde,  indem  Rx,%  =  ^  ^r  r  =  0.  Man 
hat  also: 

§- =  ^  ^SlZ,..Ä,.e-^V<4.  J_.rö  Z,..Ä,..  e-^*y"*, 

^   »1=1^,5,7 ...  ^     «  ES- 1,-4,-6 . . . 


oder  indem  man  die  bereit»  oben  an  Gleichung  (16.)  angebrachte  Verein- 
fachung auch  hier  vollzieht, 

(43.)     ^=l^^Z.Ä,e-^V* 

wenn  zur  Abkürzung 

(44.)     Z^  statt  Zi,«  R^  statt  J?,,, 

geschrieben  wird.*) 

Als  Grenzbedingung  gilt  für  die  Wandschicht  der  Flüssigkeit 

(450    'y  (rf)  =^<-"-^-)'^' 

wenn  Z  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  die  Hohlkugel  oscillirt  und 
das  Pendel  sich  bewegt^  bedeutet.     Da  nun  ?7=jL.Z,  also 

(46.)   r=^A/)e-^'y*^ 

und  (46.)  unabhängig  von  der  Grösse  des  Winkel  B  erfüllt   sein  muss,   so 
folgt,  dass  für  n  =  1,  da  Zj  =  1, 


(47.)   «•Z)  =  a{Ä.(i-V)+'^}. 


und  wenn  n 

Mittelst  der  Gleichung  (47.)  ist  2(  für  n  =  1   durch  Z)  bestinmit, 
während  (48.)  die  zu  ti  >  l  gehörigen  A  als  ihre  Wurzeln  liefert. 


*)   Es  ist  fiir  ganzzahlige  ungrade  Werthe  yon  n 

n—l 

*       ^         -^         (n+2)(n  +  4)...(2»  — 1)  sin'^y  ^  ' 


0 

n+l 


_  /_  r\    2      2.4.6...  (n-  1)         1      d  P*  (cos  ^) 
""  ^       ^      *»(ji+2)...(2»— 1)  iin^  d^  ' 

also  ist  /  ^  sin^  d^   als  eine  Eagelfdnctionenreihe  dargestellt. 

u 

**)  Im  vorliegenden  Fall  ist  die  Grösse  der  Reibong  nicht  dem  Unterschiede 
der  Lineargeschwindigkeiten  rf,  sondern  dem  der  Winkelgeschwindigkeiten  |  propor- 
tional zu  setzen.  Ist  letzterer  för  zwei  benachbarte  Theilchen  Null,  so  findet  zwischen 
ihnen  keine  relative  Bewegung,  also  auch  keine  Reibung  statt  Cf.  Lampe ^  a.  a.  0. 
p.  4.  in  der  Anmerkung. 
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Die  Constante  81  für  n  >  1  berechnet  man  aus  der  Winkelgeschwin- 
digkeit, welche  zu  Anfang  des  Versuches,  zur  Zeit  f  =  0,  jedes  Theilchen 
hatte.     Dieselbe  sei  gegeben  durch  die  Function 


(49.)     S  =  2^Z,R^. 

•1|  S|  0  •  •  • 


also 


Die  f&r  Z,  aufgestellte  Gleichung  (42.)  multipliciren  wir  mit  Z„  und 
ziehen  von  ihr  ab  die  ihr  entsprechende  für  Z„,  multiplicirt  mit  Z^.  Nach 
Integration  zwischen  0  und  n  erhalten  wir 

[(1  — n)(2  +71)  —(1  ->n)(2  +tt)]./X  Z^sin^Ode 

(50.)     /     ^nZn  sin'Ö  d  ö  ==  0,  wenn  w  $  n. 
Auf  Grund  von  (21.)  und  (48.)  folgt  ferner  für  n>  1: 

mithin 
(51.)    /y"'^  ^*  sin^örfö  Ä,  dr  ==2l/"  Ä«  Bn  dr.f^'Z,  Z^  sin«»  dO, 

0        0  0  0 

wodurch  das  zu  der  Constantencombmation  X  und  n  (>  1)  gehörige  21  be- 
stimmt ist. 

Die  Gleichungen  (47.),  (48.)  und  (51.)  zeigen,  dass  die  Osdllation 
der  Hohlkugel  um  den  zur  Pendelebene  senkrechten  Durchmesser  die  ein- 
geschlossene  Flüssigkeit  zu  Oscillationen  in  gleichem  Sinne  veranlasst^  so 
zwar^  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  derselben  auf  einer  mit  der  Hohlkugel 
concentrischen  Kugelfläche  dieselbe  ist, 

§.  5.    Die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  des  Pendels. 

Abgesehen  von  dem  Widerstände,  welchen  die  Bewegung  des  Pendels 
in  einem  umgebenden  Medium  findet,  wirken  drei  Kräfte  bewegend  auf 
das  Pendel:  die  Schwere,  der  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die  Hohlkugel- 
wandung und  die  Reibung  zwischen  letzterer  und  der  Flüssigkeit. 

Unter  der  Annahme,  dass  der  Schwerpunkt  der  Pendelmasse  mi,   in 

3* 
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wiBlche  die  Masse  m^  der  Flüssigkeit  in  der  Hohlkugel  nicht  mit  eingerech- 
net sein  soll,  in  einer  Entfernung  l  von  der  Schneide  auf  der  Geraden  liegt^ 
welche  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  senkrecht  zur  Schneide  zieht,  ist 

(52.)     —  mJgW 

das  Moment  der  in  die  Richtung  der  Pendelbahn  fallenden  Componente  des 
Gewichtes,  welches  die  Pendelmasse  bewegt.  W  bedeutet  den  momentanen 
Ablenkungswinkel,  so  dass 


\&W 


J=:SiDe-^*y'^ 


Bt 
(53.)   {  .,.  ., 

Die  nach  den  drei  Axen  geschätzten  Componenten  des  auf  die  ganze 
Hohlkugelwandung  wirkenden  Druckes  sind  nach  (3.),  (35.)  und  (87.) 

Qffa^J  J^O-  —  sin,9sin(f)&mf>coBS^di9d(p'\-a^J    y 'paßini9^cost^d^<iy, 

0  0  0  0 

e5^«*y     /    (l — sin5^sin^)sin^9^co8yc?i9c?9>+ay^^''paSin*^co8yrf^dy, 
^ga^f  /   (1 — sini9^in(f)s\n^&sin<p d&[d(p-^ay    y 'Pa8in^«^siny(/i9^dy*). 

Durch  partielle  Integration   der  zweiten  Theile  dieser  Componenten 
findet  man  mit  Berücksichtigung  von 

als  Werthe  obiger  Integrale 

(54.)    ^0  +  0 

Die  vermöge   der  Reibung  zwischen  der  Flüssigkeit   und  der  Hohl- 
kugelwandung auf  letzteren  wirkenden  Kräfte  bilden  Kräftepaare   mit  der- 


*)  &  und  qp  sind  die  in  §.  2.  Gl.  (5.)  eingeföhrten  Coordinaten. 
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selben  Axe,  dem  zur  Pendelebene  senkrechten  Durchmesser.    Ihre  Summe 
ist  ein  KrSftepaar  mit  dem  Hebelarm  2a,  dessen  Moment 

J2a  Ä  =  2  Ea*(S—^:)f'f'  sm'edßdx 

und    welches   die  Oscillationsgeschwindigkeit  S  der  Hohlkugel  zu  verlang- 
samen strebt. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Mittellinie  des  Pendelfadens  durch  das 
Eugelcentrum  geht,  geben  wir  dem  Eräftepaar  eine  solche  Lage,  dass  sein 
Hebelarm  2  a  den  in  jene  Mittellinie  fallenden  Durchmesser  deckt.  Alsdann 
wirken  am  Pendelsystem  in  den  Entfernungen  L  —  a  und  L-j-  a  von  der 
Schneide  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  ^,  deren  erste  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  der  in  der  Pendelbahn  fortschreitenden  Kugel 
hat.  Sie  lassen  sich  an  dem  System  durch  eine  im  Kugelcentrum  angrei- 
fende, der  fortschreitenden  Bewegung  entgegengesetzte  Kraft  ersetzen, 
deren  Grösse 

(56.) j^ 

und  deren  Moment  in  Bezug  auf  die  Schneide 

—  2aÄ. 

Schliesslich  sei  das  Trägheitsmoment  der  Pendelmasse  mi  in  Bezug 
auf  die  Schneide  nii  (A;*  +  f).  Dann  wird  auf  Grund  von  (52.),  (54.)  (55.) 
und  (56.)  die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  des  Pendels: 

Es  könnte  befremden,  dass  in  dem  Factor  von  -^-r^    das    Trägheits- 
moment der  Plüssigkeitskugel  in  Bezug   auf  den  Durchmesser,  +im2a*, 
fehlt.     Das  Glied  i'^^^^^-^w  ^s*  ™  vorliegenden  Falle,   wo  eine  reibende 
Flüssigkeit   an    SteDe    eines   festen  Körpers   die    Hohlkugel  erfüllt,   durch 
Q-^l   ersetzt,  und  wenn  y*  =  0,  d.  h.  wenn  die  Flüssigkeit  als  eine 
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vollkommene,  nicht  reibende,  angenommen  wird,  verschwindet  jenes  Grlied. 
Alsdann  existirt  aber  keine  Bewegung  |  in  der  Flüssigkeit,  weil  dann  na^h 

(39.)  öf  =  0,  also  ^  =  0.    Eine  vollkommene  Flüssigkeit  bleibt  bei    der 

Rotation  der  begrenzenden  Hohlkugel,  die  äusserste  Wandschicht  abgerech- 
net, welche  durch  etwaige  Adh&sion  (Reibung)  an  der  Wandung  zum  Mit- 
schwingen genöthigt  sein  könnte,  vollständig  in  Ruhe;  schon  die  zvreit- 
innere  Schicht  kann  durch  die  äussere,  wenn  i?  =  0,  nicht  mehr  be^^wegt 
werden.  Es  muss  demnach,  weil  in  diesem  Falle  keine  lebendige  Kraft  zu 
einer  rotirenden  Bewegung  der  Flüssigkeitskugel  verwendet  wird,  das  Trig- 
heitsmoment  im^a^  in  obiger  Gleichung  fehlen. 

Nach  Einführung  der  in  (53.)  angegebenen  Werthe  wird  aus  unserer 
Pendelgleichung 


(57.)  i.y-\-ijL 


2ef 


8Ä,        2  jf 


-   3+.(^-i-Ä,)_ 


worm 


(58.)    l    ~      '^i(*'+n+^^^'' 

~mi(*»  +  Z«)  +  m,L«' 

Die  in  den  Termen  von  f,  deren  n  =  1,  enthaltenen  i*  müssen  Wu^ 
zeln  von  (57.)  sein.  Sie  sind  identisch  mit  den  in  Z  enthaltenen  Con- 
stanten X^. 

§.  6.    Berechnung  der  Gonstanten  D.     Discassion  der  Gleichungen 

(31.)  und  (48.). 

Durch  Multiplica^ion  von  (57.)  mit  (47.)  ergiebt  sich 

(59.)  „.D(xv+fj,^)=?f' ap^-l-Ä.].. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  der  für  }!^  aufgestellten   Gleichung 
(47.),  nämlich 

so  finden  wir 
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Vertauschen  wir  hierin  i?  mit  l^  und  subtrahiren  die  so  geänderte  Gleichung 
von   der  ursprünglichen,  so  wird  mit  Benutzung  von  (21.) 

(60.)  aa'/-ii.«;rfr=£^(^j^_,) 

unter  der  Bedingung  ;i*  $  x'^. 
Weil  femer 

Z^=l  und    r  sin' ede=i, 

ist 

^'  f'R.f'' Ssm^e  dddr  =  i'^  Sk^pR^R^dr 

b  0  b 

und  nach  (60.) 


^/'R'J'S  sin»  Ö  rftf  dr  =  i  ^-S-i"  i)"  (f  J7T 


X5T74 


) 


+  i  3l'*/"Äi'  (?r. 


Das  Summenzeichen  erstreckt  sich  über  alle  Wurzeln  A"*  >  il'^  von  (57.). 
Nach  (53.)  ist  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  und  Ablenkung 
des  Pendels: 


(61.)    Z,  =  2:D,     TFo  =  — -T 


D 


A>y«' 


Führen  wir  dieselben  in   die  letzterhaltene  Gleichung  ein  und  schreiben  X 
stÄtt  ä',  so  wird: 

Eliminiren  wir  hieraus  ^  durch  (47.)^,   so  erhalten  wir  schliesslich  das  für 
n  =  1  zu  X^  gehörige  D  aus : 


z% 


(62.)     Da' 


2c/*  Ä!  dr 

0  ' 


_«{*.+^fö-l-^0}L 


4-  l  — -^-^ 


) 


Ssin^edßdr. 


Nachdem  wir  nun  alle  Gleichungen  aufgestellt  haben,  aus  denen 
sämmtliche  Constanten  des  Problems  zu  berechnen  sind,  wendie^n  wir  uns  zur 
Discussion  und  physikalischen  Deutung  derselben,  zunächst  von  (31.)  und  (48.). 

Hätte  eine  von  diesen  beiden  Gleichungen  eine  imaginäre  Wurzel  Ä, 
so  mttsste  sie,  da  alle  Coefficienten  in  ihr  reell,  auch  die  conjugirt  imagi- 
näre Wurzel  l*  haben.     Nun  ist  aber  im  §.   3  nachgewiesen,  dass,  wenn 

X^  ^  A'*  und  beide  Wurzeln  von  (31.)  sind,   y     Ä«+i  H^n+i  rfr  =  0,    eine 

Gleichung,  die  für  conjugirt  imaginäre  k  und  if  nicht  bestehen  kann. 

Zu  Ende  des  §.  4.   ist  femer  in  entsprechender  Weise  gezeigt,  dass 

wenn  A*  und  A'*  zwei  verschiedene  Wurzeln  von  (48.)  sind,  die  Gleichung 

^^  «  

Rn  lün  dr  =  0  gilt.    Da  aber  auch  diese  für  conjugirt  imaginäre  Werthe 

X  und  i!  nicht  bestehen  kann,  so  hat  auch  (48.)  keine  imaginäre  Wurzel  Ä. 

Sämmtliche  Wurzeln  X^  von  (31.)  und  (48.)  sind  also  positiv;  jedes  'der 
Glieder,  welche  •  die  vom  Anfangszustand  herrührende  Bewegung  in  der  Flüs- 
sigkeit darstellen,  nimmt  mit  wachsender  Zeit  stetig  gegen  Null  hin  ab. 

Es  lässt  sich  aber  auch  die  Zeit  St  bestimmen,  nach  welcher  die  Be- 
wegung, welche  die  Flüssigkeit  Anfangs  hatte,  so  weit  verbraucht  ist,  dass 
sie  als  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  nicht  mehr  merklich  ist. 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (24.)  finden  wir  die  Ketten- 
bruchentwicklung 

g  Rn(a)_  . an^ 

Rn^iia)~^        (2«  +  3)(2w  +  5) 


/ 


aU» 


(2n  +  5)(2«  +  7) 


1  — 


aU» 


(2»  +  7)(2n-|-9) 


1-. 


a»A»      ,  aiJ»^^(«) 


(2n+2(U+l)  (2n+2/*+3)Ä,M-^+j(«) 


^«^  »»"^  (2n  +  2M4-l)(2«  +  2,/  +  3)  ig..,...^x  (a)  ^'^  «"»  unendhch 
grosses  jn  verschwindet,  indem  immer  der  Quotient  aus  dem  m**"  Gliede 
des  Z&hlers  obiger  gebrochener  Function  und  dem  m**°  des  Nenners  ver* 
schwindet,  wenn  u  =  oo ,  so  darf  man  den  Eettenbruch  ins  Unendliche 
fortsetzen  und  hat: 


Rn^t(»)  (2i»  +  3)(2n  +  5) 


1  — 


a-l* 


(2i»4-5)(2n  +  7) 


1~ 


a*i.* 


(2n4-7)(2n  +  9) 

1  — 


Damach  können  wir  statt  (31.)  und  (48.)  schreiben 
<64«.)  *  "  ^ 


2n  +  3  (2n  +  8)(2n-i-5) 

1  — 


a»P.» 


(2  n  +  5)(2  n  +  7) 
1  — 


(64».)      ""'  +  "  -*^' 


2«  +  l         (2«  +  l)(2n-i-8) 


1  — 


(2  n  +  3)(2  n  4-  5) 
1  — 


Wir  machen  an  dieser  Stelle  eine  Voraussetzung,   welche   uns   be- 
sonders  im  folgenden  Paragraphen  von  Nutzen  sein  wird,   n&mlich.  dass 

a 


-  :>  3.    Um  die  Znlfissigkeit  dieser  Annahme  darzulegen,  führen  wir  einige 

bekannte  Werthe  des  (von  Herrn  Helmholtz  so  genannten)  oberflächlichen 

Gleitungscoeffiicienten  e  auf.    Nach  Herrn  Helmholtz  ist  derselbe 

fOr  Wasser  von  24,5°  C.  und  Gold  0*",23534 

„    Alkohol    „     24,05°  „         0- ,01 096 

,    Aether     „     21,6°  „         0^,01248 

„    Schwefelkohlenstoff  von  21,85°  C.  und  Gold  0~  ,04430. 


1  —  -TT. — .  wn  r^ — :—77n   u.   8.  w.  wären  >  ],   der  Eettenbruch  mithin  statt 
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Ebenso  hat  Herr  Helmholtz  aus  ötrardschen  Versuchen  deB  Werth 
von  £  für  Wasser  und  Kupfer  als  0*"  ,03984  berechnet,  während  in  den 
Poi8euüle^(Ai%n  Versuchen  nach  ihm  €  =  0  gewesen  sein  musste.  Nach 
den  Versuchen  von  Herrn  0.  E.  Meyer  hat  «  för  Wasser  von  19,0^  und 
Oel  von  20,4''  ungeft.hr  die  Grösse  von  0*^,05. 

Auf  Grund  vorstehender  Voraussetzung  sind  die  linken  Seiten  beider 
Gleichungen  (64.)  grösser  als  ^. 

Wäre  nun  in  (64-.)  (2n  +  8)  (2n  +  5)  <  *'  «^  ^^^'^  W+^X^+'jy 
(l^Tf^^Mh^)  ^-  «•  ^-  <  *'  sämmtliche  DifiFerenzen  1  -  (g^/g^^J^^^y 

(2«  +  7)  (2n  -f  9) 
grösser,  kleiner  als  i.     Deshalb  muss  /o  4-  3^  rSw  -^  5^  -^  ^  ®^^°*  * —    ^^® 

demselben  Grunde   muss  in  (64^.)  775 — ttt-tö — ro\  >  i   s^i^-  —    Da  nun 

^        ^   (2n  +  1)  (2n  +  6)  * 

der  kleinste  Werth  von  n  in  den  den  Anfangszustand  der  Flüssigkeitsbe- 
wegung darstellenden  Gliedern   2  ist,   so  ergiebt  sich,  dass  kein   l^  jener 

Terme  '^  j—^  sein  kann.    Nach  Ablauf  der  ZeitSE,  für  welche  jede  der  Expo- 

nentialfunctionen   e~     ^  ^  eine  unendlich   kleine  Grösse  von  der  Ordnung 

der   Anfangsgeschwindigkeiten,  etwa  =  ~j  S  wird,  ist  die  Anfangsbewegung 

als  verbraucht  zu  betrachten.  Substituiren  wir  für  den  im  Experiment  un- 
bekannten Werth  von   -j  S  den  von  gleicher  Ordnung  angenommenen  an- 

ftnglichen  Ablenkungswinkel  des  Pendels  JTo,  so  ist  die  Zeit^  nach  deren 
Ablauf  man  die  Beobachtungen  berechnen  kann^  ohne  eine  Anfangsbewegung 
in  der  Flüssigkeit  anzunehmen: 

(65.)     %  =  —  —  ^  log.  nat.  W^. 

§.  7.    DIscussion  der  Gleichung  (57.). 
Nach  Anwendung  von  (22.)  nimmt  (57.)  die  Form  an: 

woraus  ersichtlich,  dass  sie  keine  rein  imaginären  Wurzeln  hat,  weil  für 
solche  Werthe  von  l  die  linke  Seite  der  Gleichung  stets  kleiner  als  Null  bleibt 


ST 
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Hat  die  Gleichung  (57.)  oder  (66.)  eine  complexe  Wurzel  i=a-f-V^j 
so  existiren  wegen  der  reellen  Coefficienten  und  der  durchweg  graden 
Potenzen  in  der  Gleichung  noch  die  drei  anderen  complexen  Wurzeln 

a  — 1/9,     —  a  +  ißj     —  a-^  iß. 

Genügen  nun  die  beiden  conjugirt  imaginären  Wurzeln  i  =  «  +  t /J, 
l'  =  a  —  tßy  in  denen  wir  a  und  /9  als  positiv  voraussetzen  wollen,  der 
Gleichung  (57.),  so  besteht  für  sie  die  Gleichung: 

welche  man  erhält,  wenn  man  in  (57.)  erst  ^,  dann  X'  einsetzt  und  die  so 
gebildeten  Gleichungen  mit  Berücksichtigung  von  (21.)  von  einander  sub- 
trahirt.    Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sind  positiv, 

ff         h 


woraus   folgt,    dass  £  jyJj%  y4 

(68.)     a'  +  /^ 


1  sein  muss,  oder 

Da  Y^  nicht  unendlich  klein  ist^  sobald  wir  es  mit  einer  reibenden 
Flüssigkeit  zu  thun  haben,  folgt,  dass  für  die  Grösse  des  Moduls  etwaiger 
complexer  .Wurzeln  eine  endliche  Grenze  gesteckt  ist. 

Um  weiter  zu  untersuchen,  wie  viel  complexe  Wurzeln  die  be- 
sprochene Gleichung  haben  kann,  bilden  wir  nach  (63.)  den  Kettenbruch: 


ajRj  (a) 


1  — 


;»;. 


Ö.7 


7-9 


1 


9-11 


welchen    wir  bei  irgend   einem   vom  Anfang   hinreichend    weit   entfernten 

(2*  —  l)**"  Zahler    (  .    -    sei   der   erste  Zähler  und  s  eine  ganze  Zahl) 

abbrechen  können,  so  dass  nach  Reduction  des  abgekürzten  Eettenbruches 
auf   eine    gebrochene   Function    für    alle    l'^  ^    deren    Modul    kleiner   als 

j^Y^j  di^  Gleichung  gjjjb: 


Da  die  Functionen  F  und  /  in  Bezug  auf  Jt*  vom  **"  resp.  (* — l)*" 
Grade  sind,  so  zeigt  sich,  dass  in  (66.) 

5Ä,(a)-«X»Ä.(«)       AjP/m_eiv;-ia') 

als  eine  echt  gebrochene  Function  betrachtet  und  deshalb  in  Partiatbrüche 
zerlegt  werden  kann,  so  lange  nur  solche  Werthe  von  it^  in  Betracht  kom- 
men, deren  mod.  <  ^^^'  ^^e  Wurzeln  von  ^i^X^*)— 2itV-i(i")=0, 
jderen  mod.  jener  Bedingung  genügen,  sind  Wurzeln  von 

5Äi(a)  — €i*Ä,(a)  =  0 
und  umgekehrt. 

Letztere  Gleichung  hat  ebenso  wie  (48,),  welche  für  n=l  mit  Zu- 
hilfenahme von  (22.)  in  diese  überseht,  nur  positive  Wurzeln  Ä*.  Für  die  Partial- 
bruchzerlegung  kommt  es  aber  darauf  an,  zu  wissen,  ob  unter  ihnen  mehrere 

gleiche  vorhanden  sind,    die  kleiner  als  -^  y^.    Wäre   dies   der  Fall,   so 

müsste  die  fragliche  Gleichung  zugleich  mit  ^^  (5  Ri  (a)  —  eX^  R^  (a))  =  0 
durch  ein  und  denselben  Werth  von  X^  befriedigt  werden  können.    Weil  nun 


(^^•)        dl     ~  T     dr     ' 
60  geht  letztere  Gleichung  bei  Anwendung  von  (22.)  und  (25.)  Aber  in 

5Ä,(a)-(|-l)Ä,(a)  =  0. 

Sollte  diese  Gleichung  mit  der  besprochenen  eine  gleiche  Wurzel  X^ 

haben,   die   kleiner  als-j^y^,  so  müsste  dies  j  (-  — -j    sein,     welchen 

Werth  wir  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Voraussetzung  als 
negativ  ansehen  und  deshalb  nicht  als  Wurzelwerth  gelten  lassen  können. 

Wollte  man  dagegen  beide  Gleichungen  dadurch  neben  einander  be- 
stehen lassen,  dass  für  ein  and  dasselbe  X^  sowohl  i2i(a)ssO,  als  auch 
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JS,  (a)  s=s  0  wflrde,  so  müssten  dieselben  gleichen  Wurzeln  wie  diese  beiden 
Gleichungen  nach  (38.)  auch 

Bo  (a)  =  -y-  sinaX  =  0  und  R_i  (a)  =  cosaA  =  0 

haben.  Die  ihnen  beiden  zugleich  geBügenden  Wurzeln  sind  aber  un- 
endlich gross.  A 

Die  Gleichung  5Äi(a)  —  BX^Ri(a)  =tO  hat  also  keine  gleichen 
endlichen  Wurzeln. 

Sind  Xi\  V  •••  X/  ihre  nach  zunehmender  Grösse  geordneten  end- 
lichen Wurzeln,  so  gilt  die  Partialbruchzerlegang: 

iR^  (a)  —  €l^  Ä,(a)"~i«  _  i/  -r  A»  —  Aj»  "T"        ^  l^  ^  Z/' 
(worin  P«  =  —  ^^3^^^,.;^^.)    für    aUe    k\    deren   mod.   <  ^  j/^. 
Alle  complexen  Wurzeln  von  (57.)  oder  (66.)  enthält  demnach  die  Gleichung 

(70)    Ay+f3T^+-^{xrzfxi  +  Xä^^ 

Die  Function  linker  Hand  ist  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
der  Wurzeln  kt,  V  •  •  •  l,^  stetig.  Wenn  i*  zu  irgend  einem  der  z  Wurzel» 
werthe  angewachsen  ist,  springt  ihr  Werth  von  +  ^  "^  —  ^  über,  so 
dass  sie,  wenn  k^  successive  alle  positiven  Werthe  annimmt,  im  Ganzen 
z  —  1  mal  von  —  oo  bis  +  oo  stetig  anwächst,  also  wenigstens  ebenso 
oft  auch  den  Werth  Null  erreicht.  Im  Ganzen  hat  die  Gleichung  (70.), 
als  vom  (j2^  +  2)***  Grade  in  Bezug  auf  X\  2z-\-4:  Wurzeln  A,  von  denen 
wenigstens  2  ä  —  2  reell  sind.  Weil  aber  complexe  Wurzeln  X  nur  immer 
in  Gruppen  zu  je  vier  auftreten  können,  so  hat  (70.),  also  auch  (57.) 
höchstens  vier  complexe  Wurzeln  X. 

Das  Vorhandensein  der  letzteren  lässt  sich  im  Allgemeinen  analytisch 
nicht  nachweisen,  wohl  aber,  wie  der  Anfang  des  nächsten  Paragraphen 
zeigt,  im  Experknent  selbst  mit  Sicherheit  constatiren.  Unter  Voraus- 
setzung ihrer  Existenz  zerfällt  3*  in  zwei  Theile,  einen  periodischen  und 
einen  nichtperiodischen,  nämlich: 

(71.)      J=2(8cos2a/?y*?  +  3Rsin2a/9y*0^~^'''~'*'^^'^ 
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Wenn  <^  —  (f^  wie  wir  Bofort  nachweisen  werden,  poiätiv  ist, 
nimmt  die  Amplitude  der  periodischen  Schwingung^  wenn  die  Zeit  in  artth^^ 
metischer  Progression  wächst^  in  geometrischer  Reihe  ah.  Das  logarith- 
mische  Amplitudendecrement  rT  des  periodischen  Theils  der  Schwingungen 
und  die  Schwingungsdauer  T  sind: 


(72.)    L=^_iE 


Hieraus  folgt: 


(73.) 


2 

I 


Um  nun  nachzuweisen,  dass  d>Ot  setzen  wir  in  (66.)  den  Wurzelwerth  ' 

i  =  a  +  »7?,  dann  i'  =  «  —  iß  ein  und  erhalten,   wenn  wir  mit  Rück- 
sicht  auf  (23.)  addiren: 

25f^^^  — —  Ä,Ä/l+2£i»l?»Ä,(o)Ä',(a) 
1^74.;      o  ^^T^LiU'Jy*/         «    (5Äi(a)  — eA»Ä,(a))(6Ä',(a)-«A'»Ä;(a))' 

t^esetzt,  es  wäre  ^  <  0,  also  auch  X*  +  i"  <  0,  so  mQsste 


0 

sein.    Nach  (11.)  aber  ist 


SO  dass  nach  Gebrauch  von  (22.) 

unter  der  obigen  Annahme  positiv  wQrde. 
Es  ist  also  d>0. 
Weil  demnach  a^>(f^  so  folgt  aus  (68.),  dass 

oder 


(76.)      T>n)l^. 
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Die  Sckiaingufigsdauer  ist  also  grösser^  als  wenn  eine  gleichmassige 
vollkommene  Flüssigkeit  an  Stelle  der  reibenden  die  Hohlkugel  erfüllte. 
Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  dass  die  SchwinguDgsdauer  auch  grösser  sei 
als  diejenige,  welche  das  Pendel  haben  würde,  wenn  die  Hohlkugel  statt 
der  Flüssigkeit  einen  festen  Körper  von  gleicher  Masse  enthielte.  Denn 
wie  wir  im  §•  5«  bemerkten,  erhält  b  ftlr  den  Fall  der  Ausfüllung  der 
Hohlkugel  durch  einen  festen  Körper  einen  kleineren  Werth. 

§.  8.    Berechnnsg  der  im  Experiment  zu  beobachtenden  Grössen. 

Die  experimentelle  Beobachtung  von  T  und  3  würde  beträchtliche 
Schwierigkeiten  haben,  wenn  die  Pendelbewegung,  wie  (71.)  andeutet,  aus 
der  Uebereinanderlagerung  einer  periodischen  Schwingung  und  einer  nicht 
periodischen  Bewegung  bestände.  Es  ist  daher  von  wesentlichem  Nutzen 
zu  wissen,  dass  wenigstens  nach  einer  bestimmten  Zeit  die  Pendelbewegung 
eine  einfache  Schwingung  ist. 

Dies  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,   die  Flüssigkeit  habe  entweder 

keine  Anfangsgeschwindigkeit  gehabt  oder  die  Zeit  St  =  —  35  "T  ^^8*  °*^**  ^0 

sei '  nach  dem  Loslassen  des  Pendels  bereits  verstrichen ,  so  dass  nach 
§•  6.,  wenn  man  die  Zeit  t  von  einem  d8ä*auf  folgenden  Momente  an  zu 
zählen  beginnt,  in  welchem  das  Pendel  grade  die  Geschwindigkeit  Null  und 
die  Ablenkung  W^  hat,  S  s^  0  zu  setzen  ist« 

Dadurch  wird  die  Gleichung  (62.),  aus  welcher  D  zu  berechnen  ist^ 


(76.)     D 


2c  f""  R:-  dr 

°        +1- 


_.{«.+.(^-i«,)L 


Lii*f 


9  ^^, 


L  A»y*  ' 


Nach  (21.)  ist  nun 


töÄ,  ^       ÖÄi„-|  r^R^^R^     S*iyiD~l 


Mit  Benutzung  von  (69.)  findet  man  daraus 


/>  *  =  rii{fö-T*.)'+|«.(^  -  |iJ.)+ W}. 


«#4» 


Setzt  man  diesen  Werdi  in  (76.)  ein,  so  findet  man  unter  Berück* 
sichtigung  von  (57.) 


(77.) 


Das  zu  einem  positiven  k^  gehörige  D  hat  also  gleiches  Zeichen  mit 
TTo,   es   kann  also  JS'De'"^*^  '  nie   sein  Zeichen   indem   und    bedeutet 

einen  Geschwindigkeitsüberschuss,  welcher  nach  der  anfSEknglichen  Ablenkung 
Wo  hin  gerichtet  ist.  Hätten  wir  aber  eine  Schwingung  später  die  Zeit  t 
zu  zählen  angefangen,  so  müsste,  weil  Wq  alsdann  das  entgegengesetzte 
Zeichen  hätte,  auch  jener  nichtperiodische  Geschwindigkeitsüberschuss  die 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  was  damit  in  Widerspruch  steht,  dass  er 
sein  Zeichen  nicht  ändern  kann.     Daraus  folgt,  dass 

Weil  aber  auch  5o  =-ZZ)  =  0,  so  erhalten  wir  statt  (71.) 

(78.)     J=2aRsin^^-^S 

Wir  gehen  nunmehr  an  die  Berechnung  von  T  und  d  aus  den 
beiden  für  i  =  a  +  t/?  und  l'  =  a  —  iß  aufjgestellten  Gleichungen  (57.), 
durch  deren  Addition  und  Subtraction  wir  nach  Gebrauch  von  (25.)  und 
(73.)   finden: 


(79.) 


'r*^) 


icf 


R. 


r 


R, 


R^-{-^e(R^ 


-+ 


«o-jRt 


1äi)  '  fi',-h3«(Ä'o— J-ä;) 


n  /9_ 
-T\L_ 


s^l-  ') 


Hey' 


Rq — -Ri 


^0 — jr-'^i 


T  T 


i/-ri. 


Unter  der  Voraussetzung,   dass  eine,  endliche  Schwingungsdauer  T 


sich  im  Experiment  als   vorhanden  erwiesen  hat,    und  dass  ^  sehr  klein 
ist,  sind 


und 


-  =  TFT*''^?^  + '^  +  * 


''li=7^T/V'^  +  ^-» 


wegen  des  im  Vergleich  zu  a  kleinen  Werthes  von  y  hinreichend  gross, 

um  ^""^^  gegen  e^^^   vernachlässigen   zu   können.      Indem   wir   daher 

setzen 

sinai  =  %  cosaX     (i  s=  «  -j-  iß) 

smai!  =  —  t  cosaA'     Q!  =  a  —  t/3), 
haben  wir  nach  (24.)  und  (23.) 


aU»— 3(l+tai) 


6a»A«  +  (a-8fi)(l  +  *«'^)' 


Mit  Vemacblftssigung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  <f  er- 
halten wir  aus  (79.) 

I         8cy»       La*        P 

(80.) 


a    iLa*  +gb  N" 


9f> 


4a*  =  4a*cy 


*Q 


La*       '"  '   N 

zur  Berechnung  von  d  und  a  =  y  ^ 

In  (80.)  ist  zur  Abkürzung  gesetzt 

fP  =  8t  a*  ö*  +  (a  —  6«)  «*  r^i  —  3  (a  —  3«)  / x, 
Q  =  aa»(4a»  +  (y)— 4ya* 

[x,  =  ao»  (4a»  —  «^)  +  S^^iTo,    x,  =  4a»  a'  +  2y»a  —  «y  (4ö»  —  <J).  •) 


(81.) 


*)  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Gleichungen  (80.)  and  (81.)  anoh  fOr  das 

S 


Hü  
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Die  Auflösung  von  (80.)  nach  J  und  a  ist  im  Allgemeinen  nur  auf 
numerischem  Wege  möglich.    Ist  jedoch  c  sehr  klein,  —  eine  Voraussetzung, 

welche  fast  immer  erfüllt  sein  wird,  —  so  genügt  es,  in  -^   einen    Nähe- 

4 

rungswerth  von  (t,  etwa  V|^>  und  das  durch  diesen  N&herungswerth  be- 
rechnete d  einzusetzen,  so  dass 

iP^-J      li>—      g(m^lJ^'m^L)      ^^^       ff»    N^ 

_2    1/8     /l 

Wenn  man  in  — ~-  :!>,£  =  0  setzt  und  die  kleineren  Grössen  d  und 
^'^  vernachlässigt,  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  zu  — .  Von  diesem  Werthe 
wird        ^     jr  nur  wenig  verschieden,  gewöhnlich  also  kleiner  als  |  sein.*) 

Dadurch  wird  die  Schwingungsdauer  kleiner  als  die  für  das  gleiche  Pendel, 
welches  in  der  Hohlkugel  statt  der  Flüssigkeit  einen  gleichmassigen  festen 
Körper  enthält,  (cf.  §•  7,  pag.  31.).  Eine  Abweichung  in  diesem  Sinne  zeigt 
der  Bessehche  Versuch  mit  dem  kürzeren  Pendel. 

Wenn  aber  L  so  gross  wird,  dass  ^i    ^^    verschwindend    klein    zu 

betrachten  ist,  dann  wird,  wie  (82.)  zeigt,  die  Schwingungsdauer  gleich 
derjenigen,  welche  das  Pendel  haben  würde,  wenn  die  Flüssigkeit  durch 
einen  gleichmassigen  festen  Körper  ersetzt  wäre.  Dem  entsprechend  zeigt 
die  von  Bessel  aus  den  Versuchen  mit  dem  längeren  Pendel  berech- 
nete Länge  des  einfachen  Secundenpendels  nur  eine  innerhalb  der  Beobach- 
tungsfehler  liegende  Abweichung  von  der  aus  den  Versuchen  mit  festen 
Körpern  berechneten. 


logarithmische  Amplitadendecrement  und  die  Schwingongsdauer  einer  mit  Flüssigkeit 
gefällten  Hohlkugel  gelten,  welche  um  einen  festen  verticalen  Durchmesser   oscQlirt^ 

wenn  man  in  den  Gonstanten  c  und  y-  die  Tr&gheitsmomente   in   der  erforderlichen 

Weise  ändert  und  als  bewegende  Kraft  statt  der  Schwere  die  Torsion  des  Aufhänge- 
fadens  einfährt. 

*)  Für  Wasser  ist  y  <:  1,«°25. 
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Statt  der  Gleichung  (78.)  findet  man  im  Falle  eines  sehr  kleinen  a 
durch  (77.) 


(83.)     Z=  -  Wo  / 


ab    .    Ttt    St 


and  durch  Integration: 


(84.)     W=  W,  (008^.*+  y^ sin  '^)e-^*. 

Wenn  man  in  (80.)  und  (82.)  e  =  0  setzen  darf,   so  vereinfachen 
sich  diese  Gleichungen  zu 

cy    2Ä»— y» 


(85.) 


<y 


a«   A>+a»(F«' 


2yh 


y,       mi(*»+/*)+m,L*+m,a«  ^,  ^"^,  ^, 


71« 


g(in^^  l  +  m^L) 


an  —  y. 


Vorstehende  Rechnung  ist  durchgeführt  ohne  jede  Rücksicht  auf 
den  Einfluss,  welchen  die  umgebende  Luft  auf  die  Pendelbewegung  hat. 
Trotzdem  lassen  sich  die  Reibungsconstanten  y  und  b  durch  die  abgeleite- 
ten Formeln  aus  Beobachtungen  im  lufterfQllten  Räume  berechnen,  wenn 
man  folgende  Methode  anwendet.  — 

fi  sei  die  Masse  m  eines  Körpers,  vermindert  um  die  Masse  der  von 
ihm  verdrängten  Luft,  so  ist  nach  (82.)  die  Schwingungsdauer  T  unseres 
in   der  Luft  schwingenden  Pendels  gegeben  durch 


y,       m,(P  +  Z»)  +  m,L>+m,a»?^-| 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Luft  während  aller  Beobachtungen 
denselben  Druck,  Feuchtigkeitsgehalt  und  Temperatur  habe,  ist  der  Factor 
f(U^O)  allein  von  der  Geschwindigkeit  U^  welche  das  Pendel  in  jedem 
Augenblick  hat,  sowie  von  der  Natur  und  Grestalt  seiner  Oberfläche  0  ab- 
hftngig.  Denn  haben  zwei  Pendel  von  vollkommen  gleicher  Oberfläche  in 
jedem  Moment  genau  dieselbe  Bewegung,  so  wird  durch  sie  die  umgebende 

5^ 
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Luft  beidemal  in  denselben  Bewegungszustand  versetzt,  die  Rückwirkung 
auf  die  Pendel  muss  also  bei  beiden  dieselbe  sein.  Die  momentane  Ge- 
schwindigkeit  ü  ist  nun  bei  constantem  Anfangszustande  des  Pendels  eine 
Function  der  Schwingungsdauer  T  und  des  beobachteten  logarithmischen 
Amplitudendecrements  d.  Bei  constanter  Schwingungsdauer  und  Oberfläche 
ist  daher  /  allein  von  d  abhängig  und  lässt  sich  in  die  Reihe 

/=  1  ^  Ad  +  Bd!"  -] 

entwickeln,  deren  von  d  freies  Glied  1  sein  muss,  weil,  falls  d  =  0,  eine 
aerodynamische  Einwirkung  auf  die  Pendelbewegung  nicht  vorhanden  ist. 
Mit  Vernachlässigung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  d  wird  also 

(a.)         -^  == 7 y~T j^ (1  +  ild). 

Das  zum  Versuch  bestimmte  Pendel  trage  nun  am  Pendelfaden  einen 
rings  geschlossenen  Hohlcylinder  von  geeigneter  Länge,  welcher  sich  durch 
eine  seitliche  Klappe  Offiien  lässt.  Mit  diesem  Pendel  beobachte  man  die 
durch  (a.)  bestimmte  Schwingungsdauer  T.  Alsdann  entleere  man  die  Hohl- 
kugel und  befestige  am  Pendelfaden  innerhalb  des  Hohlcylinders  einen 
homogenen  Rotationskörper  von  geometrisch  bekannter  Gestalt,  so  zwar, 
dass  seine  Rotationsaxe  mit  der  Mittellinie  des  Pendelfadens  zusammenfällt. 
Man  verschiebe  ihn  solange  am  Pendelfaden,  bis  die  Schwingungsdauer  des 
anfänglich  ebensoweit,  wie  im  ersten  Versuch,  abgelenkten  Pendels  wieder 
dieselbe  Länge  hat,  wie  vorhfer.     Alsdann  hat  man  die  Gleichung 

wenn  m'  die  Masse  des  Rotationskörpers,  U  die  Entfernung  seines  Schwer- 
punktes von  der  Schneide  und  m'  (k!^  -f"  U'^)  sein  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  jene  ist.  d!  ist  das  jetzt  beobachtete  logarithmische  Amplituden- 
decrement.  Die  Constante  A  hat  nach  den  vorangeschickten  Bemerkungen 
in  (a.)  und  (b.)  denselben  Werth. 

In  gleicher  Weise  verfahre  man  mit  noch  zwei  anderen  Rotations- 
körpern von  den  Massen  m"  und  m"',  wodurch  man  zwei  neue  Gleichungen 
erhält,  aus  denen  in  Verbindung  mit  (b.)  die  drei  Grössen  mj  (k?  -j"  0>  ."i  ' 
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und  A  zu  berechnen  sind.*)    Aus  (a.)  findet  man  sodann  den  Werth  von 
w,  a^  — f-  -^  wodurch  eine  Gleichung  f&r  die  zu  bestimmenden  Grössen 

y  und  B  gewonnen  ist. 

Durch  eine  zweite  Versuchsreihe  mit  ver&ndertem  Pendel  ergiebt 
sich  eine  zweite  ähnliche  Gleichung,  welche  mit  der  ersten  y  und  e  voll- 
ständig bestimmt.  — 

Wir  schliessen  mit  einem  kurzen  UeberWick  Ober  die  Resultate 
unserer  Rechnung. 

1.)  Die  in  der  Hohlkugel  enthaltene  Flüssigkeit  wird  nicht  durch 
ihre  gradlinige  Fortbewegung,  sondern  nur  durch  die  Oscillation  um  den 
zur  Pendelebene  senkrechten  Durchmesser  in  Bewegung  versetzt.  Sie 
oscillirt  ebenfalls  um  den  zur  Pendelebene  senkrechten  Durchmesser  mit 
Winkelgeschwindigkeiten,  welche  nur  auf  jeder  mit  der  Hohlkugel  con- 
centrischen  Eugelfläche  constant  sind.     (§§.  3  und  4.). 

2.)  Eine  etwaige  Anfangsbewegung  in  der  Flüssigkeit  ist,  wenn  sie 
von    der    Ordnung    der  Pendelgeschwindigkeit,    spätestens    nach  der   Zeit 

%= — 35  T  log.nat.  Wq  durch  die  innere  Reibung  vernichtet.     (§.  6.) 

3.)  Nach  Ablauf  dieser  Zeit  2;,  oder  gleich  von  Anfang  an,  wenn 
die  Flüssigkeit  bei  Beginn  des  Experiments  in  Ruhe  war,  ist  die  Pendel- 
bewegung durchaus  periodisch.     (§.  8.) 

4.)  Die  Amplitude  der  Pendelschwingung  nimmt,  wenn  die  Zeit  in 
einer  arithmetischen  Reihe  wächst,  in  einer  geometrischen  ab*     (§.  7.) 

5:)  Die  Schwingungsdauer  ist  grösser,  als  wenn  dasselbe  Pendel  statt  der 
reibenden  eine  vollkommene  Flüssigkeit  in  der  Hohlkugel  enthielte.    (§.  7.) 

6)  Zumeist  wird  die  Schwingungsdauer  kleiner  sein,  als  wenn  die 
Flüssigkeit  durch  einen  gleichmassigen  festen  Körper  ersetzt  wäre.  Bei 
sehr  grosser  PendeUänge  hat  die  innere  Reibung  der  Flüssigkeit  gar  keinen 
Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Pendels.     (§.  8.) 


*)  Will  man  höhere  Potenzen  von  d  in  f  beibehalten,  da  ihre  Coefficienten 
sehr  gross  sein  könnten,  so  sind  entsprechend  mehr  Versuche  mit  Rotationskörpern 
f»"",  fnJ  etc.  erforderlich. 


LEBENSLAUF. 

Ich,  Gustav  Lübeck^  eyangelischer  Confession,  geboren  am  9.  December  1847 
za  Breslau,  bin  der  älteste  Sohn  des  ebendort  im  Jahre  1864  verstorbenen  Eau&nanns 
Gustav  Friedrich  Lübeck.  Von  Ostern  1858  bis  Ostern  1867  besuchte  ich  nach  Ab- 
solvimng  seiner  Yorschulklassen  das  dortige  Gtymnasium  zu  St.  Maria-Magdalena.  Mit 
dem  Maturitätszeugnis  entlassen,  wurde  ich  am  2.  Mai  1867,  um  Mathematik  und 
Naturwissenschaften  zu  studiren,  bei  der  philosophischen  Facultät  der  Universität 
Breslau  immatriculirt,  welcher  ich  bis  zum  13.  October  1871  angehörte.  Während 
dieser  Zeit  besuchte  ich  die  Vorlesungen  der  Herren  Professoren  Bachmann^  Lect  Dr. 
Behnschj  Branias^  Cohn^  Gatte^  Grube^  Dr.  Oginskiy  Loewiß^  Meyer ^  Dr.  RosaneSy  Schröter 
und  Teükampf,  Genannten  Herren,  namentlich  den  Bferren  Professoren  Bachmann^ 
GaUe^  Meyer^  Schröter  f&hle  ich  mich  zum  innigsten  Dank  verpflichtet.  Während  fünf 
Semester  war  ich  Mitglied  des  von  den'  Herren  Professoren  Meyer  und  Schroter  ge- 
leiteten math.-ph7sikalischen  Seminars. 

Unterbrechungen  erlitten  meine  Studien  dadurch,  dass  ioh  von  Ostern  1868 
bis  Ostern  1869  meiner  einjährigen  Dienstpflicht  genügte  und  im  Jahre  1870  an  dem 
Feldzn^e  gegen  Frankreich  theimahm,  woner  ich  Anfang  Mai  1871  nach  Breslau  zu- 
rückkehrte. Auch  im  verflossenen  Jahre  1872  wurde  ich  nochmals  zu  einer  zweimonat- 
lichen Dienstleistung  einberufen. 

Durch  die  Güte  des  Herrn  Prof.  Meyer  wurde  mir  im  Sommer  1871  die  Stelle 
eines  Assistenten  der  Physik  bei  Herrn  Prot  Dr.  Sohncke  am  Grossherzogl.  Badischen 
Polytechnicum  in  Carlsruhe  angeboten,  welche  ich  im  October  desselben  Jahres  antrat 
und  bis  jetzt  innehabe. 


THESEN. 


1.^     Der  Werth  einer  Hjpothese  ist  unabhängig  davon,  ob  sie  wahr  ist  oder  nicht. 
2.)     Ich  billigte  die  Ansicht,  dass  Gewichte  Massen  siud,  nicht  Kräfte. 
3.)     Die   vormeilhi^ste  Methode   der  Darstellung  statistischer   Resultate  ist   die 
graphische. 


•«-•■^•♦^^^«^■»i«- 


nach  dem  Beharrungsvermögen  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte  der  Bahn  in 
der  Richtung  der  Tangente  dieses  Punktes  fortzutreiben  sucht,  heisst  Tan- 
gentlalknft;  Punkt  0  heisst  Centralpunkt,  und  jede  Gerade,  welche  den 
Centralpunkt  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahnlinie  verbindet,  Leit- 
strahl oder  Radiusvektor. 

Der  Centripetalkraft  genau  an  Grösse  gleich,  aber  ihr  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  ist  die  sogenannte  Centrifttgalkraft,  die  nur  eine  un- 
mittelbare  Folge  des  Reaktionsprinzips :  „Jeder  Kraft  entspricht  eine  gleich 
grosse  Gegenkraft"  und  nichts  anders  ist  als  der  Widerstand,  den  der  träge 
Körper  der  Änderung  seiner  Bewegungsrichtung  entgegensetzt  Hört  die 
Centripetalkraft  zu  wirken  auf,  so  auch  die  Gentrifugalkraft,  indem 
der  Körper  sich  dann  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der  Drehungs- 
axe  entfernt. 

§.  2. 

Sätze  Aber  die  Central-Bewegung. 

I.  Satz. 

Fl&ohenaatsB. 

Bei  jeder  Central-Bewegung  sind  die  vom  Radiusvektor  in 
gleichen  Zeiten  fiberstrichenen  Plächenräume  (Sektoren)  ein- 
ander gleich. 

Beweis.  Verbindet  man  (Fig.  1)  Punkt  0  mit  E,  so  ist  1)  A  AIX) 
=  A  DEO  (wegen  gleicher  Grundlinie  und  gleicher  Höhe),  femer  2)  /\,  ODE 
=  AODG  (aus  demselben  Grunde),  mithin  comparatione:  l^AJDO  — 
A  DGO.  —  Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  A  ODG  =  A  OGK  =  A  OKX 
u.  s.  w.,  d.  h.  die  von  den  Leitstrahlen  in  den  einzelnen  Momenten  r  be- 
schriebenen Dreiecke,  bezw.  Sektoren,  gleich  sind.  Da  nun  in  der  belie- 
bigen Zeit  t  =  n  .  T  der  Leitstrahl  n  solche  Sektoren  beschreibt,  so  folgt, 
dass  die  vom  Radiusvektor  in  beliebigen  gleichen  Zeiten  t  fiberstrichenen 
Flächenräume  oder  Sektoren  einander  gleich  sind. 

!&UHatx.  Die  in  verschiedenen  Zeiten  t^  und  t^  vom  Radiusvektor  über- 
strichenen  Flächenräume  (Sektoren)  verhalten  sich  wie  die  dazu  gehörigen 
Zeiten. 

II.  SteitaE. 

Umkehrune  des  Flächensatzea. 

Wenn  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  A  in  einer  ebenen 
krummen  Linie  auf  der  konkaven  Seite  der  Bahnlinie  ein  Punkt 
0  so  gelegen  ist,  dass  die  von  diesejn  Punkte  O  nach  dem  be- 
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A^Bi  :  AjBj  =  OD  :  OC  (2).  (In  gleichen  Dreiecken  verhalten  sich  die 
Grundlinien  umgekehrt  wie  ihre  Höhen).  —  1)  und  2)  compariert  gibt: 
Cj  :  Cg  =  OD  :  00,  wie  oben  behauptet  wurde. 

Folgerungen. 

1)  Bei  der  Central -Bewegung  im  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  mit 
dem  Centralpunkt  zusammenfällt,  sind  die  vom  Centralpunkt  auf 
die  Tangenten  geftUten  Senkrechten  (OD  und  00)  Halbmesser 
des  Kreises,  also  einander  gleich,  mithin  auch  (c^  =  c,)  die 
Geschwindigkeiten  des  bewegten  Punktes  in  allen  Punkten  der 
Bahn  einander  gleich,  d.  h.  die  Central-Bewegung  im  Kreise 
ist  eine  gleichförmige. 

2)  Bei  der  Central-Bewegung  in  einer  Ellipse  (siehe  Fig.  2) 
dagegen,  bei  welcher  der  Centralpunkt  in  dem  einen  Brenn- 
punkt 0  der  Ellipse  liegt,  ist  die  Geschwindigkeit  des  be- 
wegten Punktes  teils  eine  beschleunigte,  teils  eine  ver- 
zögerte. Die  grösste  Geschwindigkeit  findet  statt  im  Punkte  A^, 
welcher  dem  Centralpunkt  0  am  nächsten  liegt,  die  kleinste  Ge- 
schwindigkeit aber  im  Punkte  A^ ,  welcher  vom  Centralpunkt  0 
die  grösste  Entfernung  hat.  Von  A^  bis  Ag  nimmt  die  Ge- 
schwindigkeit zu,  von  Ag  bis  Ag  aber  wieder  ab. 


Gentral-Be'o^eicuns  Izn  SCreise. 

Ein  Punkt  A  bewegt  sich  in  einem  Kreise,*  dessen  Radius  r 
ist,  mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  c.  Wie  gross  ist 
die  durch  die  Centralkraft  bewirkte  Beschleunigung  des  Punktes? 

Enttvicklung.  (Fig.  3).  Bezeichne  Bogen  AB  den  Weg,  welchen 
der  Punkt  A  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  r  (Sekunden)  zurücklegt,  so 
ist  liach  dem  Hauptgesetz  fttr  die  gleichförmige  Bewegung :  AB  =  c  .  t  (i), 
wo  man  für  den  unendlich  kleinen  Bogen  AB  auch  Sehne  AB  setzen  kann. 

—  Zieht  man  nun  durch  Punkt  A  den  Durchmesser  AME,  femer  AF 1 AE, 

so  dass  AF  Tangente  des  Kreises  wird,  fällt  BDiAE  und  BCiAF,  so 

ist  AB  in    die  zwei   rechtwinkligen 'Komponenten   AD  und  AC  zerlegt. 

AC  bezeichnet  sodann  den  Weg,  den  der  Punkt  A  in  r  Sekunden  nach 

dem  Beharrungsvermögen,  dagegen  AD  den  Weg,  welchen  der  Punkt  A  in 

derselben  Zeit  r  unter  der  Einwirkung  der  Centralkraft  zurücklegen  würde. 

Sei  nun  a  die  Beschleunigung  der  konstant  wirkenden  Centralkraft,  so  ist  nach 

a 
einem  Hauptgesetz  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung:  AD=:  ^  t*(2). 

—  Zieht  man  Sehne  BE,  so  ist  V"ABE=:  IR  (als  Peripheriewinkel  im 


t 
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Da  nnn  der  Mond  yom  Erdmittelpunkt  60  mal  so  weit  entfernt  ist, 
als  ein  Punkt  an  ihrer  Oberfläche,  so  folgt:  „die  Anziehungskraft  der  Erde 
auf  zwei  Punkte  in  verschiedenen  Entfernungen  vom  Erdmittelpunkte  ist 
umgekehrt  proportional  den  Quadraten  ihrer  Entfernungen".  -- 

Nach  dem  eben  entwickelten  Gesetz  ist  der  freie  Fall  eines  Körpers 
selbst  im  luftleeren  Räume  streng  genommen  keine  gleichförmig  beschleunigt^^ 
Bewegung  und  kann  nur  bei  kleineren  Fallhöhen  als  solche  betrachtet  werden ; 
ebenso  ist  der  Wert  für  die  Beschleunigung  der  Schwere  nur  für  solche 
Punkte  der  Erdoberfläche  gleich,  welche  gleiche  Entfernung  vom  Erdmittel- 
punkte haben,  d.  h.  welche  am  Meeresniveau  liegen,  die  Erde  als  vollkommene 
Kugel  betrachtet ;  dagegen  muss  diese  Beschleunigung  für  Punkte  in  ver- 
schiedenen Höhen  aber  dem  Meeresspiegel  auch  verschieden  sein. 

Bezeichne  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  für  einen  Punkt  am  Meeres- 
niveau, g^  aber  die  Beschleunigung  der  Erdschwere  lür  einen  h  Meter  über 
dem  Meeresspiegel  gelegenen  Ort  bei  gleicher  geographischer  Breite,  so  ist 
nach  vorigem  Gesetz:  g  :  g^  =  (r  +  h)*  :  r^. 


Hieraus  g^  =:  g 


'  \r  ^  h/  • 


r  +  h 

Das  eben  vorhin  entwickelte  Gesetz  über  die  Anziehungskraft  der  Erde 
auf  Körper  in  verschiedenen  Entfernungen  vom  Erdmittelpunkte  wurde  von 
Newton  für  alle  Himmelskörper  hypothetisch  angestellt  und  seitdem  durch 
unzählige  Beobachtungen  und  Berechnungen  allgemein  bestätigt. 

Dieses  sogenannte  „Newtonsche  Gravitationsgesetz"  lautet: 

„Zwei  Körper  im  Weltenraume  ziehen  sich  gegen- 
„seitig  an  mit  einer  Kraft,  welche  direkt  proportional 
„dem  Produkte  ihrer  Massen  und  umgekehrt  propor- 
„tional  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  ist". 

Bezeichnet  man  die  Grösse  dieser  Kraft  mit  K,  so  ist: 

M  .  m 


K 


e» 


wo  e  die  Entfernung  der  Schwerpunkte  der  beiden  Körper,  M  und  m  ihre 
Massen  und  y  einen  konstanten  Faktor,  d.  h.  diejenige  Kraft  bezeichnet, 
mit  welcher  die  Masseneinheiten  beider  Körper  in  der  Entfernungseinheit 
angezogen  werden. 

l>)  ^ui*clie  IBeypregvLiig  cler  Planeten  um  die  Sonne. 

1)  Bewegen  sich  zwei  Körper  (Planeten)  um  einen  gemeinsamen  Central- 
punkt  (die  Sonne)  in  konzentrischen  Kreisen,  deren  Radien  r^  und  r,  sind. 
mit  den  Bahngeschwindigkeiten  c^  und  c,,  so  sind  die  durch  die  Central- 
kraft  (der  Sonne)  bewirkten  Beschleunigungen  beziehungsweise: 


_8 

2)  Die  vom  Radiusvektor  eines  die  Sonne  umkreisenden  Planeten 
in  gleichen  Zeiten  beschriebenen  Sektoren  sind  flärhengleich. 

3)  Die  Quadrate  der  Umlaufzeiten  zweier  Planeten  verhalten  sich 
wie  die  Kuben  ihrer  mittlem  Entfernungen  von  der  Sonne«  — 

Von  diesen  drei  Gesetzen  wurden  das  zweite  und  dritte  bereits  be- 
wiesen; ein  Beweis  des  ersten  G^esetzes  ist  mit  elementaren  HilfsmiUeln 
nicht  möglich.  — 

'  Isaak  Newton,  geb.  zu  Woolsthorpe  in  England  und  gest.  daselbst 
im  Jahre  1727,  hat  im  Jahre  1686  die  Lehre  von  der  Centralbewegung  auf- 
gestellt und  hieraus  sowie  aus  den  Keplerschen  Gesetzen  das  nach  ihm 
benannte  Gravitationsgesetz  gefonden. 


^•»i 


I ' 


J;^ 


Fundamentalaufgabe. 
Ein  Pendel  tob  der  Länge  OA  ^z:  1  hat  den  Elongati 
Bestimme  ■)  die  Bahngeschwindigkeit,  b)  die  Beschle 
Pendels  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahn,  fär  welchen  < 
liehe  Winkel  91  ist,  wenn  die  Erdbeschleunigung  fKr  den  Be 
=  g  gegeben  ist. 

Auflösung  ad  a).    (Siehe  Fig.  5.) 

Zur  Bestimmung  der  Bahngeschwindigkeit  v  des  Pendels 

liebigen  Punkte  X  des  Bogens  fälle  mau  BD  1 OA  und  XE 1 

V  —  1/2  g  .  DE  —  V2g(0E  — ÖD)  =  ^/ggUcosy 

Besondere  JPäUe.   Wenn  gi^a,  d.  h.  das  Pendel  im  h« 

B  oder  C  sich  befindet,  ist  T  ;=  0,  das  Minimum  der  Ges 

wenn  q>  =  0",  d.  h.  das  Pendel  im  tiefsten  Punkte  augelang 

T  z=  1^2  gl  (1  —  cos  «)  =  2 .  sin  i  a  V'gl, 

das  Maximum  der  Geschwindigkeit 

Auflösung  ad  b).  (Siehe  Fig.  6.) 
Zht  Bestimmung  der  Beschleunigung  des  Pendels  in  dt 
Punkte  X  des  Scbwingungsbogens  zerlege  mau  die  durch 
XD  :^  g  dargestellt«  Erdbeschleunigung  in  zwei  rechtwin] 
nenten,  deren  eine  XE,  in  der  Richtung  des  Pendel&dens  OX 
Spannung  des  Fadens  vorstellt,  welche  durch  die  Eohäsionskraf 
sowie  durch  den  Widerstand  im  Anfhängepunkte  0  aushoben ; 
die  andere  Komponente  XF  in  der  Richtung  der  im  Punk 
Kreisbogen  gelegten  Tangente  wirkend  die  beschleunigende  Kn 
mit  welcher  das  Pendel  auf  dem  unendlich  kleinen  Bogenelen 
einer  schiefen  Ebene  herabzufallen  strebt,  deren  Neigungswia 
XDF  ^=  AOX  =  y  ist.  Mithin  die  Beschleunigung  des  Pendel 
ist  XF  =  a  =  g  .  sin  y>. 

Für  den  höchsten  Punkt  B  (oder  G)  ist  demnach  die  B 
des  Pendels  BM  =  g  .  sin  a,  fbr  den  tiefsten  Punkt  A  aber  d 
gung  =^  g  .  sin  0*  ^  0.  — 

Im  obersten  Punkte  B  ist  also  die  Beschleunigung  am 
nimmt  für  die  tiefer  gelegenen  Funkte  immer  mehr  ab,  bis  e 
Punkte  za  Null  wird.  In  jedem  Zeitmoment«  erfährt  das 
Punkte  B  bis  zum  tiefsten  Punkte  A  herab&llende  Pendel  eii 
gung  oder  einen  Geschwindigkeitezuwachs  per  Sekunde  toi 
g  .  sin  9:.    Weil  aber  nach  dem  Gesetz  der  Trägheit  die  in  , 
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also  s  :  s^  ^z:  sin  «  :  sin  ~;  da  aber  ffir  kleine  Werte  von  a  der  Sinns 

dieser  Winkel  nahezu  gleich  den  diesen  Winkeln  entsprechenden  Bogen, 
so  ergibt  sich  aus  voriger  Gleichung: 


s, 


Bogen  OL  :  Bogen  ^  z=r  1  :  i 


2  :  1, 


d.  h.  das  Pendel  legt  bei  einem  Elongationswinkel  a  einen  zweimal  so 


a 


grossen  Bogen  zurück,  als  beim  Elongationswinkel  ^,  oder  es  brancht  das 

Pendel  zum  Durchlaufen  des  doppelten  Bogens  dieselbe  Zeit  als  zum  Durch- 
laufen des  ein&chen  Bogens.  —  Sei  allgemein  f&r  den  Punkt  B^  der  Aus- 


-  .  AOB 
n 


-  .  a,  80  lässt  sich  analog  dem  Vor- 
n       '  ^ 


Schlagswinkel  AOBj  = 

hergehenden  zeigen,  dass  s  :  Sj  =  n  :  1,  d.  h.? 

JPolger%Mfig.  Bezeichnet  man  die  Dauer  einer  Schwingung  mit  t, 
die  ganze  Schwingungszeit  des  Pendels  mit  T  und  die  Anzahl  der  in  dieser 
Zeit  vom  Pendel  gemachten  Schwingungen  mit  n,  so  ist: 


t 


T  T 

~,  mithin  n  =  -r- 
n'  t 


II. 


Bezeichnet  man  die  Länge  des  Pendels  mit  1,  die  Erdbeschlennigung 
mit  g  und  die  Dauer  einer  Schwingung  mit  t,  so  ist  nahezu: 


,/i 


Beweis.  (Siehe  Fig.  8.)  Wird  das  Pendel  aus  der  Gleichgewichts- 
lage OA4  bis  OAo  gehoben,  so  dass  der  Bogen  A^A4  =  4^ ;  sei  ferner  Bogen 
A^Ai  =  AjAjj  =:  A2A3  r=  A3A4  =  !•,  und  seien  von  A^,  A^,  A^,  A^ 
die  Senkrechten  A^Bq  ,  AjBj ,  A^B, ,  A^Bj  auf  die  Vertikale  OA4  gefallt 
so  hat  das  Pendel  bei  seinem  Falle  durch  den  Bogen  A^A^  die  Oscilla- 
t  i  0  n  s  gesch  windigkeit : 

^  1/2^^  Boß,  =  V2fr(ÖB,  -  OB^Ö  = 


1)  Im  Punkte  A^  :  v^  =: 
V^2  gl"(cos"3Ö^^ös^4ö) 

2)  Im  Punkte  A^  :  v 


2 


=  V^4  gl .  sin  3030'  Tsln  30'  =  2  V'gl .  i) 
V2  g  .  BoB,  = 


V  2  gr(cos  20  —  cos  4fi) 

3)  Im  Punkte  Ag  :  Vg  = 
1/2  gTCcosTo  ^^^s  4Ö) : 

4)  Im  Punkte  A4  :  V4  =: 
V2  gl  (cos  Oö^^^cös  4ÖJ 

2  V^gT .  sin  20  =  2  \/gr  .  0^3430. 


K>S308  ^ 

Vij  .  (OB,  -OBo)  = 

=  Va  gl .  sin  3« .  8inl»  =  2V^gl.0^soit ; 
V^2  g  .  B»^;  =  V2~^7(ÖB,  -  OB,)  = 


= 1/4  gl .  sin  2»30' .  sin  1  »30' = 2  V'gl .  0 
1/2YT'B,Ä,  = 


»08379  • 


=  V  2  g"  (OA^  -  OBJ_= 
V'2  gl(l  —  cos  4»)  =  Vi  gl .  2 .  sin  »  2» 


f 
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Vg  =:2\/ig  .  0,0,490  und  hieraus  %  =  ^  -  V  z  -  14,382; 
mithin  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung:  t  =  2  (ti  -j-  t,  -[-  t^  +  t4 

Lässt  man  nun  das  Pendel  von  \  Grad  zu  \  Grad,  dann  von  ^  Grad 
zu  J  Grad  u.  s.  w.  fallen,  und  berechnet  t,  so  findet  man,  dass  der  Faktor 

von  n  y  -  sich  der  Einheit  um  so  mehr  nähert,  je  kleiner  die  einzelnen 
Bogen  genommen  werden. 

Zunat».  Seien  1^  und  1,  die  Längen  zweier  Pendel,  g^  und  g,  die 
Erdbeschleunigungen  an  den  betreffenden  Beobachtungsortea,  n^  und  n^  die 
Anzahl  der  Schwingungen,  t^  und  t,  die  Dauer  einer  Schwingung,  Ti  und  T, 
die  ganze  Schwingungszeit,  so  ergibt  sich  aus  den  vorhergehenden  Haupt- 
gesetzen: tj   =  -^    =  TT  1/   —    und  tg  =  -^  =  TT  1/  -^, 

^1  Sl  ^i  fo 

mithin 


ithin  ti  :  t,  =  ^  :  ^  =  \f^-^  :  \f^ 


§.  8. 

Spezielle  Pendelgesetze« 

1)  Schwingen  zwei  Pendel  von  gleicher  Länge  l^  =  1,  =i:  1  an  zwei 
verschiedenen  Orten  mit  der  Erdbeschleunigung  g^  und  gj  eine  gleiche  Zeit 

T,  =  T,  =  T,  so  ist:  -  :  -  =  1/ -  :  l/  -i,  hieraus 

Uj  :  n,  =  l/gi  :  V^g,,  d.  h.  die  Schwingungs- 
zahlen zweier  gleichlanger  Pendel,  die  an  verscÜedeuen  Orten  eine  gleiche 
Zeit  schwingen,  verhalten  sich  wie  die  Quadratwurzeln  auB  den  Erd- 
beschleunigungen. 

2)  Seien  r^  und  r^  die  Entfernungen  der  beiden  Orte  vom  Mittelpunkte 
der  Erde,  so  ist:  gi  :  g^  =r,«  :  r^»  (Newtons  Gesetz);  aber  nach  vorigem 
Gesetze  ist:         g^  :  g»  =  n^^ :  ii,^; 

comp.:  Ui  :  n,=  r,  :  r^jd.h.  die  Schwingungszahlen  zweier  gleich- 
langer Pendel,  die  an  verschiedenen  Orten  eine  gleiche  Zeit  schwingen, 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernungen  dieser  Orte  vom  Mittel- 
punkte der  Erde. 


Benttate  Uteralari 

1.  C.  Pliedaer,  Lehrbiuh  der  Phjük.    BruinacliveiK.    VI«w%  A  flohn. 

2.  P.  Reis,  Lehrbuch  der  Phytifc,    LeipiEg.    Quandt  und  Hindel. 

3.  Bl&tt«r  fOr  du  b^yeriache  OymnuiKlKhulwesMi.    XIII,  Bftnd  1877.    Entwicklung  der 
Formel  fdr  die  Schtrimgielt  eioM  mAthenuktisehaik  PendeU  von  J.  N.  Ue«l. 


Secchi  hatte,  wcdd  ich  Dicht  irre,  eins  von  mehr  alB  huDdert 
Fqss,  Foucault  eines  von  mehr  als  200,  G&rtbe  134  u.  s.  w.  Hfihe. 
Mein  Apparat  ist  in  jedem  Local  aimendbar  nnd  zeigt  scbon  jetzt 
die  Einwirkung  der  Erdrotation  nacli  kurzer  Zeit  auf  du  schlagend- 
Bte;  ich  hoffe  aher,  da  er  jetzt  noch  anvollatändig  ist,  die  fehlenden 
StQcko  vielleicht  aucceasive  dahin  zu  bringen,  daas  alles  in  böcbster 
Eleganz  und  Präcision  erscheint" 

Das  Ganssische  Pendel  besteht  aus  einer  massiven  horizontal 
liegenden  Liese  und  der  in  einer  cardanischen  Aufliftogang  befind- 
lichen Pendelstange.  Die  AcbscQ  der  Änfhängung  und  der  Pendel- 
Btange  müssen  sich  nattlrlich  in  einem  Funkte  schneiden,  der  dem 
Auf  hängep unkte  des  correspondirenden  mathematischen  Pendels  ent 
spricht '), 

In  der  Sprache  der  analytischen  Mechanik  hcisst  das: 

Der  Apparat  ist  aus  zwei  starron  Systemen  mat«rielleF  Pnokle 
zusammengesetzt,  von  denen  das  eine  sich  um  eine  mit  dem  Erd- 
körper fest  verhnudcne  Achse  bewegen  kann,  das  andere  aber  um 
eine  gegen  die  Erde  bewegliche,  mit  dem  ersten  Systeme  fest  ver- 
hnndene  Achse  drehbar  ist.  Von  den  beiden  Achsen  wird  die  erste 
möglichst  horizontal  gelagert,  die  zweite  schneidet  die  erste  oDter  | 
einem  rechten  Winkel. 

Im  Folgenden  soll  die  Bewegang  des  eben  beschriebenen  lustn- 
mentes  mit  Racksicht  auf  die  Erdrotation  untersucht  werden.  Sabd 
wird  angenommen  werden,  dass  die  erste  Acbsc  eino  geringe  Xeigang  ' 
gegen  die  Normalebene  zur  Richtung  der  Schwerkraft  habe,  dass 
ferner  die  beiden  Achsen  sich  nicht  schneiden,  sondern  kreuzen,  su 
zwar,  dass  4er  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  nicht  genan  glcicli 
90»  ist. 

Bei  der  Integration  der  Differontialgleichuogen  der  Beveguig 
werden  wir  in  erster  Näherung  annehmen,  dass  die  an  das  iDstromcul 
zu  stellenden  —  im  Vorhergehenden  erwähnten  —  Anforderungen  in 
Beziehung  auf  Präcision  erfüllt  Bcicu,  und  werden  diese  Annabme 
erst  in  zweiter  Näherang  Wien  lassen. 


1)  Brnrib  n.  a.  0.  pag.  303. 
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Man  erkennt  sofort,  dass  die  Glieder  mit  Tpf\  qq\  rr'  sich  gegen- 
seitig aufheben,  und  dass  der  Factor  von  qr*  im  ersten  Prodncte  der 
Parenthese  als  solcher  von  —rq*  im  zweiten  Gliede  auftritt  Man 
erhält  also  z.  B.  als  Factor  von  qr'—  rq* 

£nh{(ciy  1  —  0,75)  (a,/?2  -  btß^)  —  ((1,7,  —  5,7, )  (cfft  —  Oiß^)] 

Nach  den  Bemerkungen  der  vorigen  Seite  hebt  sich  bei  Ans- 
führung  der  Summation  hier  alles  auf  bis  auf  das  Glied 

—  Umiüi^ißif^  —  fty«)  —  —  8«! 

Ebenso  erhalt  man  natttrlich   -*  Va^  als  Factor  von  {rp'—pr')  and 
-  (JcTj  als  Factor  von  {pq!—qp)i  und  der  Factor  von  —k  wird  somit 


I 


r' 


P^ 


Ca, 


Wie  hieraus  dieFactoren  von  —  /  und  -f-^  hervorgehen,  ist  auf  der 
vorigen  Seite  bemerkt  worden.  Die  betreffenden  DeterminanteD 
stimmen  mit  dieser  in  zwei  entsprechenden  Verticalreihcn  Qberein, 
lassen  sich  also  addiren,  und  so  ergibt  sich  schliesslich  als  Beitrag 
zum  d'Alembert'schen  Princip 

P'   P   «(-«i*-Ä/+yi«) 

q      q     ©(—«2  k^ß^f+  y^) 

Die  die  Erddrehung  nieht  enthaltenden^  der  ersten  Potenz  des 
kleinen  Abstaodes  l  proportionalen  Glieder  zerfallen  in  aolche,  die 
die  Differentialquotienten  von  p,  g,  r  enthalten,  und  solche,  in  denei 
dieselben  nicht  vorkommen. 

Da  die  Summation  hier  nichts  Bemerkenswertes  bietet,  so  be- 
trachten wir  ein  beliebiges  von  den  erwähnten  Gliedern,  wie  es  aus 


dt^ 


dt^ 


hervorgeht,  also  das  Glied 


yi-^^ 


"1  ^2    Os 

ßl  ßl  ßi 

_ 

p'  q'  r' 

dp  dq  dr 
dt   dt   dt 

a«  bi  a 

ai  bi    a 

+ 

n  y«  Yi 

• 

yx  y%  Y» 

P'  «'  r' 

dp  dq  dr 
dt    dt   ^ 

Ol    0»    «s 

ßl  ft  A 


*.         ■ ':, 


—    24    — 

Statt  nun,  wie  gewöhnlich,  die  Differentialgleichangen  resp.  mit 
Yi^i  Yt<^,  Ytdt  zu  multipliciren  und  dann  zu  addiren,  können  vir 
auch  in  der  Gleichung  (15)  des  d'Alemhert'schen  PrindpeB  y^dt, 
y»^y  7$^  resp.  für  p\  q\  r*  setzen,  müssen  dann  aber,  da  y^ä, 
Yi^^i  yz'dt  im  allgemeinen  keine  virtuelle  Yerrückung  darstellen,  den 
mit  dem  Lagrange'schen  Coefficienten  X  multiplicirten  Ausdruck  bei- 
behalten. Man  erkennt  sofort,  dass  bei  dem  erwähnten  Yerfahren 
eine  Reihe  von  Determinanten  fortfällt,  weil  in  ihnen  zwei  Honzon- 
talreihen  dann  nur  durch  den  constanten  Factor  dt  verschieden  sind 

Bei  Ausführung  der  Integration  ist  Folgendes  zu  beachten: 

1)  Die   auch  im  gewöhnlichen  Drehungsproblem  auftretenden 
Glieder  geben  integrirt 

2)  Die  von  der  Erdrotation  abhängigen,  in  der  Determinante 

q*     q     f5(y,e-/J,/-a,^ 

vereinigten  Glieder  werden  nach  den  Gliedern  der  dritten  Tertical- 
reihe  geordnet,  dann  sind  die  Coefficienten  derselben  die  Unter- 
determinanten 

Yirdt-y^qdt^dyi,    y^pdi  —  y^rdt  ^  dy^ 
yiqdt^y^pdt^dy^ 

3)  Von  den  mit    T^rr^r-  proportionalen  Gliedern  fällt  daijenigc  mit 
dem  Factor 

fort,  weil  bekanntiich 

ajyi+«fy2+«8ys  —  o 

ist.  Die  folgende  Determinante  wird  nach  Gliedern  der  ersten  Hori< 
soBtalreihe  geordnet,  und  ergibt 

dthi\a^lq(py^-'qyt)+r(pyi—rYi)]-{'h^piqyi^py^)  +  r(qyi''ryi)] 

+«s  [i»(»7i  —PYz)  +3(»-y« — 5/3)]} 

+dt(a^  o, + of,6,  +  f's  ^i)  { *!  [«( aYi  —PYi) + ^(^Yi  ^PYi)l 

+ «1  [piPYt  -  üYi) + r(rYi  -  «/•)] + fljCpC  PYi — ^yi ) + «(«yt  -  *"yt)]l 


=  bi 


o,      b^      c, 
dy^    dy^    dy^ 
p        q        r 


+  («l«l+«l*f+«8«l) 


Ol 

P 

dYi 


•1       fls 


\ 


noch  durch  die  Erdrotation  beeiDÖUBBtea  Körperi.  Danach  baiten 
wir  zu  setzen 

A  —  B,    0,-6,-0 

Bei  der  Unvollkommenheit  mechanischer  Instrumente  läsgt  sieb  in- 
dessen  immer  nnr  erwarten,  dass  diese  VorsuBsetznDgen  Daherun:^!- 
weisc  erfüllt  seien,  und  wir  werden  deshalb  hiefort  aunehmeu.  im 
A  —  B,  o,,  fi,  kleine  Gröisen  seien,  deren  Prodncte  mit  audcren 
ebenso  beschaffenen  Grössen  oder  mit  sieb  selbst  wir  stets  vcrnacb- 
Uesigeu  werden. 

Sind  femer  die  an  das  Ganssische  Pendel  in  Beziebuog  auf 
Prftcjsion  zu  stellenden  Anforderungen  nahemngs weise  erfüllt,  so  ist 
der  Abstand  l  der  beiden  sieb  krenzenden  Geraden  gering,  ebonsii 
der  Cosinus  b,  des  durch  die  beiden  Achsen  der  cardaniachcn  Aaf- 
h&ngnng  gebildeten  Winkels;  wir  werden  nnn  künftighin  die  Grüäsen 
b,*  und  l*,  sowie  ^lI  vemacb lässigen ,  und  wollen  ein  mit  t,I  pro- 
portionales Glied  in  (17),  weil  es  zogleich  die  Zeit  als  Factor  piii- 
bftit,  nur  beibehalten,  nm  zu  zeigen,  dass  es  sich  gegen  ein  andercj 
dnrch  Elimination  von  i.  erscheinendes  Glied  fortheben  wird;  auch 
die  Grossen  fo,  und  U,  werden  von  jetzt  ab  nnterdrflckt  werdca. 

Wir  fuhren  femer  die  Bezeichnungen  ein: 

nnd  werden  kOnftig  auch  die  Grössen  M  und  ^hj  vernacfaläsaigen. 
Nach  der  Bedealnng  der  Grossen  S,  %  Q  (vgl.  pag.  14.)  ergibt  sioli 


Auch  die  Grösse  t?  wird  nnbedeutend  sein,  denn  einmal  wird  dtr 
erste  —  um  die  feste  Achse  schwingende  —  Körper  bei  zweckmässiger 
Constmction  des  Apparates  an  Masse  gegenüber  dem  um  die  beweg- 
liche Achse  schwingenden  Körper  bedeutend  znrOcktreten,  und  ferner 
werden  auch  die  Massenteilchen  desselben  eine  viel  geringere  Ect- 
femung  von  der  Uradrehungsachse  haben,  als  die  des  zweiten  Kör- 
pers —  speciell  die  der  massiven  Linse.  Der  Umstand,  dass  der 
Haaptteil  des  Gaussischen  Pendels  eine  an  einer  verhILllnisEnässi;r 
leichten  Stange  befindliche  schwere  Linse  ist,  bewirkt  femer,  da?) 
die  den  Schwerpunkt  enthaltende  oder  doch  in  seiner  N&he  vorbei- 


Diese  ErwflguDgen  «af  die  Gleichnngen  (16)  und  (17)  wiw«i. 
dend,  erbUt  man  nach  DiviBioa  dereelbeu  durch  E,  da 


(19)   i  {i.M-j'+  2  'M-^Xp'-«'))  +  ->f'  («,r+"Ä+-.'-)(>tf-',i: 


,  ,  r,  \_p_q_r  J  A' 

.  "^•ä(o,/1,+oÄ)'~2E 

}  -«^.■..+^^UC,|S,+oA)-H..y.+i.r.+w.l 

i  ,  g^i'i  I  cog%    •,yi+ii,y,    I 

(20)  rii>47«+K)'<'4-^(riP-i'rt)+§n'+j-£(r.'+?i'-n') 

AI      fl,      0,     ü        \ 
o,dp+.^+<.^r)(«,c,— o,)',)-!-«,      P      5      ■■      , 
,  !    .')■,  ■<)■.  *  / 

+  '^J'((',ß,+'A)''y,+(i,r,  -ü,r,)<-,dy,+,vir,-hvit,v 
j  +  "^f^y  ((•■,)',+v.)'')'.-(«A-"iftK«.''i'i+"i*.-H'Wh» 

+  '^+-y((Mi'i-«i*)-('.«,-',«.)(«i*+''^')'.+<¥'r.l) 
,  -g-/|.i.(.,U,+.,ft+.A)+^^'./M+"-?->,i 

Bebandelt  man  Bchliesaticti  auch  die  Gleicliaiig  (18)  aaf  die  uge- 
gebene  Weiac  nnd  berechnet  ans  ihr  gleich  den  Wert   von  ^  k>  e> 


32     — 


sin^sini^-f  cos^coi^coa  ^ 

sin  3;  cos  ^ -f  C08  X  sin  ^  GOß  ^ 
cos  X  sin  S- 


cos  X  sin  t^ — sin  x  cos  ^  cos  ^ 
cos  X  cos  t/;  —  sin  ^  sin  ^  cos  ;^ 
sin;(sin^ 


») 


«•  — 


cos  4>  sin  ^ 
sinif'sind' 
cosd- 


zasammenhangen.  Es  bedeutet  dabei  v^  den  Winkel,  welchen  di^ 
+  c-achse  mit  der  +,r-achso  bildet.  Dabei  genauer  Erfüllung  all^r 
Anforderuogen  an  Präcision  der  Winkel  &  in  der  RubelawVüaa 
gleich  ^ull  ist,  so  eignet  sich  eine  Entwickelung  nach  Poteurcn  v..n 
*  am  besten  für  den  Zweck  der  successiven  Näherung.  Der  WhM 
1^  wird  von  der  durch  die  c-achsc  und  die  tc-achse  gelegten  Ebeu; 
mit  der  durch  die  feste  Drehachse  und  die  Schwerkraft  bcstiraii.toD 
Ebene  gebildet.  Endlich  bedeutet  x  den  Winkel,  den  die  .-,r-el.vp 
mit  der  ac-ebene  bildet,  und  die  beiden  letzten  Winkel  sind  auf  d- 
südbchen  Hemisphäre  im  Sinne  der  Erdrotation,  auf  der  nörJli.La 
im  entgegengesetzten  Sinne  zu  zählen. 

Die  Bedingungsgleicbung  des  Systems 

"l  «1  +  Oj"!  +  o»«»  —  t, 

constituirt  zugleich  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Winkeln  ver 
möge  dessen  sich  einer  von  ihnen,  z.  B.  x,  aus  den  beiden  ander.. 
ajso  if  und  ^,  berechnen  lässt. 

Wir  werden  bei  allen  folgenden  Entwickelnngen  nur  bis  zu 
Tierten  Potenzen  von  9-  aufsteigen,  weil  sich  bei  Berücksichtig-,« 
d^^er  schon  complicirte  Formeln  ergeben,  die  charakteristisibe. 
Züge  der  Bewegung  aber  durch  die  höheren  Glieder  kaum  wesentü.h 

pücirten  Glieder  erst  in  zweiter  Näherung  behandeln  und  bei  die^.T 
-  also  bei  Berücksichtigung  von  sogenannten  Störungen  erster  Ord- 

S«  S**"  '''^''"°  ''""'"•  "^  ^''^  ^'  8«"«8««  •»  a»«"»  °^t  jenen 
Meinen  Grossen  multiplicirten  Gliedern  die  beiden  niedrigsten  Po- 
tenzen von  »  zu  berücksichtigen,  die  in  ihnen  vorkommen.  Schlie^s- 

künftig  unterdrückt  werden. 


1)  n.  a.  Haneen,  a.  a.  O.  pag.  »0. 


' "'—  - 
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Auch  die  Grössen  ;),'g,  r  sind  durch    die  Grössen  ,%  %  2  und 
ihre  Differentialquotienten  auszudrücken,  und  zwar  ist^) 


r 


(?=  sin^sin^-^  +COSX 


<U 


dt!)   ,     .       (l& 
P  =  —cosxsint'^  — +sinx 


fi< 


dl 


Aber  aus  Gleichung  (I)  folgt 


d(%+n))  fUf^cosUf) 


fW 


0^« 


dilf 


dt 


==  V 


fft 


—  ^  —  sini/;  cosv»  —  ,.  tos2t;>-;. 


—  ^^^   ,  8intpcosV'(cos-i^— J)~  .  (cost/;cos3i/;— Jcos2i/;)- 
(II)     r  =  V  ~  ^^^        ~  ^  ^^^  sint^cosi^       ^  cos«^  -^ 

^^  t*^*  dib 

—  ^^'^  ^^-sinipco8i|>(cos^i/;— i)—  ^.  cüSip(6cos3it;— 2cosif')  - 

also  —  &  und  v  als  Grössen  erster  Ordnung  aufgcfasst  —  hh  aif 
Grössen  zweiter  Ordnung 

d{d-  cos  ilO       .  dUf  sin  tp) 

r  =  V . —  ~  ^  cos^f  ~     ,, —  • 

dt  dt 

Es  leuchtet  hienach  ein,  dass,  während  2^  und  q  Grössen  er^tj 

IIV 

Ordnung  siud  in  Beziehung  auf  die  Grössen  **^,  --,  v,  ^„  r  von  tiT 
zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  dieselben  ist. 

Eine  Grösse  von  besonderer  Kleinheit  ist  die  Rotationsgesch\*in 
digkeit    der  Erde.     Dieselbe   beträgt  in  Winkelmaass  15",r41^  ^-^^ 

1      *).  " 

in  Bogeumaass  yjn.ä         Wir  werden  daher,  ohne  die  Grenzen  <kr 

zu  Grunde  gelegten  Genauigkeit  zu  verengem,  sicherlich  in  den  ni:t 
/*  multiplicirten ,  also  den  Grössen  c,  /;  k  proportionalen  Glied*  ni 
nur  bis  zu  dritten  Potenzen  von  t^  aufzusteigen  nötig  haben .  dii^ 
aber ,  wo  <?,  /;  Ar  mit  anderen  kleinen  Werten,  wie  /i  oder  /  nml-i 
plicirt  auftreten,  nur  bis  zu  Quadraten  von  &. 


1)  u.  a.  Hunscn,  png.  20. 

2)  Hansen  a.  a.  O.  pag.  34  f.,  welcher  pag.  31,  n  aU  eine  Grösse  z^e-'f 
oder  höherer  Ordnung  bezeichnet. 


I 


In  allen  Gliedern,  in  deaeu  maa  Grössen  driUer  gegen  solche 
erster  Ordnaug  vernachlässigt,  ist 

und  da  nach  pag,  (33)  mitVeruachlägeigung  von  Grössen  zweiter  gegeu 
solche  nnllter  Ordnung 

(a)  ^'?  =  _^ 

dt  dt 

ist,  so  hat  man  bei  der  erwfthiiteu  Genaaigkeit 

(b) 

und  mit  derselben  Genauigkeit 

(c)  a,  —  cos(z-|- v)  =  »iiif*,    "t  =  — 8in(2+V)  -"  —  cosf» 

(d)  Uip+a,q  =  smpp-{-cosii.q  =  a,p—  ,g 
-  -  |*COS(j+M)  -  -  ^^  (9sint) 

]llit  derselben  Genauigkeit  ergibt  sich 
I  0,    ö,    0    I 

\  P      3      •■    I 
(f)        o,A  +  ngj3,-(-r.aft-l     (vgl.  pag.  36.) 
and  wo  —  wie  im  Glieds  ^'^i(<iiß,+o,ßi)   —  das  Quadrat  von  ? 
nicht  vernachlftssigt  werden  darf, 

Oift  +  Oj^i+Oa^s  -  l-^8in»v. 
(8)  -  , 

Bl/l  +  OtJ-t »COB(z-i-^) 

FQr  die  Umgestaltung  der  Gleichung  (22)  gilt 

/*»  ^ 

(t^sini(i4--sco9  2i(/)dr  —  r{v3  sinif»  4--2-coa2i()) 


-/■ 


|{vginip+#co82ip)rf*+{v#cosi(»-  #*Bin2^)citl 
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(n)     (ofj  dp -{-tt^dq)  (Oj yj  —  0,  y,)  ~  ^3(03 dp  —  0,  dq)  « 
—  «3[(«i  +  0«)  ^P  +  (««  —  ^'i)^^^]* 

wobei  benatzt  ist,  dass 

ist.    NuD  ist 

«j  «*  cos(x  +  t/;)  =  siü/Li,     of^  =  —  sin(x  +  V^)  =— cosfi, 
also  mit  Benutzung  dieser  Relationen  und  von  (d) 

—  «»[(tti  +  fit)^p  +  (Cfj  —  Q^)dq'\ 

d^ 

«  —  2i^ 0081^ //(/) sin fi— 5 cos jii)  =  4-2(>cost/;  ^-^(^sintpye 


)■} 


wo  c  die  Integratiousconstante  bedeutet,  die  mit  1  zu   „  geschlageL 
wird.    Hier  ist  (b)  benutzt  worden. 

(P)      /  —  (a?  ßi  —  Ol  ß2)  («1  f^Yt  +  '^8^72+^«»)  *"  const 
wegen  der  eben  unter  (0)  erlangten  Relation 

«1  /'i  +  «s  ^^^y«  =  —  ^«3 

(q)    /  {(öf'^yi  —  Oi'^;«)— (ßs«'!— •'3«aUf'i^^>'i+«2''^y2+^'<»3) 

+  (0jP+O2  9)''M  =  Const 

nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden  und  nach  (b). 

Lässt  man  in  den  folgenden  vom  ersten  Körper  abhängigen 
Gliedern  gleich  fort,  was  von  höherer  als  der  dritten  Ordnung  ist, 
60  folgt 

/K  dt^^^  r ^lys-Mi       _  (yjp+ygg+y.^^  ^ 


1 


• 
r 
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die  beiden  niedrigsten  mit  ihnen   multiplicirten  Potenzen  von  »  bei- 
behalten werden  sollten.    Ebendeshalb  wird  schliesslich  noch 


fff^i 


^  '*  /  ^^ö8t/;(co8fr|^sin  i|;  -~sinti)</i 

Durch   die   erwähnten  Umgestaltungen ,  und  wenn  man  alle  b^ 

h'  r 

diesen  Reductionen  sich  ergebenden  Constanten  zu     -     resp. 

schlägt,  ohne  deshalb  die  Bezeichnungen  zu  ändern,  gehen  die  Glei- 
chungen (19)  und  (22)  in  die  folgenden  über 


c/f^sintp) 
fit 


(H^cosn))\ 


,    C  i  f/({f8intp)       , 

+.j.„.,(..(-)'-(;;f/)-..«.-»r! 

h'        -2g,a^Ci  igta^/l  ^_  .      ,       (»*       »*\\ 

E  -  ->-'*C08V'-   -^-(2^^'"  '^  +  ''*U~  24); 

2/7W2       _  ,      X  ,    2/7?/i,«,  /      .  ^*       •  \ 
^-  «j{v/^cos(x  +  hi)+   ""T,-     1  ^8ini/;siDt,  —  ^  sinVcosi,] 

+  2»  COS  qp  j,x.  /  d</^(i^co8V/cos1B  — vsinW) 
-  ^y   ^i^  8in  X       ,^.    -  +  »con  — ^- j  <Ö 
+2  -£-y  *  COS  v-  ^,  (&  8in  *)  -  -^^  i^« 

^cosi/» -^  (d^sinii/)  =  j^—^-y-   1  ^^ sin  V' cos T|; t/< 

"T  "^   I   ^cosi/;(sin«,  —  costji^siuTp)^^ 


+5/ 


*       «1 
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Wirkung  dieses  Termes  wächst  —  wie  HanseD  ^)  gezeigt  hat  —  mit  der , 
Länge  des  Pendels,  und  die  Schwingnngsdauer  wird  für  das  Secnn- 
denpendel  dadurch  um  ihren  drei-  bis  viertansend-millionsten  Teil 
für  ein  900*°  langes  Pendel  auch  erst  um  ihren  viermillionsten  Teil 
geändert.  Unter  der  Schwingungsdauer  soll  nämlich  die  Zeit  verstan- 
den werden,  die  von  einer  grOssten  Elongation  des  Pendels  bis  zar 
nächsten  verstreicht.    Dieselbe  wird  hiernach 


gni^c^ 


Aus  den  Gleichungen  (29)  ui.d  (30)  folgt 


i  = 


r 


CüC 


1  ("  -  J  V  "  2^)) 


Die  kleinste  Elongation  hängt  also  —  freilich  in  geringem  Masse  - 
von  der  Erdrotation  ab,  und  ist,  selbst  wenn  die  anfänglich  dem 
Pendel  erteilte  Geschwindigkeit  Null  ist,  nicht  gleich  Null,  während 
o  in  diesem  |Falle  einen  geringen  negativen  Wert  hat  Soll  wie  wir 
festgesetzt  haben  e  >*  £'  sein ,  so  mnss  der  anfängliche  Seiteostoss 
der  Bedingung  genügen 


< 


^  +  1{'--2l)    ^^^ 


«^0 


9. 


Um  die  Grösse  ip  durch  Integration  als  Function  der  Zeit  in 
ermitteln  gehe  ich  auf  Gleichung  (26)  zurück,  die  vermöge  der  Glei- 
chungen (30)  und  (31)  sich  folgendermassen  schreiben  lässt 


dip 

Vit 


~2\*      -lEJ^ä*        2V        2K) 


+ 


aes* 


B^cos^itüt-^-rj)  +«*sin^(G«  +  i?) 


und  integrirt 


1)  ».  a.  O.  png.  9?». 


1 


« 


• '  ja 


» 


; 
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I 


10»). 

I 

Wir  gehen  etwas  näher  anf  den  Fall  ein,  wo  der  seitliche  Stoss 
80  geführt  ist,  dasi  nahe 

ist,  wo  also  nahe 


ist    Es  sei 


V  —  «)  +  n  sinip  ( 1  —  ^  j 


and  y  in  Beziehung  anf  e  und  b*  eine  kleine  Grösse. 

Dann  folgt  aus  Gleichung   (33),   wenn  zugleich,   wie  künftighin 
immer  der  Ktlfze  halber 


gesetzt  wird, 


K-Ä)-' 


tang(v+*  — «— fO  —  tang(a)«+i?)  — Mang(»«+  rj) 
(35)     rlf^  a  —  a  +  »/  +  (a)+f)«  — ^sin2(co<  +  i7). 

Die  Zeit,  welche  —  die  Erdrotation  fortgedacht  —  zu  einem 
Umlaufe  des  Pendels  erforderlich  wäre,  wird  also  durch  die  £id- 
drehung  modificirt. 

a  hat  jetzt  nahe  den  Wert 

»  =  »—?, 

ist  also  positiv,  wenn  der  anfängliche  Stoss  das  Pendel  im  Sinne  der 
wachsenden,  negativ,  wenn  er  es  im  Sinne  der  abnehmenden  tp  be- 
wegt, f  ist  positiv  auf  der  südlichen,  negativ  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel. Die  Zeit  eiiies  Umlaufs  wird  also  vermehrt,  wenn  das  Pendci 
im  Sinne  der  Erdrotation  läuft,  vermindert,  wenn  es  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  umläuft. 

Die  Gleichung  (35)  gibt  für  t  ^  0  ^) 


1)  Hansen  a.  a«  0.  pag.  39. 
S)     Hamen  a.  a.  0.  pag.  40. 


] 


'J 
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§3. 
Fernere  Annftherangren  zur  Integrration  der  BewegranSTSfl^Schui^eB. 


12. 

Wir  haben  bisher  die  Gröscen  h"  nnd  F' als  Co ns tan t ender 
ersten  Integration  angesehen,  in  Wahrheit  sind  sie  aber  Functionen 

dF' 


der  Zeit,  nnd  die  Ausdrucke  von  h!'  und 


dt 


finden  sich  auf  pag. 


44  t  Sieht  man  /«"  and  F'  nicht  mehr  als  constant  an,  so  werden 
die  Grössen  e  nnd  e',  die  sich  aus  den  Gleichungen  (30)  pag.  46. 
durch  h"  und  V  einfach  ausdrQcken  lassen ,  auch  nicht  mehr  con- 
stant, ebensowenig  aber  auch  die  in  der  zweiten  Integration  durch 
die  erste  Nfthernng  erlangten  „Constanten,^  17  (pag.  47.  unten)  and 
o  (pag.  53.).  Um  von  den  erlangten  Integralen  zu  richtigeren  über- 
zugehen, wird  man  also  die  Grössen 


von  nun  ab  als  Functionen  der  Zeit  ansehen,  die  sich  freilich  von 
Constanten  wenig  unterscheiden,  nnd  wird  sich  zu  jenem  Uebergange 
der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen,  die  Hansen  zu- 
erst attf  die  Theorie  des  Pendels  angewendet  hat.  Der  Uebergang 
wird  aber  hier  wesentlich  einfacher  sein  als  bei  Hansen,  weil  wir 
uns  auf  Glieder  vierter  Ordnung  in  ^  in  den  Hauptgliedem  be- 
schränkt ,f  und  dieselben  in  die.  die  Bewegung  störenden  Glieder 
mit  aufgenommen  haben.  Der  Weg,  auf  dem  Hansen  zu  genaueren 
Formeln  gelangt,  ist  der  folgende  ^) : 


(31) 

(32) 
wo 


^'2  c=,  ««cos«((ö«-|-i;)  +  £'»sin*(«i+i7) 
yr  «.  o  —  ll  +  f<  +  arctang(-tang(a)<-|-»;)J 


Vo 


a  — « 


j«nsin<p(l-^) 


gesetzt  ist,  waren  die  in  der  ersten  Nähemng  erlangten  Integrale 
der  Bewegnngsgleichungen. 


1)  Hansen,  a.  ••  O.  pag.  48.  ff. 


1 


i 


Sot/t  man  natli  jiag.  67.  don  Wi-rt  von 

so  '-Tgibt  sich  bfi  EinfüliruDg  der  BezciclinuDgcn 
p  cos  <•  =  £   ) 


'  3cos^äö+  '^'""!  "^i^^siiiaA/'  -I 


,   (sin4.ir',      _    ,  cos2|<>rf  +  T;)/ 


+  ''""c7^'^'"'(s'"l^''(3-cos4ff)+8siii-J3f'eos2ö) 


C0s4((ili-f-J/) 

64       "'^' 
_stn4(w/-|-t?) 


''  ((cosS^f— siu=',l/')sin2o+cos*;irsiii4ii)| 
Ferner  kaim  man  noch  bildcu: 
p'  (1— C0S4.W' 

— ■J9iii2a8iii2J/'siD2(«(+i;)(I-{-co82,V'cos2(M(-|-'))) 
+S!ii>^<i(I-]-cosL>.1/'cos2{m(+.;)) 

+cos^2Jf^+'=''-^-^^'^+*''j 

*¥  "  *^lfi  Is>n'23/'8in4((a(+»j)— 4siE2ffsin2JVf'fog2(ut-|-»j) 

— 28in2osi!i4il/'cos{in(-|-ij) 

— 2siu*2a(cos2.lf's!n2((i)(+ii)+co3''2.Vsin4((g(-pij)i 

um  nuu  die  VariatiODcn  von  i;  nnd  ti  zu  bcstimmeD,  hal>cn  »i 
diß  eben  erlangten  Ausdrücke  für  H  und  -;.-  nach  einauder  uii 
cotg2(o)< -(-?;),  coIg(<i>t-|-ij),  taDg(ci>f-|-i7)  zq  mnltiplicircn  und  dann  /.■ 
integriren. 

Nach  pag.  68.  ergibt  sich  somit  der  folgende  Ansdnick  für  ii 
wo  in  den  trigouometriscbeu  Functionen  at  ftkr  eof-f-ij  ^t 
schrieben ,  und  rechter  Hand  noch  die  passende  Constante  binzu^u 
denken  ist: 
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d»?==--, 


( 


I 


—  jg  siu«2<JC08*2Ar-f  ^sin2ffsin4acos2iV' 
+  ^-gSiu22(j(eos23i'— sia23/')l 

+  g^  sin2a«[cos2(ysin«2.V—8in^2(j(cos23/'— 2008^210 

— 2sin*2ffcos2(y(cos«2ii/'— 2cos23/'cos3/')] 

+  j2öSin4Q}^[8ia223f' — 2siQ*2a(cos^2.W'— cos2iV/'  +sin*3/') 

+2sin2(ysin4<JC0s*J/'] 

—  .T^(cos2toi— l)[sin2<ycos2ösiu43/'+2siD2<y(cos2a}t+l) 

X  8in4iir(l— J+Jco84cy) 

—  4sia2(yco82a(cos2Gi^+l)sin2.\/ '] 

—  AZ«sin2a><(siu2A/'siu2acos2a— JsiD43/'8in2<ycos^2<j) 

—  j»,  (/«tang2a>«4-'''*siu4(ö0[8iii2(y8iu4 J/' 

—  2sin2(yco82ffsiu2.1/'—  isin2a(3— cos4(J)siu43/']  | 


eise  zu- 


Die   logarithmi8cheii    Glieder   lassen    sich    au£  folgende   Wei 
sammeufasseu : 

—  ^^  /nsin2a)/'sin2JVi  '8102000820(1— Jco823/'co82<y) 

+  ^  (/wtang2(i}f-|-/H8in4c»0siij23/'8iD2(Jco82<j(l  -^cos23/'cos'2ö) 

«=  öö'''^[sin23/'8iu2<JCOs2(j(l— ico82(Jco82A/")] 

Diese  Grösse  war  nun  in  Beziehung  auf  die  iDtegration  constant, 
wir  haben  also  als  passende  Integrationsconstante  rechter  Hand 
dieselbe  Grösse  mit  dem  negativen  Zeichen  hinzuzufügen,  womit  be- 
wiesen ist,  dass  diejenigen  Glieder  in  obigem  Ausdrucke,  welche 
UnStetigkeiten  in  der  Bewegung  hervorrufen  würden,  fortfallen. 

Die  periodischen  Glieder  in  6ri  sind,  wenn  wir  CO8^0  als  nahe 
bei  1  liegend  voraussetzen ,  völlig  unmerklich ;  die  der  Zeit  propor- 
tionalen Glieder  bewirken  dagegen  eine  Vergrösaerung  der  Schwin- 
gungszeit, deren  Wert  mit  Berücksichtigung  von  pag.  48  jetzt  wird; 


L 


1 


^j-      J 


Weil  nun  nach  ]iag.  b'i 

icos(ai+ii)  =  tfcos(i  --IZ-fil)  =  #cos(i  — ,1/', 

ist,  so  ergiebt  sich 

i  cos  (tal  +  ij)  siD  i  —  f 'sio  (w/ + »))  cos  i  =  tf  sin  .V 
E  cos  (üit  "i- 1;}  cos  -'i  +  f 'sin  (tat  +  ij)  sin  -^  =  i^  eos  .V 

und  demnach 

tli  S 

!ft    =„J^C0S(«i+^)COS.l/' 

'rt -y,-^-,_^.ij(tco3(u(+ij)8inJ/'-*'3in(ß.(  +  .))cos.U') 

Der  Ausdruck  von  ä  besteht  aus  zwei  Teilen,  deren  zweitiT  ;),;> 
iu  diese  Gleichungcu  substituirt  die  rechten  Seiten  zu  liucaruu  li<niL'r 
genen  Fuuctioiiun  vou  sin(üK  +  ij)  und  cos(wi-|-ij)  maclit,  und  Wi 
der  lutogration  nur  kiciuo  periodische  Kunctionen  liefert,  so  zwar, 
dass  der  absolute  Wert  vuu  St  und  di'  nicht  grösser  als 

werden  kann;  nij  ist  die  geringe  Masse  des  ersten  Körpers,  j"!  lior 
Abstand  seines  Schwerpunktes  von  der  festen  Achse  der  Aufhüiiguus 
und  wird  vom  Mechaniker  nahe  gleich  null  gemacht  werden  kOuiidi; 
schliesslich  war  ja  t,  der  Winkel,  den  das  vom  S4:hweri»mkte  iei 
ersten  Körpers  auf  die  feste  Achse  gefällte  Lot  mit  der  gemeinsaiin'u 
Senkrechten  beider  Achsen  bildet,  tj  wird  demnach  ^t  gleich  null 
sein,  wenn  der  erste  Körper  symmetrisch  gebaut  und  homogen  hl. 
Hieraus  folgt  die  Unbeträchtliclikeit  von  6i  und  äe'.  In  dij  und  i' 
bringt  die  Substitution  von  gi  ü  allerdings  Variationen  her\or,  die  — 
weit  t  im  Nenner  in  der  zweiten  Potenz,  im  Zähler  in  der  ersf^n 
Potenz  vorkommt  —  für  ganz  kleine  Gruud  vou  t  unbrauchbar  >m 
werden;  das  hat  seinen  inneren  Grund  dariu,  dass  das  bctrachi^L' 
Glied  die  Gleichgewichtslage  des  Systemes  verändert,  wio  später  n 
zeigen  sein  wird.    Die  Substitution 


wo  8i,  Sc\  it],  d«  für  t  »  tg  ^  0  ZQ  noll  werden.    Der  einzige  bicr 
vorkommende  der  Zeit  proportionale  Term  bewirkt  eine  Verinderaag 

der  Schwii^ngsdaver,  die  dnrch  dieses  Glied  statt 

'^- iO+s?j- ;C'+ii-4^4  «"'0 

wird.    Die  ScbwiDgungsdaner  wird  Tormehrt,  wenn 


ist,  vermindert  im  entgegengesetzten  Falle. 

Projicirt  man  demnach  den  Abstand  des  Schwerponktes  van  dej 
festen  Achse  anf  die  geneinsame  Senkrechte  beider  Achsen,  so  vird 
wenn  jene  ProjecÜon  p,  in  der  Ruhelage  unterhalb  der  u-n-ebenr 
liegt  and  so  beschaffen  ist,  dass 


ist,  die  Scbwingnngsdaaer  Termindert;  wenn  jene  BrOche  gleich  sind 
nicht  ge&ndert;  im  allgemeinen  aber  vermehrt  werden. 

Die  anderen  Glieder  in  den  Variationen,  die  anf  der  vorige 
Seite  stehen,  sind  teilweise  völlig  anmerkliche  periodische  Gliedei 
teilweise  periodische  Glieder  von  betrftchtlicbem  Maximalwerte,  welcb 
sogar  anbrauchbar  werden,  wenn  f  sehr  klein,  der  Beobachtangsoi 
also  dem  Aequator  nahe  ist')  Die  Natur  der  Variation  von  c'  \k 
wirkt  wieder,  (wie  die  Glieder  pag.  69),  dass,  wenn  das  Pendel  aac 
oraprflnglich  sogenannte  ebene  Scbwingangen  ausfahrt,  dieselben  ai 
m&hlicb  in  elliptische,  dann  wieder  in  ebene  fibergehen  u.  a.  f^  du 
dass  die  kleine  Achse  der  Ellipse  dann  am  kleinsten  bleibt,  «ei 
cos  2^0  -^  0  ist,  d.  b.  wenn  man  das  Pendel  nnter  i5°  oder  135"  ge^^f 
die  feste  Achse  anstösst.  Nur  bei  dieser  gflnstigst  möglichen  Anfang 
läge  der  sogenannten  Scbwingnngsebene  wird  im  Laufe  der  Bcweguii 
die  Wirkung  von  i'  auf  die  Drehung  derselben  allmählich  vied< 
aufgehoben.  Ob  diese  Wirkung,  sowie  die  directe  Wirkung  in  Sa- 
me sie  auf  der  vorigen  Seite  erhalten  wurde  —  merklich  ist,  d; 
hSngt  von  dem  Werte  von 


4ii>f       4iat\£       ">iCj 


costi  I 


le  R«ihcne  Dt  Wickelung  analog  der  ti 
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ab,  den  ich  leider  nicht  taxiren  konnte,  weil  mif  eine  Kenntnise  der 

Dimensionen  des  Apparates  fehlt. 


\.. 


19. 

Diejenigen  Stömngen  der  Bewegung,  welche  durch  die  Existenz 
eines  kleinen  Abstandes  zwischen  den  Rotationsachsen  bedingt  sind, 
werden  durch  Berücksichtigung  folgender  Glieder  erhalten: 

-^ f-*co8  +  ;p(*8in4.)--^Z<^8in+cog4.  +  -^Sf — 

Mit  vorläufiger  Uebergehnng  des  letzten  Gliedes  in  -^  bilden  wir 


dt 


di 


Um^  c^  d  (^sin  ^)  d^  (d-  sin  ^)     2gm^ 


E 


dt 


dt^ 


--^z;^sin  +  :Tr;^sin+) 


E 


dt 


<3 


.  ! 


und  da  bei  Vernachlässigung  von  f  gegen  » 

d»(^sin4») 


dt* 


—  co'^sin«]« 


ist,  so  erhält  man  mit  Einführung  der  Bezeichnung 


Qüd  hieraus 


^-  =  2«"«  ^  sin  ^  £  (d-  sin  « 


dt 


(ö"*^*8iu  +  COS4' 


•  I 


G 


H= 


©"*  ^«  sin  4»  /rf  (^  sin  4»)      ^       ,  d-V 
^5—^—37 ^cos  + 

dt 


dt 


d^\ 
dt) 


«"«^«sinH 


a)"«^sin+cos4» 


Durch  Vergleichnng  dieser  Werte  mit  denen  von  G  und  H  pag.  80 
unten,  erkennt  man,  dass  die  jetzt  gesuchten  Variationen  der  Gon- 
stanten  einfach  gefunden  werden  können,  wenn  man  nur  in  den  pag.  81 
gefundenen  w"*  statt  cd'*  schreibt. 


6» 


1; 


'I- 


setzt    Nun  wird 
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Hj. 


£C08(c9«-|-i7)8in(4^-fi — 4)— «'sin(Gi*+^)co8('l'+f* — *2)  «=^8in(3f '4-f* — ig) 

«C08(a)«-j-iy)C08('H-fl— l,)-|-8'8in((»<+^)8i0('j'+f*— ig)  «  ^C08(ilf '4"f*"~*i) 

folglich  werden,  durch  Substitatioa  der  auf  der  vorigen  Seite  8tehen- 
den  Werte  von  Q  und  H  in  die  Differentialgleichungen,  die  rechten 
Seiten  derselben  homogen  und  linear  in  sin(fl9<4~^)9  cos  (coe -f- 17). 

Die  Variationen  von  de  und  ^i*  werden  also  den  unmerklichen 
Maximalwert 


'2 


haben^  während  die  Ausdrücke  für  ^17  und  da  freilich  für  sehr  kleine 
Werte  von  t  unbrauchbar  sein  werden,  was  wiederum  seinen  Grund  in 
der  durch  die  betrachteten  Glieder  hervorgebrachten  Veränderung  der 
Gleichgewichtslage  des  Systemes  hat.  Wären  die  Glieder  ttbrigens 
merklich,  so  würden  sie  von  dem  Winkel 

abhängen,  welchen  die  ursprüngliche  Schwingungsebene  mit  einer 
Richtung  bildet,  die  von  dem  aus  dem  Schwerpunkte  auf  die  c-achse 
gefällten  Lote  um  90^  im  Sinne  der  abnehmenden  ^  absteht,  also  auch 
von  dem  Winkel,  den  die  Richtung  jenes  Lotes  mit  der  ursprüng- 
lichen Schwingungsebene  bildet. 


ren 


nen  Räume 


I  f 


Einrichtungen 


•    < 


lon 


21. 

Den  Einfluss  eines  Unterschiedes  zwischen  den  beiden  grösseren 
Hauptträgheitsmomenten  ergeben  die  Gleichungen 


Ä" 


dT 

dt " 


[^ 


rf(^C08x)V       (d{&%\\ix)y 


dt 


')■-( 


dt 


)i 


(  d«  d^  \ 

d  1^  sin  X  ^2  (^  cos  x)  +  ^  cos  %  ^,  (^  sin  i^ 


Da  X  von  —  ^  nur  um  einen  constanten  Winkel  verschieden  ist  0» 
so  müssen  —  wenn  bei  der  Differentiation  f  gegen  co  vernachlässigt 
wird  —  auch  die  Relationen 


1)  Natürlich  bis  auf  GrOssen  aweiter  Ordnung,  die  wir  Temächlassigen. 


sehen  Fakultät  zu  Kiel 


■  ■ 

-  •"..=■ 


iS";  ..■  -. 


* .  <«.'. 


statt  haben;  da  aber 
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dy 
dt 


2J  {j^(^cosx)  ■*.  (^cosx)  -  j/^smz)^y*2(^siDx)| 


ist;  so  folgt  hierans 

/  rf  'd  \ 

'■  —  2do)^  (^coß5[  ,  (^cos;^)  — ^siü^-r  (^siD}[)J 


dt 


dT 

dt 


G 


—  z/a)«^«8m2x«=  H 


dd- 
dt 


^— z/w^cos»  X— ^8in«x)  ^^f^+2d<a^&''Bmxcos%—'^--^\ 


Nun  ist  ^(x  +  'W  eine  Grösse  zweiter  Ordnung,  also  wird 

G^  "  z/cö«^2cos2x 
H  =  '-J(o^&^Bm2x 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen pag.  61  muss  auf  der  rechten  Seite  Ausdrücke  hervor- 
bringen, die  aus  denen  der  Differentialgleichungen  von  pag.  79  oben 

TT 

hervorgehen,  wenn  man  ^  —  2%  für  ^  schreibt  und 

setzt.    Sodann  ergiebt  sich  auf  die  mehrfach  erwähnte  Art 

£  cos((o/-4-t;)  cos  2i — £'8in  (ooz+i;)  sin  2^  =  —  ^  cos  {^-\-M'-{-2^ 
t  cos  (coz+i?)  sin  2x+f 'sin  («)/+'?)  cos  2^  =  +  ^  sin  (+-f  3/'+2^) 

und  auf  ähnliche  Weise 

dcos('!'+3f'+2^)  =  «cos((ö^-f  i?)cos2(ilf'+fi)-«'8in(aX+i/)8in2(Af+a) 
dsin(+4-JJf'+2fi)  --  €cos(or+??)8in2(3f '+|*)+*'8in(«/+ij)co82(Ji'+^) 


Die  Differentialgleichungen  pag  79  ergeben  also: 


de 


j^  —  ii(osin(ai<-|-i?)(£COs(a)<+i;)cos2(3/'+^)— €'sin(a)<+i^)Bin2(3/'+ia)) 


dl 


~==:-^(öC08(co<+i;)(fcos((o<+i?)sin2(3r+f')+*'8in(a)/4-i?)cos2(3i'+fi)) 


\ 


'dl 


I 

I 
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4-c'8m^C08(V'  +  «)  +  c'»C08« 

+  c*  sin  ^  8m  (^  4" 'l)  +  ^'*  sio  H 

Da  i  im  Vcrhältniss  za  den  anderen  Coordinaten  geringen  Aen- 
dcrungen  unterworfen  ist ,  80  eignen  sich  zur  Beobachtung  nur : 
und  rj. 

Um  die  Variationen  dieser  Grössen  zu  erhalten,  hat  man  in  die 
Ausdrücke  der  £  und  97  die  im  Laufe  der  Untersuchung  erlan;ileu 
Werte  der  ^e,  ds\  Srj  und  Sa  einzusetzen;  und,  da  wir  Prodacti' 
kleiner  Grössen  vernachlftssigen,  so  ist  diese  Substitution  nur  in 

I,  =-  c'sin^co8(y'-f-Ä) 
ly,  =  c'sin^sin(v+H) 

nötig;  da  wir  in  den  Störungsgliedern  aber  nur  die  beiden  niedrig 
sten  Potenzen  von  &  berücksichtigen,  so  hat  man  einfach 

zu  variiren  nach  f,  t\  tj  und  «*).  Setzt  man  in  die  entstehenden 
Gleichungen  z.  B.  die  durch  den  Fehler  i  bewirkten  YariationiD 
pag.  94  ein,  so  müssen  sich  -  wie  a  priori  klar  ist  —  die  Glieder 
c'*  cos  91  und  c'fsinÄ  in  S  und  rj  wieder  fortheben. 


Die  Resultate  der  ersten  Näherung  stimmen  mit  Rücksicht  an: 
die  durch  die  Erdrotation  bewirkte  Drehung  einer  im  Pendclkörpor 
festen  Ebene  mit  Hansen's  Ergebnissen  überein. 

Von   den   Hauptgliedern   der  zweiten  Näherung   erscheint  <la> 

Hauseii'sche  Störungsglied  o^cofc'^   der  Bewegung   der   sogenaunUQ 

Schwingungsebene  bei  uns  verneunfacht  —  was  auf  ein  Versehen  von 
Hansen  zurückzuführen  ist. 


1)  Dabei  ergeben  sich  genau  die  Ausdrücke  von  Hansen  a.  a.  0/pag.  5^- 
bis  auf  den  hier  hinzugefügten  Factor  c'. 


1 
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Eine  durch  durch  die  cardanische  Aufhängung  erzengte  periodi- 
sche Ungloichheit  in  der  eben  erwähnten  Bewegung  *)  wird  nur  für 

Q 

verhältnissmässig  grosse  Werte  von   v,,  eine  dadurch  hervorgebrachte 
VeräDderung  der  Schwinguugsdauer  wol  niemals  merklich  sein.    Die 

Q 

grösste    Herabdrttckung    des   Verhältnisses    t;  erscheint  geboten. 

Störungen,  dadurch  entstehend,  dass  die  Achsen  der  Aufhängung 
sich  nicht  genau  rechtwinklig  schneiden,  oder  dass  die  beweg- 
liche Achse  mit  den  Achsen  der  grösseren  Hauptträgshcitsmomeute 
nicht  genau  in  eine  Ebene  fällt,  oder  dass  die  Achse  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  in  der  Nähe  Schwerpunktes  vorbei  geht,  ihn 
nicht  enthält,  haben  sich  nur  völlig  unmerklich  er  ergeben..  Der 
Umstand,  dass  an  der  Bewegung  ein  Körper  von  geringer  Masse 
beteiligt  ist,  oder  dass  die  Achsen  der  Aufhängung  einen  ge- 
ringen Abstand  haben,  erzeugt  periodische  —  vielleicht  nicht  unbe- 
trächtliche —  Variationen  in  der  Bewegung  der  Schwingungsebenc  *), 
der  letztere  Umstand  bringt  aber  auch  eine  der  Zeit  proportionale 
Aenderung  derselben  hervor,  deren  Wahrnehmbarkeit  zweifelhaf 
bleibt,  während  beide  Umstände  die  Schwingungsdauer  modificiren. 

Ein  Unterschied  zwischen  den  beiden  grösseren  Hauptträgheits- 
momenten erzeugt  periodische  Störungen  in  der  Bewegung  der 
Schwingungsebene,  die  aber  nur  bei  einiger  Beträchtlichkeit  des 
Fehlers  zu  beobachten  sein  dtirften^). 

Wegen  einer  durch}  das  Vorhandensein  einer  geringen  Neigung  der 
festen  Achse  gegen  die  Horizontalebene  erzeugten  der  Zeit  propor- 
tionalen Variation  der  Bewegung  der  Schwingungsebeno  erscheint  es 
vorteilhaft  diesen  Fehler  weitest  herabzudrücken  und  die  genannte 
Achse  von  Westen  nach  Osten  aufzulagern. 

Einige  durch  Variation  der  Constanten  gefundene  sehr  beträchtliche 
Störungen  zweiter  Ordnung*)  lassen  vermuten,  dass  die  Art  und 
Weise,  in  welcher  jene  Methode  angewendet  wurde,  für  eine  wei- 
tere Behandlung  des  Problems  nicht  brauchbar  sein  wird. 
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1)  Dieselbe  ist  eine  StÖrang  zweiter  Ordnung  (cf,  pag.  70  f.,  95  Q. 

2^  cf.  die  Bemerkung  der  vorigen  Seite. 

3)  Es  sind  die  in  den   Anmerkungen   I)  dieser  Seite  betrachteten. 


—    101     — 

BrunS)  Förster  und  Tietjen,  die   die  Uebungen  des  RecheDseminiret 
leiteten. 

Am  18.  und  19.  Februar  1884  bestand  er  vor  der  Kgl.  Wissen- 
schaftlichen  Prüfungs-Kommisson  zu  Berlin  die  Prüfung  pro  faeultate 
docendi.  Von  Ostern  1884  bis  dahin  1885  absolvirte  er  das  Probe- 
jähr  am  Realgymnasium  seiner  Vaterstadt. 
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zugehörigen  rechtwinkligen  Coordinaten  seien  «=— p.coSi9. 
7/=Q.smß,  also  bilde  ÜB  den  negativen  Theil  der  x-Axe. 

Eine  um  den  materiellen  Punkt  P  mit  l  als  Radius  con- 
struirte  Kugeloberfläche  schneidet  die  Stange  im  Allgemeinen 
in  2  Punkten,  von  denen  der  eine  (S)  oberhalb,  der  andere 
unterhalb  des  Punktes  U  liegt.  Wir  wenden  jetzt  das 
D'Alembertsche  Prinzip  auf  den  materiellen  Punkt  P  und  den 
materitilosen  Punkt  S  an,  den  Ringpunkt  R  dagegen  lassen 
wir  ausser  Acht,  da  seine  Bewegung  uns  nicht  interessirt; 
Punkt  i^ besitzt  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^=—(). cos j9, 
7/=Q,sinß,  z^  Punkt  S  die  Coordinaten  o,o,z^\  da  P  und  S 
die  constante  Entfernung  /  besitzen,  gilt  die  Bedingungs- 
gleichung : 

hierzu  kommen  folgende  Bewegungsgleichungen: 


2)  m  . 


ciKv 


—  m .  ^ .  sin  a  —  2Xx 


5)  0  .  -^=  ^^z-z,) 


=  ~2Av 


—  m.g.COSa  —  22., (z  —  z^) 


Da  nur  Ableitungen  nach  t  vorkommen  werden,  so  be- 
dienen wir  uns  der  kürzeren  Bezeicbnungsweise  ne"  statt  dx: 
dt  ete.  Nach  einigen  Umformungen  lauten  dann  die  5 
Gleichungen  für  rechtwinklige  Coordinaten :  [:J^:»i=;ii  gesetzt] 


1*) 
2*) 
3*) 
4*) 
6*) 


X 


tt 


y 


tt 


Z 
0 


u 


=    +    yZ2— ^2_^2 

=  — ^.sina — X^,x 

=  —k^y 

=  — jf.cosa 


=  X^.yi^-^x'^—y^ 


für  cylindrisclie  Coordinaten: 


r^/Io. 


7     — 


2**)    Q^*  —  Qß^2   =  g.siwa.cosß  +  X^.Q 
3**)  2j9V+()|3"  =  —^. sin«. sin/? 
4**)         z"         =  — ^.cos« 
5**)         0         =  X^.  yif—Yi- 

Aus  der  vierten  Gleichung  folgt: 

Punkt  U  und  mit  ihm  die  Ebene  E  hewegt  sich  mit  gleich- 
förmig beschleunigter  Geschwindigkeit  abwärts.  Die  fünfte 
lileichung  nöthigt  zur  Unterscheidung  der  beiden  Fälle: 

I.  ()<<^und  X  =  o:   Der  Punkt  P    bewegt    sich    im 

Innern  des  Cylinders, 

II.  p  =  Z  :  Der  Punkt  F  bewegt    sich    auf 

dem  Cylindermantel. 

I.  Für  die  Bewegung  im  Innern  des  Cylinders  gelten 
also  die  Gleichungen: 

x*  =  —  ^.sina.(^— 7')  +  .r' 

Punkt  F  bewegt  sich  im  Innern  des  Cylinders  wie  ein 
freier  Punkt:  seine  Bahn  in  E  ist  eine  Parabel. 

II.  Für   die   Bewegung  auf  dem  Cylindermantel   ist 
Q  =  l,  also  q'  und  p"  =  o,  folglich: 

l.ß''  =  —  ^.sina.siujS 

Ld{ß'^)=  2g,sma.d(cosß) 

l.ß'-i  =  2^.sina.[cos/3  — c] 

Die  Constante  c  liegt  in  den  Grenzen  +  1  und  —  c»  ; 
ferner:         v^  =  l^ .  ß'^  =  2^ .  sin« .  [— ^  +  Z] , 
worin  i=  — Ic  in  den  Grenzen  — l  und  +  oo  liegt. 

A)  c  ==  +  1  oder  L  =  — /: 

l,ß"2  =  2^.  sin«,  [cos/?— 1] 
folglich  cos/?  constant  =  1,  /?  =  o  (oderdb  27/ijr),  a;  =  —l] 
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B)+l>c>— 1  oder  —  /  <  L  <  +  /:  wir  setzen 
c  =  cos  7,  [o<Cy<C^]: 

ß*  =  ±  y^gsiaail  .  Vcosj} — cosy 

dß 


'  2o.sma   J 


h 


ycoaß — cosy 


<_r  =  ±ll/_i_.  /^  <iß 

2  r    ^.sina    J     y8in»V,7— sin'Vi 
weiter  sinYsi?  =  sin  V,/. sin*  gesetzt: 

f    fif.sina  ^     |/l  — sin«V27-ßi 


^ 


sin»* 


und  durch  Umkehiung: 

sin  Yj f?  =  sin  V» y .  sinam  [^gf.sina:/ .  (ö y» qp (« —  T))], 
wenn  zur  Abkürzung: 


'''        ^  a.sina    J 


dd- 


Vi— sin^  V2y-sin»* 

C)  c  =  —  ]  oder  L  =  +/: 
ß'  =  iVä^möTT .  Vcos/J+l 


gesetzt  wird. 


ß 


2  '  ^.sina   J     cos*/, 

2  ^  flr.sinct     ^  Li— sinVai*  l-f-sm Vji'r-' 
and  durch  Umkehrung  folgt: 
sinV2/9  =  [Äy.«=''2.(^~r).^_i].[5^.^=F2.(i-7').«^ij^ 

worin 


E  =  y^.sinarZ  und  Bf  =  [l  +  siny^/S;»] :  [1  — sinVa/JT]  ^*'- 
D)  — l>c>' — 00  oder   +/<-t'<  +  oo:   wir  setzen 
c  =  —  [l+cos»V,d]:sin2V,(f  [x^ö^o],  dies  giebt: 


V 


..  1' 


. 
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gelten    für   diesen  Zeitraum    Z^  =  od.  <  <  <  od.  =  T  ^ 
die  Gleichungen: 

Während  des  Zeitraums  T^<t< T^^^  ist  p < Z  and 
umgekehrt,  so  lange  (></  bleibt,  währt  dieser  Zeitraum: 
sobald  aber  q  =  /  wird,  hat  der  Punkt  P  den  Cylinder- 
mantel  erreicht,  der  Zeitpunkt  T^_^^  ist  eingetreten.  T^^^ 
ist  also  ein  Werth  von  t,  der  die  Gleichung  p»— Z»  =  o  odej- : 
[- V2^sina.(«-r  )i  +  .^;^.(i-T)  +  ^^« 

erfüllt,  und  zwar  ist  T^  ^  ^  die  kleinste  der  reellen  Wurzeln, 
die  grösser  als  T^  sind.  Diese  Gleichung  vierten  Grades 
reducirt  sich  aber  bei  Beachtung  der  Beziehungen,  die  zwischen 
den  in  ihr  auftretenden  Constanten  bestehen,  auf  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades.  Nämlich  zur  Zeit  t  = 
sich  P  noch  auf  dem  Cylindermantel,  d.  h.  es  ist 


T^  befand 


X 


,2 


-f  y«   =r  Q\  =    /8 


femer  ist  q    =  o,  also  auch  o  .o'  =  x  .x    +  v  .7/  =  o. 
Dies  auf  obige  Gleichung  angewandt,  giebt : 

+  y'^  —  ^sina .  .r J  =0 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  T^,  welches  ja  obiger  Glei- 
chung genügen  muss,  eine  doppelte  Wurzel  derselben  ist; 
f ür  TJj  ^  1  ergiebt  sich: 

2 


7*  +  1  -  ^fi  -  y^i^ 


[+^'^  ±  V—j/'^  +  g.sina.x^  ]. 


fi  ungerade:  Es  wird  gefragt:  Wann  verläset  der  auf 
dem  Cylindermantel  sich  bewegende  Punkt  P,  der  zur  Zeit 
TJi  aus   dem   Cylinder  -  Innern   auf  denselben  gelangt   ist, 

wiederum  den  Mantel?    Ist  TJ^^^  der  betreffende  Zeitpunkt, 


/ 


-«-  -* 


<Ci^j3c^^rtyi 


>.+  l    '  ^M+l  "  """  •>+l'-V+l+^/t+l''5'i.+  l="' 
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so  werden  för  ein  <  =  tpd.  >   T^^i ,   aber  <  T^^g  die 
Gleichungen  I  gelten: 

ferner  für  t  =  T^^^  die  Gleichungen: 

für  t;,^!  <<<  7;+2: 

Lassen  wir  von  7J,^i  ab  eine  unendlich  kleine  Zeit 
verstreichen,  d.  h.  setzen  wir  t  =  T^,^^  +  6t,  so  erhält  die 
Ungleichung  folgende  Form: 

[-~V2.5f.sin«.dr^  +  ^^^i.rf<  +  .^^^i]2 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  für  ^   , ,,  3/  j.,  ^'  .i»  3/ 


^+r  y^+r  '''f^+i'  ^^+1 
geltenden  Gleichungen: 

rf<2.[V4^^sin2a.(J<2— 5r.sina,.r       .rf<  +  ^'^ 

Aus  ihr  ergiebt  sich,  dass.r^_j.i  nicht  negativ  sein  kann, 
denn  sonst  fiillt  der  Ausdruck  linkerseits  positiv  aus;  eben- 
so wenig  kann  x^_^^  =  o  sein,  denn  für  x^^i  =  o  ist  y^^| 

=  zfc  /,  folglich  wegen  x 


+  yfiVi~S''S^^«-^"-Li]  <  ^• 


fi+l-'V+i  +  ^f^+l'^^+i 


2/«j_i  =0-2/ 


^+1 


=  0,  und  die  Klammer  reducirt  sich  auf: 

y^.g'^.sin'^a.öt^  —  g.&ina.x        .dt  +  .r'^ 

was  sowohl  für  Ä?'  . ,  =  o  als  auch  für  ^'  , ,  >  oder  <  o 

über  Null  bleibt. 

Wir  haben  also  zunächst  gefunden,  dass  P  den  Cylinder- 
mantel  nur  für  ein  x  positiv  und  grösser  als  Null  verlassen 
kann. 
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Zur  weiteren  Untersuchung  führen  wir  für  «'* .  j+y'* ,  j 
=  v^^  seinen  unter  II  angegebenen  Werth  2g.^a,[—x  ^ 
+  L^]  ein  und  erhalten  die  Ungleichung: 

öt^.iy^g^.Bin'^a.dt^  —  g.sixia.a^.dt  —  ZgsiXia. 


worin  unter  L^  der  Werth  der  Constabten  L  während  des 

Intervalls  Z^  =  od.  <  «  <  od.  :=  T^^i  zu  verstehen  ist; 

selbstverständlich  ist  der  Index  von  L  stets  eine  ungerade 
Zahl. 

Negativ    fällt   der   Ausdruck   Imkerseits  nur  in  zwei 
Fällen  aus:  wenn  entweder 


(I)    jj        ==  y^L    und  zugleich  «' ,  t  >  o  ist,  oder  wenn 
(II)    ^^^1  >  Vs  ^11  ist ;  in  allen  übrigen  Fällen  ist  er  positiv. 

Da  der  Punkt  P  das  Bestreben  hat,  die  Bewegung  eines 
frei  sich  bewegenden  Punktes  anzunehmen,  sobald  es  bei 
der  Einrichtung  des  Apparates  mOglich  ist,  so  schliessen  wir 
erstens,  dass  der  auf  dem  Cylindermantel  sich  be- 
wegende Punkt,  wenn  er  im  Aufsteigen  begriffen 
ist  {a'  >  o),  den  Mantel  für  x  =  y^  i^  (ü^ positiv) 

verlässt, 

zweitens,  dass  der  Punkt  den  Mantel  sofort  wieder 
verlässt,  wenn  er  für  ein  .i?>  Vs^^  ^^^  ^^^  ^^  Be- 
rührung kommt. 

Unter  L^  haben  wir  im  zweiten  Falle  diejenige  Höhe 

in  der  Richtung  der  a-Axe  zu  verstehen,  die  der  Punkt  ver- 
möge der  ihm  beim  Auftreffen  verbleibenden  Geschwiudigkeit 
auf  dem  Mantel  zu  erreichen  im  Stande  wäre,  wenn  er  auf 
demselben  verbliebe. 

Da  die  Richtung,  in  der  P  auf  den  Mantel  auftrifft, 
mit  der  Richtung  der  auf  dem  Mantel  weiter  zu  verfolgenden 
Bahn  in  der  Regel  nicht  übereinstimmt,  so  erleidet  derselbe 
einen  Geschwiudigkeitsverlust :  wir  haben  daher  in  Bezug  auf 


I 

\ 
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1 


-t^  ^(l    + 


V' 


ßp 


ig.Bina 

Was  wir  in  Bezug  auf  das  Verlassen  des  Mantels  ge- 
funden haben,  lässt  sich  theil weise  direct  aus  der  zweiten 
und  dritten  Bewegungsgleichung  pag.  6  herleiten.    Ans: 


und: 


x" 

ff- 

sina- 

-2. 

m 

r 

== 

—  2. 

m 

Q 

X 


ergiebt  sich,  dass  sich  die  Bewegung  des  Punktes  P  durch 
die  Bew^egung  eines  freien  Punktes  ersetzen  lässt,  der  ausser 
der  Erdschwere  g  noch  einer  zweiten  veränderlichen  Kraft 
von  der  Grösse  ^Ijq  :  m  ausgesetzt  ist ,  die  ihren  Sitz  in  der 
Stange  hat  und  senkrecht  zu  derselben  in  der  Richtung  des 
Radiusvector  anziehend  wirkt.  Für  p  <  Z  ist  diese  Kraft 
=  o;  für  p  =  /  folgern  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Q*  =  g"  =:=  0  ist,  d.  h.  dass  q  während  eines  endlichen  Inter- 
valls gleich  l  ist,  aus  Gleichung  2**)  pag.  7  und  der  Inte- 
gralgleichung von  3**)  pag.  7  durch  Elimination  von  ß*^ 

^Uim  =  S^.sina,  [Vs^""'^]? 

diese  Kraft  ist  so  lange  positiv,  a\s  x<C^y^L  ist;  sobald 
X  =:  y^L  geworden  ist,  hat  2X1  :m  oder  X  den  Werth  o 
erreicht,  d.h.  der  Zeitpunkt  ist  eingetreten,  wo  für  P  die 
Gleichungen  unter  I  zur  Anwendung  kommen.  Wenn  wir 
beachten,  dass  die  Kraft  2Xq  :  m  nur  für  p  =  /,  wo  der  Faden 
RP  mit  dem  Radiusvector  zusammenfällt,  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  besitzt,  so  ersehen  wir,  dass  2Xq  :  m  sowohl 
während  der  Bewegung  auf  dem  Mantel  als  auch  im  Innern 
des  Cylinders  die  Grösse  der  im  Faden  stattfindenden  Span- 
nung darstellt ;  die  sonst  continuirliche  Grösse  2^ :  m  ändert 
sich  beim  Auf  treffen  auf  den  Mantel  sprungweise:"  von  dem 
Werthe  o,  den  sie  vor  dem  Auftreffen  besessen,  springt  sie  zu 
einem  Werthe  über,  der  gleich  der  lebendigen  Kraft  des  auf- 
treffeuden  Punktes  in  der  Radius\rectorriclitung,  dividirt  duicli 


X 


■  ■  I  ■  11*1 


) 


■* 


-^/^^-^t 
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seine  Masse  m,  ist,  um  in  demselben  Momente  wegen  des  Ge- 
schwindigkeitsverlustes auf  den  Werth  3g .s\iia.\^/^L  —  x] 
herabzusinken. 

Nach  Erledigung  dieser  Hauptfragen  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  auf  eine  genaue  Beschreibung  der  Bewegung 
eingehen  zu  können. 

Sind  die  Anfangscoordinaten  Ji^of  !/Qf  ^of  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten \,  y'^j  z^y  so  wissen  wir  nach  pag.  7  zunächst, 

dass  die  den  Punkt  P  enthaltende,  zur  2;-Axe  senk- 
rechte Ebene  E  sich  mit  gleichförmig  beschleunigter 
Geschwindigkeit  abwärts  bewegt:  wir  haben  also  ledig- 
lich die  relative  Bewegung  des  Punktes  P  innerhalb  der 
Ebene  E,  die  sich  durch  seine  x-  und  ^-Coordinate  bestimmt, 
zu  betrachten. 

Zur  Zeit  7i,  wo  P  zum  ersten  Male  den  Cylindermantel 
eireicht,  ist  x^+y^  =  /*  geworden,  also  muss  zufolge  der 
anfangs  geltenden  Gleichungen  (pag.  7): 

y  =  y'o^^+yo 

Ti  die  kleinste  reelle  Wurzel  >  oder  =  o  der  Gleichung 
vierten  Grades: 

[—^l^g.mia.t^  +  x,.t+x,]''  +  [y,.t  +  y^]^-n  =   o 
sein;  die  zu  2\  gehörigen  Grössen  sind  dann: 

yi  =  yo-^i+yo.  y\a  =  yi, 

und  die  nach  dem  Verlust  restirende  Geschwindigkeit: 

derselben  entspricht  ein  Werth  von  L  gleich 

A  =  x^+(vlp:2gäna). 

Der  weitere  Verlauf  der  Bewegung  hängt  vor  Allem 
von  L\ ,  welches  in  den  Grenzen  —  /  und  -f-  oo  liegt,  ab ; 
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A:  /.,  <  oder  =  o:  Ist  I.,  negativ,  so  kann  wegen 
t»  =:  ^g.sina.l—x-i-L,]  X  nur  negativ  sein  und  bleibeu: 
F  verlässt  den  Cyündermantel  nicht  wieder  und  vollfflhrt  auf 
ihm  pendelartige  Bewegungen,  die  gemäss  den  Formeln  unter 
II,  A)  und  B)  vor  sich  gehen.  Gleiches  gilt  für  i,  =  o ; 
auch  hier  kann  x  niemals  positiv  werden. 

B:  Xi  >  oder  =  %l:  Ist  Xj>  »/gi,  so  kann  der  Fall 
«>■  oder  =  VsXi  niemals  eintreten:  jPbleibt  auf  dem  Hantel  und 
voUiÜhrt  Kreisschwingungen,  deren  Verlauf  aus  den  Formeln 
unter  11,  D)  zu  bestimmen  ist.  Ist  L,  =  '/a  l,  »o  kaun  der 
Fall  X  =  2,3X1  =  l  eintreten:  da  aber  dann  sC  ^  0  wird, 
80  bleibt  P  auch  in  diesem  B'alle  anf  dem  Cylindermantel. 

Wir  haben  uns  also  für  weitere  Untersuchungen  auf 
das  Intervall:  0  <X,  <  7^^  zu  beschränken  und  die  drei 
Fälle:  x^  >■,  ^  oder  <  '/gXj  zu  unterscheiden. 

C:  o  <  Xi  <  '/, /;  Wir  beginnen  mit: 

C,  I:  Si>'/3A  oder  i,.^.  sin«  >u*p  oder  »i  .^.  sin« 
—  y'ij,  >  X*'.  in  diesem  Falle  verlässt  der  Punkt  den  Mantel 
sofort  wieder:  es  ist  T^  =  T^,  also: 

Xj  =  Xi,  y,  =  Pj,  x\  =  x\j„  p;  =  y\^. 
Es  sei  x\p  =  0:  der  Fall  x'  =  0  tritt  ein  bei  Incidenz  im 
höchsten  Punkte,  wenn  also  x^  ■=  l  ist,  denn  dann  liefert 
die  Geschwindigkeit,  auf  die  Tangente  projicirt,  keine  «-Coiii- 
ponente,  es  ist  x\p  =  o,  während  y'  von  Nall  verschieden 
sein  kann,  sich  aber  wegen  der  Annahme  X,  <  ^j^l  in  den 
Grenzen  —'^l.g.sma  <  y\p<.  +V/.^.sinä  halten  muss; 
Übrigens  ist  y\p  =  yj^;  die  Geschwindigkeit  erleidet  in  der 
Sichtung  der  y-Axe  keinen  Verlust. 

1)  x\p  =  0  und  xi  =  l:  wir  setzen  y]p  =  V'/.t^.sina.cosE, 
worin  o  <  e  <  jt,  also  L^  =  1/2  ^  ■  (2  +  cos^e)  und 
Äj.y.ßinß  —  y|J,  =  /(/sina.sin^E, 
iglich  nach  pag.  10: 


r,  — 7i  =  2.  sine,  j/- 


^.sina 
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! 


Punkt  vertical  aufsteigt  und  mit  der  Geschwindigkeit  Null 
am  Mantel  anlangt,  ferner  bei  normaler  Incidenz  des  Punktes 
P:  dann  ist  ebenfalls  sowohl  x\^  als  auch  yj^  =  0: 

2)  x\p  =  0  und  0  <  a;i  <  /:  dann  ist  auch  y\^  =  0, 

und  L^  =  a?i :  der  Punkt  fällt  senkrecht  herab ; 

T^—T^  =  8 .  yxiiiffBinä) 


und: 


Xq  —  —  ^1  j 

ys  =  yi , 


X 


sa  =  —  a.Va^i.flF.sina, 


folglich  : 


V 


9p 


=  — 2.yi  .y^^.g .sinail  und  L^  =  ^i.(yj — •^D'^'» 
also  Zg  >  0,  wenn  yj  >  ^J,  Zj  =  oder  <  0,  wenn  yj  = 
oder  <  .rj  ist:  dem  entsprechend  haben  wir  uns  der  Rubrik 

C,  III  oder  A  zuzuwenden;  das  unter  1)  über  die  Indices 
Gesagte  gilt  auch  hier,  ebenso  wie  für  3). 

Der  Fall  x^^  positiv  oder  negativ,  verschieden  von  Null, 

welcher  nur  für  0  <  ^j  <  Z  eintreten  kann,  ist  der  Fall 
der  nicht  normalen  Incidenz  mit  Ausschluss  des  zu  2)  gehö- 
rigen Falles,  dass  P  vertical  aufsteigt  und  mit  der  Geschwin- 
digkeit Null  den  Mantel  erreicht. 

3)  x[p  positiv  oder  negativ   und   0  <;  .r^  <;  /:    da 

Xi.g.sma-^y'^  >•  x^  ist,  so  können  wir 
Oi.sr.sina  — y;*^  =  a;;^.tg29?  setzen  [V^jr  <  9  <  V«-^]» 
und  es  folgt  nach  pag.  10: 

Ts—T^  =  2a;;^.(ldbtg9)):(^.sina), 

worin  das  obere  Zeichen  für  x[p  positiv,  das  untere  für  x\p 
negativ  zu  nehmen  ist;  hieraus  folgt  nach  pag.  7: 


2x^ 
"'  g.sma    ^ 


Vta  =  Vip 


V^^^^^^^ 


\ 


\ 


^^^fJOu-t^^fV^l 
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Setzen  wir  die  mit  Hilfe  einer  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  aus  v\^  =  2^.sina.  [A  — '«i]  folgenden  Werthe: 

y;^  =  2^sina.[A-^i].^^/2 

in  die  Gleichung  x^.gsiua—y'^  =  a^  .tg^y  ein,  so  erhält 
man  für  I^  —  x^  den  Werth: 

A-^i  =  V2^i.'^:(^+y?-tg'y) 

und  weiter: 

wenn  zur  Abkürzung  jr .  sin  a  :  (oj^  +  yj .  tg2  9>)  =  if  gesetzt 
wird.  Nach  pag.  11  folgt  /.Vgp  =  ^i .  p[p±yi>^'p'tg<p  und 
hieraus  mit  Benutzung  der  vorstehenden  Gleichungen: 


V 


SP       ^  3  .  (^Ty^.tgy)^ 
SflF.sina  2^'  »^i+yi.tg29> 


und: 


Z*3    X^    , 


2/*.(2Z2+^)_yJ.[/2+(/2  +  ^2)(lj^tg9))p 


2Z2.(Z2_,_^.)(^2_^y..tg2g)) 

Z3  ist  >►,  =,  <  0,  je  nachdem 

2/4.  (0/2  +  ^)  >,  _   <  y^[/2  4.(/2+^p(l±tg9))P  ist. 
Durch  Vergleichung  von 

mit  Yg  Z3  ergiebt  sich :  iCg  <  Vs  ^  5  wir  haben  daher  für  Zg 
=  oder  <  0  unter  A ,  für  Zg  >  0  unter  C ,  III  weiter  zu 
rubriciren. 

C,  II:  ^i^Vz-^  oder  Xi.g.sma  =  v^^p  oder  Xi.g.siua 


.'2 


0?^    kann  nicht  gleich  Null  sein. 


"ip         ip  '       ip 
1)  x\    positiv;  F  verlässt  den  Mantel  sofort  wieder: 


£x  #^  l^ 


^ 


ren 


nen 


ume 


Hinrichtungen 


lon 


sehen  Fakultät  zu  Kiel 


Halle  a.  S. 

D  nie k  V o  n  VV i  1  h  c  1  rn  K  n  a  |- 

1888. 


—    20    — 

^2  =  ^u  Vi  =  »V  «i  '=='  x\pf  y\  =  y\p  und  nach  pag.  10: 

ys  =  y2  •  [1— *-(^^^*)]»  y[a=yt 

und: 

üjp  =  T  y^T^T^^sSoT  [3— 12.(i^:/*)  +  8.(j^:i*)J, 


je  ^nachdem  y,  =  ±  j/Z«  —  ^2  jgt^ 

Wir  fassen  einige  specielle  Fälle  besonders  in's  Auge 
und  nehmen  dazu  y^  als  positiv  an :  [0  <«,  <Zu.  9ö<>0,  <  180®] 

1*)  vzp  ist  positiv,  d.  h.  die  Geschwindigkeitsrichtung 
fällt  in  die  positive  Tangentenhälfte,  so  lange 

^^2  >  V2^-V3— /"är  oder  ß^  >  124«  16'  52",7..  ist; 
7/3  ist  während  dieses  Intervalls  immer  negativ,  dagegen: 

.Tg  positiv  für  .r,  >  V,  Z.yT"  oder  i3,  >  150S 
^8  Null  für  x^  =  V2  '-V^  oder  i3,  =  löQo, 
^8  negativ  für  x^  <  »/^  /.|/3~  oder  ^3^  <  150®. 

^*)  '^ap  ist  Null,  d.  h.  Punkt  P  trifft  normal  auf  die 
Kreisperipherie,  wenn  x^  =  V2  /.V3— ^T  oder  i?!  =  124® 
16'  62V-.,  dann  ist    x^  =  —y^  Z . |/3 . (3— j/T)  und 

ys  =  —  V2  '.V3.,/^— 5. 

3*)  r^p  ist  negativ  für  x^<y^l  y3-/T  oder  /3,  < 
124®  16'  62",7..,  :t^  ist  dann  immer  negativ,  und: 

2/3  negativ,  so  lange  x^  >  V2 '  oder  i3,  >  120®, 
yg  Null         für  iCj  =  V2 '   oder   ft  =  120^ 

yg  positiv,  so  lange  0:^  <  7,  /  oder   jS,  <  120«. 

Für  ^2  negativ  gestaltet  sich  der  Vorgang  genau  in  der- 
selben Weise:  er  ist  das  Spiegelbild  zu  dem  bei  positivem  y^. 

Xg  =  a;i.[%-32.(a:^-Z^.(lH^:/2))^, 
oder  da  x^  =  »/g  L^  ist: 


U 


mM« 


I 

1 


f%j^;^^f^MA^o^-v  1/  {_ 
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=  Xi.[l— SlVa.cosS/Ja.smß/Sal- 
Wegen  des  Vorzeichens  von  L^  haben  wir    die  Un- 
gleichung : 

l-2lV3.r.(l-2;;3>,=,  <0  , 

worin  V  =  cos2j92  ist,  näher  zu  untersuchen;  innerhalb  des 
Intervalls  0  <  t'  <  1,  welches  hier  allein  in  Frage  kommt, 
wird  der  Ausdruck  rechterseits  zweimal  zu  Null,  nämlich 

für: 

Vq  =  (cos»i32)   =  0,055  661  761  584 . . 
und 

r;  =  (cos2j92y  =  0,563  457136  243..  , 

ilinen  entsprechen  die  Winkel: 

±  (ßi)   =  1030  38'  46'',6.. 
±  lß2y  =  1380  38'  44",3 . .  . 

Würden  wir  uns  ein  Bild  der  der  Function  [1— 2lV3^ 
j'.(l — i;)^  entsprechenden Curve  zwischen  0  und  1  entwerfen,* 
so  würde  dieselbe  von  i^  =  0  an,  wo  sie  den  Werth  1  be- 
sitzt, durch  V  =  Vq  ins  Negative  abnehmen,  für  v  =  V4  ihr 
Minimum,  nämlich  —  V/^  erreichen,  von  da  an  wieder  wachsen, 
durch  V  =  v'^^  ins  Positive  zurückkehren  und  für  v=l  zum 

zweiten  Male  den  Werth  1  annehmen:  die  Function  [1 — 21  Vs« 
r.(l — vY]  nimmt  also  von  v  =  Vi  bis  v  =  1  (oder:  von 
ß  ^  1200  bis  ß  =  1800)  n^it  ,;  resp.  ß  zu  und  ab,  während 
sie  sich  von  i;  =  0  bis  1;  =  Vi  (oder:  von  ß  =s  90o  bis  ß 
r=  1200)  umgekehrt  verhält. 

Zur  Ermittelung   etwaiger   Maxima  und  Minima    der 
Function  L^  setzen  wir: 


1 

T 

oder: 


dL. 


dx 


2 


=  -^-96. 


8/2  — 96ö.(l— ö)2.(l— 3(J)  =  0. 

Diese  Gleichung  besitzt  zwischen  0  und  1  zwei  reelle 
W^urzeln,  nämlich: 


c^nr 


a 
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1 


and 


Cq  =  [C0S»i9j]   =  0,017042  9.. 
<j'  =  [cos«  ß^y  =  0,297  865  2 . .  , 


denen  die  Winkel; 

±  [ß^]  =     970  30'     ^",6 . . 
±  [ß^]*  =  1230    4'  38",3 . . 

entsprechen;  wie  sich  durch  Einsetzen  der  Werthe  Oq  und 
<Jq  in  die  zweite  Ableitung  von  I^  nach  x^  ergiebt,  bedeutet 

<Sq  ein  Maximum,  o^  ein  Minimum  der  Function  Z3. 

Von  dem  äussersten  Werthe  /.1,5,  dem  ein  ß  =  180^ 
entsprechen  würde,  der  aber  wegen  der  Bedingung :  0  <  Zi 
<C  Vi  ^  bi^^  ausgeschlossen  ist,  nimmt  also  Z3  mit  ß^  zugleich 
ab,  erreicht  für  ß^  =  138o  38'  44",3..  den  Werth  0,  wird 
für   ß^  =  124^  15'  52",7..,    wofür  v^^  =  0   ist,    zu  — /. 

0,975172  5..  und  sinkt  weiter,  bis  es  f ttr /S,  =  1 23o  4'  38^3.. 
sein  Minimum  — Z. 0,982 041..  erreicht;  von  da  an  nimmt 
Z3  wieder  zu,  wird  zu  0  für  ft  =  103^  38'  46",6.. ,  erreicht 
ein  Maximum  für  ft  —  97^  30'  4",6 . . ,  nämlich  I^  =  +1. 
0,128  203  3..  und  nähert  sich  dann  dem  Werthe  0,  ohne  ihn 
zu  erreichen. 

Ueberraschend  ist,  dass  Z,  niemals  bis  zum  Werthe 
—  l  herabsinken  kann:  der  niedrigste  Werth,  den  es  an- 
nimmt, ist  —  Z .  0, 982  041 . .    . 

Aus 

64      j;?      /         ^ 


A  =^i'\j 


-j'(-i-r] 


folgt  für  ein  positives,    von  Null  verschiedenes  Z3  wegen 

64 


*4    =    ^2    •     1    1  — 

weiter: 

und,  wenn  Z5  >  0 : 


s 


64 
3 


5 
P 


X 


(-#j. 


i^-m 


I 
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64     xl 


^«  =  ^4.[l— 3--^-(l-^/J, 

allgemein  unter  der  Voraussetzung,  dass  sämmtliche  in  Frage 
kommenden  Z  >>  0  sind: 


^r— ] 


'2r— 3  •     I  1 


[ 


64  4t- 2 


P 


■  {-%-^)'J 


und: 


^^2r  -  ^2r-2  •    [l— y  '  -^i"  •  (  1 ^y-j  J« 


Setzen  wir  in  der   letzten  Gleichung  nach  vorherge- 
gangener  Quadiirung    und   Division    durch  l^    {x^  :  V)  = 

cos2  ^2%  =  ^2z  >  so  folgt : 

»^2r  =  ^2r-2  •  [1— ^iVa  •  ^2r-2  •  (1— ^2t-2)^]^- 

Denken  wir  uns  jetzt  den  durch  x^,  y^ ,  x^^  y^  characte- 

risirten  Anfangszustand  des  Punktes  P  derart,  dass  eine 
grössere  Anzahl  der  daraus  sich  ergebenden  L  positiv  aus- 
fallen, so  kann  uns  vorstehende  Gleichung  oder  richtiger 
ihre  Umkehrung  dazu  dienen,  aus  einem  ins  Auge  gefassten 
L  resp.  X  oder  ß  die  vorhergehenden  L  nebst  den  zugehörigen 
x\m^  ß  zu  berechnen;  nennen  wir  dieses  bestimmte  L,  x,  ß: 
-^2r— 1>  ^2t9  ß2tt  so  würde  unsre  Aufgabe  sein,  daraus 
-^^21  —  3?  ^2r  — 2>  ^2r— 2  II«  s.  w.  ZU  berechnen;  welche  der 
drei  Grössen  L,  x,  ß  wir  der  Berechnung  zu  Grunde  legen, 
ist  im  Allgemeinen  gleichgiltig :  wir  wählen  ß,  weil  dasselbe 
den  Vorgang  anschaulicher  macht. 

Zuerst  sei  /^g^  =  103«  38'  46",6..,  für  welches  nach 

pag.  21  das  Quadrat  des  Cosinus  gleich: 

17^  =  0,055  661  76.. 

ist  und  die  Gleichung  1  —  21V3  •  ^ .  (l  — ^)^  =  0  erfüllt. 
Dieses  ß2t  wollen  wir  zur  Unterscheidung  von  dem  192^  der 

folgenden  Aufgabe  mit  B^  bezeichnen,  das  zu  ihm  gehörige 

i%_2  ^^*  ^11  i'2t  — 4  ™i^  ^2  ^f'j   analog  cos2^2r  »lit  ro. 


<ti^^-c€x 


^^^ 
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cos*/32r  — 2  ^1^  ^\f  cos2j32^_4  mit  ^2  usf.:  es  ergiebt  sich 
dann  i^^  aus  Tq  als  die  kleinste  der  über  Vq  liegenden  reellen 
Wurzeln  der  Gleichung: 

.(l-'^i)'?-^o  =  0. 
sich  V2  aus  v^  u.  s.  w. 
welche  die  zehn  ersten  v  nebst 


ri.[l  — SlVs.ri 

In  derselben  Weise  ergiebt 

Es  folgt  eine  Tabelle, 

den  B  enthält: 

»'o  : 

0,056  661  76  .  . 

J'i  : 

0,625  327  75  .  . 

'•t  ■• 

0,808  754  90  .  . 

I3  : 

0,873  462  64  .  . 

»4  •■ 

0,904  025  86  .  . 

v&  ■■ 

;    0,921  480  80  .  . 

»6  : 

0,932  740  35  .  . 

Vj  : 

0,940  625  40  .  . 

»'s 

:   0,946  477  03  .  , 

V9 

:    0,951  008  89  .  . 

»'10  • 

;   0,954  635  47  .  . 

etc 

etc. 

"00 

:    1,000  000  00  .  . 

» 


B, 
B, 

B, 
B, 


8 


etc. 


00 


103«  38'  46",6  .  . 
1420  15'  29",3  .  . 
1540  4'  2",l  .  . 
1590  9'  44",5  .  . 
1610  57'  io^',7  .  , 

1630  43'  37",4  .  . 
164«  58'  7",6  .  . 
1650  63'  48^4  .  . 
1660  37'  24",2  .  . 
1670  12'  44",1  .  . 
1670  42'    8",5  .  . 

etc. 

1800    0'    0",0  .  . 


Da  sich  obige  Gleichung  für  v^  =  Vq  nach  pag.  21  auf 
—  Vq  =  0  reducirt,  so  folgt,  dass  v^,  welches  nicht  kleiner 
als  Vq  sein  kann,  auch  nicht  gleich  Vq  ist,  sondern  grösser 
als  Vq  sein  muss;  da  weiter  nach  pag.  21  —  22  die  v  in  den 
Grenzen   Vq  =  oder  <.  v  <i  oder  =  v^  kein  positives,  von 

Null  verschiedenes  L  ergeben,  so  muss  r^  auch  grösser  als 
i^jj  sein,  bleibt  aber  unter  1,  da  sich  für  r^  =  1  :  2^0  =  1^ 
ergeben  würde. 

Wird  Pji  —  n  mag  eine  ganze  Zahl  >>  0  bedeuten  — 
als  in  dem  Intervall  j>„  <;  r^  <  1  liegend  vorausgesetzt,  so 
muss  Vn^i7  welches  nicht  kleiner  als  r„  sein  kann,  in  dem 
Intervall  v^  <  v^j^i  <  1  liegen,  da 

v^^^ .  [1-21 1/3  ^^„+1  .(1  -Vn+iTY-^n 
für  v^^i  =  vn  nach  pag.  21  negativ,  für  ^„^1  =  1  positiv 


\4je4^^^^^CC\ 
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ausfällt;  hieraus  folgt  allgemein,  dass  die  auf  einander  fol- 
genden V  l)estäiidig  wachsen,  aber  immer  kleiner  als  1  bleiben : 

Für  ein  sehr  grosses  n  wird  r„+i  —  v^  unendlich  klein  aus- 
fallen, folglich  müssen  sich  die  3^,  da[l— 2lV3.r,j+l.(l— i^n+l^)? 
erst  für  ein  der  1  unendlich  nahes  ^„^i  zu  1  werden  kann, 
mit  wachsendem  Index  asymptotisch  dem  Werthe  1  nähern, 
während  zugleich  die  B  asymptotisch  dem  Werthe  180« 
zustreben. 

Zweitens  sei  ß^z  =  138«  38'  44'',3..,  dann  erfüllt  nach 

pag.    21    cos2^2r  =  ^i   =  Ö?^ß3   ^^"^  1^  •  •    ^^enfalls    die 

Gleichung : 

1  — 21V3.r.(l— r)3  =  0. 

Wir  bezeichnen  dieses  ß^x  "^^^  ^o  "^*  weiter  iS2r  — 2  ^^ 

B[,  ß2z-A  init  ^2  ^sf-?    ^^^'^^^  cos%r   '»i*  Ky     C0S2^2t-2 
mit  v\  usf..    Die  aufeinander  folgenden  v*  und  B*,  die  mittels 

dereelben  Gleichung: 

»';+i-f^-^iv3-^.+i.(i-''„+i)T-''„  =  0 

aus  einander  herzuleiten  sind,    verhalten  sich  auch  genau 
analog  den  v  und  B.    Es  folgt  eine  Tabelle  der  v'  und  B' : 


V'o 


..' 


^5 


V 


8 


»^9 

etc. 


0,563  457  13 
0,790  238  78 
0,865  805  53 
0,900  017  28 
0,919  040  82 
0,931  100  13 
0,939  443  56 
0,945  580  45 
0,950  303  74 
0,954  064  39 
0,957  139  51 

etc. 
1,000  000  00 


^0 

B\ 

B\ 

B\ 

B 

B 

^10  = 

etc. 
B. 


8 


9 


00 


138<>  38'  44'',3  . 
152«  44'  31",4  . 
158«  30'  38",9  : 
I6P  34'  0",1  . 
163«  28'  9",9  . 
1640  46'  56",1  . 
165«  45'  15",1  . 
166<>  30'  35",0  . 
167^  7'  8",4  . 
1670  37^  26",4  . 
1680  3'  6''^3  . 

etc. 
1800  C  0",0  .  . 


In  Bezug  auf  das  gegenseitige  Verhältniss  der  v  und 
V*  oder  B  und  B  zu  einander  ist  zu  beachten,  dass 
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V    <v    <P   ..  oder  5    <  Ä '  <  B,. 

n  ^     n   ^     n+1  n    ^      n   ^^      n+1 

ist:  denn  aus  der  Annahme:  v    <  r    <  v^,.  folgt: 

<v,-[i-2iV3.»';+r(i-'';+i)''?, 
<r^^,.ii-2iv3.»'„+2.a-v2)''P; 

nun  ist  nach  pag.  21  [l—2V/s.v.{l—vy]  eine  Function, 
die  für  v'^  =  oder  <  j^  <  oder  =  1,  und  um  solche  v 

handelt  es  sich  hier  nur,  absolut  mit  v  zu  gleicher  Zeit  zu- 
und  abnimmt,  mithin  auch  j;.  [1  — 21Y3 .  ^.(l — vY]^  eine 
derartige  Function,  folglich  liefern  obige  Ungleichungen: 

und  damit  ist  wegen  ^o  <  a^J^  <  v^  obige  Behauptung  be- 
wiesen. 

Zwei  analoge  Reihen  ergeben  sich  aus  a^  und  <j^  (ver- 
gleiche pag.  22): 

öo>  ^i>  <>2>  •  •  •  V   ^^d    ^'o?  ^1'  ^2>  •  •  '  •> 
welchen  die  Winkelreihen: 

-^OJ  -^IJ  -^?   •  •  •   ■     ^^^1     -^0'  -^1'  '^»  .  . .  • 

entsprechen;  auch  hier  ist  0^  =  a'^  =  1  und  -T^o  =  -2^ 
=  180*^,  und  es  gelten  die  Ungleichungen : 

n— 1    ^     71^     n^n^     n 

und:  JB'     ,  <  i:   <,  B   <  2'<  B  . 

Die  pag.  20  für  7^  und  T^  aufgestellten  Formeln  gelten 
allgemein :  ist  der  Punkt  F  im  Aufsteigen  begriffen  (x^^  >  0), 

so  ist: 

'^2n+l  =  ^2,-t^-*-(^L  =  ^')] 

oder: 


> 
j 

■  i 
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l 


* 


I 


2n 


2«-i        =^r  ^.sina   J        Vi— sill2V«72n-l-™2^' 

worin  sich  die  ^,  die  in  den  Grenzen:  y^x  =  oder  >  ^  > 
oder  =  —  V2  ^  zu  wählen  sind,  aus  : 

sinV2^2n-l  =  sinV2r2n-i-siii*2n-i 
und; 

sin  V«  ß2n  =  sin  V2  /2n- 1  •  sin  ^2« 
ergeben. 

G)  ^n-l   =    h    folgüch:    COSi92«   =   —  2/3   und  ^^2« 
=  ±1310  48'  37",1..  : 

^2n—  ^2n  — 1 

_^i  ']/IlLl  1      rl"^^*-^'^*^^^    1— sinV,g2n-n 

-  =^  2  '  >    y .  sina  •  *^^  Li  -Sin  ^I,ß2n  '  1  +Sin  %^2n  -  J' 

D)  l  <  ^2«  — 1  <  %t'  wir  setzen  in  diesem  Falle: 

l+COS^l/jtJg^^l 


-^9..  _1   =  ^. 


'2rt 


und  es  folgt: 


sin2V2rf2n-i 

'^2n—  ^2n  — 1 


._i.sin2^ 


.   , .  c         1/     ^  rl^hn'  dw 

f'  2^^    1  »^  ^.sin«   J         Vl-sin^V2rf2.-i-si^ 

in  diesem  Falle  ist  /?2n  ahsolut  grösser,  im  Falle  B)  absolut 
kleiner  als  13 P  48'  37",1..  . 

Zur  weiteren  Beschreibung  der  Bewegung  nehmen  wir 
der  Kürze  wegen  wieder  y^  *ls  positiv  an  und  unterscheideD 
folgende  vier  Fälle,  in  denen  n  eine  beliebige  ganze  Zahl 
=  oder  >  Ö  bedeuten  kann: 

la)  ß^  ==  B^:  P  verlässt  für  ß^  =  B^  den  Mantel, 

gelangt  jenseit  der  a;-Axe  wieder  auf  ihn,  bewegt 
sich  auf  ihm  mit  der  ihm  verbleibenden  Geschwin- 
digkeit, die  in  die  positive  Tangentenrichtung  fällt, 
um  ihn  für  j^^^^  £„_i  zum  zweiten  Male  zu  verlassen: 


\ 


<Cj/CjcK^^Jk:yi 
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in  dieser  Weise  verlässt  P  den  Mantel  im  Ganzen 
7^-mal  und  bewegt  sich  beim  Wiederauftreffen  auf 
ihm  in  positiver  Richtung.  Hierauf  steigt  Punkt  P 
bis  i?2n+2  =  -^0?  verlässt  den  Mantel  zum  (n+l)ten 
Male,  um  beim  Wiederauftreffen,  welches  diesseit 
der  a;-Axe  stattfindet,  seine  Bewegung  mit  nega- 
tivißr  Geschwindigkeit  fortzusetzen:  P  verlässt  den 
Mantel  nicht  wieder,  sondern  vollführt  pendelartige 
Schwingungen  mit  dem  Maximum  der  möglichen 
Weite,  mit  -^„+3  =  ö* 

Ib)  ß^  =  B'  :  die  Bewegung,  welche  der  PunktP 

annimmt,  weicht  abgesehen  davon,  dass  die /?2i  i^icht 

der  J9-Reihe,  sondern  der  jB'-Reihe  angehören,  von 
der  unter  la)  beschriebenen  nur  darin  ab,  dass  P 
auch  das  letzte  Mal  jenseit  der  a;-Axe  auftrifft  und 
seine  Bewegung  in  positiver  Richtung  fortsetzt. 

Ic)  B^<ß2  <  ^n'  ^  veilässt  den  Mantel  eben- 
falls (n4-l)-mal;  die  auf  einander  fogenden  ß2i  liegen 

zwischen  den  entsprechenden  Gliedern  der  B-  und 
JB'-Reihe;  die  restirende  Geschwindigkeit  ist  mit 
Ausschluss  des  letzten  Auftreffens  auf  den  Mantel 
immer  positiv,  erst  für  ß2n  +  2y  welches  die  letzte 
Abgangsstelle  vom  Mantel  bezeichnet,  kann  die  dem 
Punkte  verbleibende  Geschwindigkeit  positiv,  Null 
und  negativ  sein:  sie  ist>,=,  ^O,  je  nachdem  /?2w  +  2 
>,  ==,  <  124«  15'  52",7  .  .  ist.  Da  ^2^  +  3  negativ  und 
kleiner  als  Null  ist,  so  verlässt  P  den  Mantel  nicht 
wieder;  I^n-^-S  erreicht  sein  Minimum,  nämlich  -   /. 

0,982  041  .  .,   für  ß2n  +  2  =  ^0^    *•  ^'   ^^^  ^2  =  -^  ^^* 

wird  um  so  grösser,  je"  weiter  sich  ß^  ab-  oder  zu- 
nehmend von  2'   entfernt:  die  beiden  nicht  zu  er- 

reichenden  Grenzpunkte  bilden  B   und  B' ,  für  welche 

Z2„^3  =  0  wird.    Das  letzte  Auftreffen  des  Punktes 

auf  den  Mantel  findet  jenseit  der  ic-Axe,  in  ihr  oder 
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diesseit  derselben  statt,  je  nachdem  ^2n-h2  >?  ="?  < 
1^200  ist:  alle  vorhergehenden  selbstverständlich 
jenseit  der  x-Axe. 

Id)  B"     ,  <  ß^  <B  :   ?i-mal   verlässt  der  Punkt 

den  Mantel  und  trifft  mit  positiver  Geschwindigkeit 
wieder  auf  ihn,  genau  wie  unter  Ic);  hieraufsteigt 
er  bis  ^2n+2>  welches  zwischen  B^  und  90^  liegt,  ver- 
lässt den  Mantel  und  fällt  auf  derselben  Seite  der 
x-Axe  wieder  auf  ihn,  um  sich  mit  negativer  Ge- 
schwindigkeit auf  dem  Mantel  zu  bewegen  und  ihn 
jenseit   der  x-Axe  für  ^2n-f4  wiederum  zu  verlassen: 

das  Wiederauftreffen  auf  den  Mantel  findet  auch 
hier  auf  derselben  Seite  der  x-Axe,  also  jenseit  der- 
selben statt,  und  mit  positiver  Geschwindigkeit 
kehrt  der  Punkt  wieder  zurück,  um  diesseit  der  x- 
Axe  bis  ß2n+ß  ^'^  steigen:  das  Spiel  beginnt  von 
Neuem,  ohne  aufzuhören,  nur  werden  die  ß2i  bestän- 
dig kleiner,  sie  nähern  sich  absolut  genommen  asym- 
ptotisch dem  Minimalwerthe  90^  Die  Reihe  der  X, 
die  die  Höhen  angiebt,  die  der  Punkt  oberhalb  der 
y-Axe  zu  zwei  Drittel  auf  dem  Mantel  erreicht,  ist 
eine  Reihe  von  Maximis,  wenn  /?2n-f-2  =  -^o  oder  ß,, 
=  JSn  ist  [Z2„^3  dann  = +i. 0,128  203  3  ..],  zu  beiden 
Seiten    von   U    nach   B'     ,    und   B    hin   werden   die 

n  n — 1  n 

Glieder  der  Z-Reihe  kleiner. 

Die  auf  einander  folgenden  ß,  welche  die  Abgangs- 
stellen vom  Mantel  bezeichnen,  d.  h,  die  /Jmit  geradem  Index 
besitzen  von  i^2n+2  ^^>  welches  positiv  ist,  abwechselnde 
Zeichen.  Da  die  Function  [1  —  2V/^.co^-ß,sm^ß]  für  B^  zu 
0,  für  90^  zu  1  wird  und  sich  für  Werthe  von  ß  innerhalb 
dieser  beiden  Grenzen  zwischen  0  und  1  hält,  so  ergiebt  sich, 
dass: 

[ß2x]  >  [^2^+2]  >  900 


i 


-tCfC^^^eex 
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sein  muss,  wenn  ^o  >  [^^2^]  >  ^^^  i^^'  ^®"^^  ^^^' 
(^os^ß2i+2'^^^''ß2X  =  [1  — 2lV3.cos^^2x-sin«^2i]^ 

folgt  zunächst:  cos^/jgx  >cos-i32i-f2  >  ^  ^'^d  "^i*-  Rücksicht 
auf  /.cos^2i+2  =  —3:2x4.2  =  — -A^x+t  weiter: 

[^2x1  >  [/%+2]>90o. 

Der  Unterschied  zwischen  den  absoluten  Werthen  von 
ihx-\-2  ^^^  ^21  wird  immer  kleiner  und  für  eiu  unendlich 
grosses  2X  unendlich  klein,  folglich  muss  die  rechte  Seite  der 
Gleichung : 

cos^/^2A+2-cos^^2X  =  [l  — 21V3'C0s^i92A.sin«^2J' 

demWerthe  1  unendlich  nahe  kommen,  was  nur  für  ein  von 
90°  unendlich  weuig  entferntes  ß  stattfinden  kann. 

Die  L  sind  auch  für  -i  >  n,  wie  aus: 

^x+i  =  ^2^-1- [1-21  V3.cos2^2X- sin«  ^2z] 
oder: 

hervorgeht,  immer  positiv  und  grösser  als  Null,  erst  L^ 
A\ird  zu  Null. 

Aus  der   pag.  26  befindlichen  Formel:   a;2;t+i   ==  i»2A' 

[l— 4.sin^^2d  folgt,  dass  für  ein  ß^x,  welches 90°  sehr  nahe 

liegt,  X2i^i  nahezu  =  —  3.X2i  ist,  dass  also  der  Punkt P, 

wenn  er  in  der  Höhe  2p  oberhalb  der  y-Axe  den  Mantel 
verlässt,  frei  bis  3p  steigt  —  nur  für  sehr  kleine  x  giltig  — 
und  67)  unterhalb  wieder  auf  den  Mantel  auöallt. 

Unter  B'    ,  hat  man  für  n  =  0:  90°  zu  verstehen. 

n — 1 

2)  x\p  negativ:  Der  Punkt  F  bewegt  sich  auf  dem 

Mantel  abwärts  und  steigt  auf  der  andern  Seite  der  rc-Axe 
wieder  hinauf:  hier  verlässt  er  den  Mantel  für: 


iC2  =  ai 

x'  =  — 


X 


ip 
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die  zwei  letzten  ^\'ertile  folgen  aus  den  Formeln  pag,  '27. 
wenn  man  ar,  =^  "A-^'i  '^'^^'"  a^i^i^-sma  =  r*    berücksi(:lni<rt. 

Den  Werth  von  T^ — J\  finden  wir,  wenn  wir  in  (Wr- 
jenigen  der  Formeln  pag.  28,  welche  dem  Werthe  von  /,, 
entspricht,  w  =  1  setzen;  von  den  Vorzeichen  ist  das  dem 
Zeichen  von  v,  entsprechende  zu  wählen.  Den  weiteren  Verlaut 
der  Bewegung  siehe  unter  der  vorigen  Rubrik  „x[p  positiv". 

C)  IIl:  iCi  <  V,A:  Der  Punkt  P,  welcher  für  x\p 
positiv  sofort  steigt,  für  x'  negativ  sich  zunächst  abwärts 
bewegt  und  auf  der  andern  Seite  der  ar-Axe  zu  steigen  W- 
ginnt,  verlässt  den  Mantel  für: 

K  =  Vt-iK  .  'J\  =  -  '^■^■K 

und: 

1-,  =  l.ß-^  =  ±  v'"A7-'sin «TiT; 
T'j  —  1\  ergiebt  sich  ebenfalls  aus  den  Formeln  pag.  28  da- 
durch, dass  wir  m  ^  l  setzen;  für  die  Wahl  des  Voraeicheiis 
ist  das  Zeichen  von  i\p  massgebend.  Die  weitere  Beschreibung 
der  Bewegung  siehe  unter  C,  II  1). 
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Natus  sum  Eriiestus  Reinholdus  Schimpf  Halis 
Saxonum  die  XVIII.  meiisis  Mali  li.s.  anno  LV.  patre  Oscaro 
Martino,  niagistro,  matre  ßertlia  e  gente  Grunewald, 
({uos  adhuc  superstites  niagnopere  gaudeo.  Fidei  addictus 
sum  evangelicae.  Primis  literarum  elementis  in  schola 
parallela  orplianoliophei  imbutus  eiusdem  instituti  scholam 
Latinara  rectore  Adler  liequentavi.  Auctumno  h.  s.  LXXIIL 
maturitatis  testimonium  nactus  Halis  per  quatuor  annos  in 
studia  mathematica  et  rerum  naturalium  incubui. 

Praeceptores  vereor  Heine,  Cantor,  Knoblauch, 
Rosenberger,  Heintz,  Engler,  Schmidt,  Giebel, 
Kraus,  de  Fritsch,  Erdmann,  Haym,  Kirchhoff, 
Kramer,    Conrad. 

Omnibus  his  viris  doctissimis  gratias  ago  quas  habeo 
maximas. 
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THESES. 
I. 

Chemia  theoretica  eadem  ratione  tractanda  est, 
qua  tractatur  theoriacaloris  quae  nominatur  mechanica, 

II. 
Quod  docetur  de  anguUs  inter  parallelas  po.sitis 
accurate  demonstrari  non  potest  nisi  novis  aptioribus 
lineae  et  anguli  definitionibus  praemissis, 

III. 

In  explicandis  theorematis  g-eonietricis  fis"urai;  a 
discipulis  ux  praecepto  magistri  clrcino,  regula,  trans- 
portalorio,  mensiira  dcscribendae  sunt. 

IV. 
Motus  inaequationes  saepe  in  aequationes  mutari 
possunt,  si  puncta  materia  soiuta  adhibentur. 
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r>ei  den  Anforderungen,  welche  man  heut*  zu  Tage  an  die  öffentlichen  Zeitangaben  zu  stellen 
sich  gewöhnt  hat,  vergisst  man  in  der  Regel  die  grossen  Schwierigkeiten,  welche  diese  Angaben  für  die 
überwachende  Station  mit  sich  bringen.  Denn  gerade  bei  dem  öffentlichen  Zeitdienst  wird  in  gewisser 
Beziehung  eine  weit  grössere  Leistungsfähigkeit  und  Beständigkeit  der  Zeitmasse  verlangt  als  in  dem 
Dienst  der  Astronomie.  Der  Astronom  braucht  seine  Uhr  in  der  Regel  nur  zu  den  Beobachtungen, 
wenn  der  Himmel  also  klar  ist,  und  er  findet  dann  Stand  und  Gang  derselben  ohne  Mühe  aus  benach- 
barten Zeitbestimmungen,  hat  demnach  nur  für  kurze  Zeitintervalle  die  Kenntnis  des  Uhrganges  nötig. 
Anders  dagegen  verhält  es  sich  im  öffentlichen  Zeitdienst.  Ist  z.  B.  2  bis  3  Wochen  lang  in  Folge  der 
Ungunst  der  Witterung  keine  Zeitbestimmung  ermöglicht  worden,  —  wie  es  bei  ims  in  den  Wint^»rmonaten 
gar  nicht  selten  vorkommt  —  so  werden  bei  solchen  Uhren,  denen  nicht  eine  weit  grösser^  Beständig- 
keit in  ihrem  Gange  eigen  ist  als  den  meisten  der  astronomischen  Pendeluhren,  Unsicherheiten  zu  Tage 
treten,  welche  die  berechneten  Zeitangaben  um  ganze  Secunden  entstellen  können. 

Bekanntlich  wirken  als  Störungsursachen  des  regelmässigen  Schwingungsverlaufes  hauptsächlich 
ein:  die  Schwankungen  der  Temperatur  und  der  Luftdichtigkeit.  Letzteren  hat  man  nach  Bessel  und 
neuerdings  in  besonders  einfacher  Art  nach  Angabe  des  Herrn  Professor  Krüger  (cf  Astr.  Nachr. 
No.  1482  und  1629)  durch  die  sogenannte  Barometer- Compensation  d.  h.  durch  Anbringung  von  Baro- 
meterröhren am  Pendel  mit  vielem  Erfolg  in  neuerer  Zeit  entgegen  zu  arbeiten  gewusst.  Beispielsweise 
hat  eine  Uhr,  welche  nur  zu  öffentlichen  Zeitangaben  dient  —  die  UhrTiede  421  auf  dem  Telegraphen- 
amt zu  Swihemünde  —  durch  Anbringung  dieser  Compensation  eine  so  wesentliche  Besserung  in  ihrem. 
Gange  erfahren,  dass  man  ihr  allein  ohne  Bedenken  für  einige  Tage  die  Angabe  der  Signalzeiten  anver- 
trauen dürfte.  Aber  auch  die  Erfolge  der  Barometer- Compensation  haben  ihre  Grenzen,  welche  haupt- 
sächlich aus  den  von  der  Capillarität  verursachten  Störungen  der  Bewegungen  der  Quecksilber  -  Säulen 
entspringen. 

Die  Erfolge,  welche  bei  der  anderen  Art  der  Compensation,  nämlich  bei  der  Temperatur- 
Compensation  erreicht  worden  sind,  haben  eine  wesentliche  Begrenzung  dadurch  erfahren,  dass  diese 
Compensation  nach  der  ganzen  Lage  der  Sache  die  Wirkungen  schneller  Temperatur -Änderungen  nicht 
hinreichend  ausgleichen  kann,  weil  die  beiden  verschiedenen  Metalle,  aus  deren  verschiedener  thermischer 
Ausdehnungsfähigkeit  die  Compensation  hervorgehen  soll,  den  Temperaturschwankungen  nicht  gleich 
schnell  folgen,  zumal  wenn  auch  das  Verhältnis  der  Oberfläche  zur  Masse  bei  den  beiden  Componenten 
der  Compensation  verschieden  ist. 

Ein  weiterer  Mangel  der  Temperatur -Compensation  wird  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  in 
Folge  fast  immer  vorhandener  Temperaturverschiedenheiten  in  verschiedenen  Niveaus  die  einzelnen  Teile 
des  schwingenden  Systems  die  bei  der  Berechnung  der  Compensation  vorauszusetzende  Identität  der 
Temperaturen  in  der  Regel  nicht  besitzen  werden.  Zwar  könnte  man  für  alle  diese  Schwierigkeiten 
durch  Authängen  der  Uhr  in  einem  Räume  von  wenig  veränderlicher  Temperatur  Abhülfe  finden,  indes 
sind  derartige  Einrichtungen  meistens  wieder  mit  anderen  Gefahren  verknüpft.  Auf  diese  angeführten 
Mängel  wird  auch  die  Tatsache  zurückzuführen  sein,  dass  eine  Pendeluhr,  welche  in  längeren  Zeit- 
intervcdlen  sich  von  allen  directen  Temperatur -Einflüssen  frei  zeigt,  doch  die  Wirkungen  der  täglichen 
Temperatur-Periode  noch  erkennen  lassen  kann. 


Auf  der  Berliner  Sternwarte  befindet  sich  eine  solche  Uhr  (Tiede  3)  mit  Quecksilber -Compen- 
sation  versehen,  die  seit  nahezu  60  Jahren  ununterbrochen  im  Betriebe  ist,  und  die  noch  allen  Anforder- 
ungen in  hohem  Masse  genügen  kann,  welche  man  an  eine  gute  astronomische  Uhr  zu  stellen  berechtigt 
ist,  wie  besonders  die  vergangenen  Wintermonate  wieder  hinreichend  dargetan  haben.  Von  dieser  Uhr 
hat  Herr  Professor  Foerster  in  dem  Monatsbericht  der  Akademie  der  Wissenschaften  Mai  1867  nachge- 
wiesen, dass  ihre  summarische  Compensation  perfect  ist,  dass  sie  aber  bei  ihrer  früheren  Aufstellung  im 
Meridiansaale  eine  merkliche  Einwirkung  der  täglichen  Temperatur-Periode  erkennen  Hess. 

Nach  allen  solchen  Erwägungen  musste  man  es  als  willkommenen  Fortschritt  begrüssen,  als  man 
anfing  diesen  Missständen  durch  Aufhängen  der  Uhr  im  luftdichten  Raum  abzuhelfen.  Gerade  der 
luftdichte  Verschluss  ermöglicht  auch  ohne  Bedenken  die  Aufstellung  in  Räumen  von  ziemlich  constanter 
Temperatur  z.  B.  in  Kellern  oder  sonstigem  dicken  Gemäuer,  da  man  im  Stande  ist,  durch  bekannte 
Mittel  die  vorhandene  Feuchtigkeit  aus  dem  luftdicht  verschlossenen  Pendelraum  selbst  zu  entfernen. 
Die  Befürchtung  wegen  des  stärkeren  Eintrocknens  des  Öls  hat  sich  dabei  als  nicht  begründet  erwiesen. 

Ausserdem  gewährt  die  Aufstellung  im  luftdicht  verschlossenen  Raum  auch  noch  in  manchen 
anderen  Beziehungen  Vorteile,  z.  B.  grösseren  Schutz  gegen  Staub  und  Unreinigkeit,  so  dass  man  ihr 
wol  mit  Recht,  wo  es  irgend  tunlich,  vor  jeder  anderen  Art  den  Vorzug  geben  kann. 

Auf  der  Berliner  Sternwarte  wurde  eine  Uhr  dieser  Art  im  Jahre  1865  aufgestellt,  bei  der  man 
aus  technischen  Gründen  die  Electricität  als  Triebkraft  benutzte.  Eine  ausführliche  Beschreibung  findet 
sich  in  den  A.  N.  No.  1636  oder  in  dem  oben  erwähnten  Monatsbericht  der  hiesigen  Akademie  der 
Wissenschaften.  Im  Jahre  1868  wurde  eine  ähnliche  Uhr  mit  Gewichts-Werk  und  gewöhnlichem 
Graham -Echappement  eben  dort  aufgestellt,  die  mit  „Tiede  400"  oder  „D"  bezeichnet  ist  und  seit  einer 
Reihe  von  Jahren  die  Haupt -Normal-Uhr  der  Sternwarte  ist.  Die  Aufzieh -Vorrichtung  ist  durch  eine 
besonders  gedichtete  Stopfbüchse  eingeführt  und  functionirt  so,  dass  während  des  Aufziehens  und  nach 
demselben  keine  irgend  merkliche  Veränderung  des  Luftdrucks  in  dem  durch  den  Glsiscylinder  abge- 
schlossenen Pendelraum  eintritt.  Der  Ablauf  des  Gewichts  erfolgt  in  4  Wochen,  doch  wird  die  Uhr 
trotzdem  alle  8  Tage  aufgezogen.  Man  hegte  anfangs  Bedenken  gegen  ein  öfteres  Aufziehen,  nachdem 
sich  aber  der  Aufzug  als  völlig  dicht  erwiesen,  schien  es  besser,  die  Uhr  wie  alle  anderen  jede  Woche 
aufzuziehen,  um  Versäumnisse  zu  vermeiden.    Das  Pendel  hat  eine  Rost-Compensation. 

Anfangs  schien  es,  als  sollten  die  gehegten  Erwartungen  bei  diesem  Pendel  sich  nicht  erfüllen; 
namentlich  bewirkten  grobe  Fehler  der  Compensation,  welche  aus  starken  Anomalien  der  Ausdehnungen 
der  benutzten  Zinkstäbe  hervorgingen,  erhebliche  Störungen.  Dann  nahmen  auch  die  Versuche  über  die 
zweckmässige  Gestaltung  des  Echappements  und  der  electrischen  Unterbrechungs- Vorrichtungen  längere 
Zeit  in  Anspruch.  Deshalb  ist  es  nicht  zu  verwundem,  wenn  die  erste  grössere  stetige  Gang-Periode 
erst  mit  October  1871  beginnt.  Diese  Periode  ist  auch  deshalb  bemerkenswert,  weil  hierbei  zum  ersten 
Male  die  Luft  in  dem  Cylinder  von  den  Wasserteilchen  möglichst  beft-eit  wurde.  In  diesem  Zustande 
ging  das  Pendel  bis  Februar  1873,  wo  es  wegen  des  stark  veränderlichen  Schwingungfsbogens  angehalten 
wurde.  Die  folgende  Zeit  benutzte  man  vor  Allem  dazu,  für  die  genaue  Ablesung  des  Schwingungs- 
bogens  eine  von  Herrn  Prof  Tietjen  vorgeschlagene  sinnreiche  Vorrichtung  anzubringen. 

Es  sind  auf  dem  Gradbogen,  welcher  mit  dem  Pendel  schwingt,  in  Intervallen  von  15  Minuten 
feine  kreisrunde,  zur  besseren  Unterscheidung  verschiedene  Farben  (rot,  blau,  gelb)  durchlassende  Licht- 
öffhimgen  angebracht,  welche  von  hinten  durch  geeignete  Spiegelvorrichtuungen  beleuchtet  werden,  und 
zwar  beträgt  der  Abstand  zwischen  dem  ersten  Rot  rechts  und  dem  ersten  Rot  links,  welche  beide 
symmetrisch  zu  der  Mittellinie  des  Gradbogens  liegen  ....  2® 

zwischen  Blau  und  Blau  2^30' 

„  Gelb  und  Gelb  3^^ 

„  Rot  u.  Blau  (rechts  u. links  2^15'  etc. 

Erfährt  also  bei  der  Schwingung  das  Rot  der  linken  Seite  die  Umkehr  seiner  Bewegung  genau 
an  derselben  Stelle  im  Microscop,  wie  das  Rot  der  rechten  Seite  in  der  entgegengesetzten  Schwingungs- 
phase, so  beträgt  der  halbe  Schwingungsbogen  .     .     60' 

bei  Blau  und  Blau  .     .     75' 
„    Gelb  und  Gelb  .     .     90' 

-.     Rot     und    "Rlaii  ^t'c    Atr 
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Der  Überschuss  oder  das  Fehlende  zu  diesem  ZusammentrefFen  der  Umkehrpunkte  der  verschie- 
denfarbigen kleinen  Kreise  wird  durch  das  vor  dem  Pendel  angebrachte  Microscop-Micrometer  gemessen 
und,  in  Winkelwert  ausgedrückt,  zu  den  betreffenden  Abständen  der  Lichtkreise  hinzugefügt. 

Die  genaue  Beobachtung  des  Schwingungsbogens  lieferte  nun  dzis  Resultat,  dass  das  Grraham- 
Echappement  für  eine  gute  Leistung  der  Uhr  nicht  ausreichend  war,  es  wurde  daher  ein  anderes  von 
der  Gattung  der  sogenannten  Gravity-Escapements  in  etwas  veränderter  Gestalt  an  die  Stelle  gesetzt, 
das  auch  gleichzeitig  die  electrische  Unterbrechungs-Vorrichtung  enthält.  Zum  Schutz  der  Contacte 
wurde  ausserdem  ein  Platten-Condensator  eingeschaltet. 

In  diesem  Zustande  ging  das  Pendel  bis  zum  Jahre  1880,  zu  welcher  Zeit  der  Cylinder  abge- 
nommen werden  musste,  da  er  nicht  ausreichend  gedichtet  war.  Sowol  im  April  1878  als  im  Juni  1879 
hatte  man  wegen  allmähligen  stärkeren  Eindringens  von  Luft  die  Stetigkeit  des  Ganges  durch  Auspumpen 
von  Luft  unterbrechen  müssen.  Die  dabei  entstandene  Pause  benutzte  man  gleichzeitig  dazu,  um  für 
die  Untersuchung,  ob  auch  verticale  Temperatur-Schichtungen  noch  eine  Rolle  spielten,mehrere  Thermo- 
meter innerhalb  des  Pendelraumes  anzubringen,  eins  oben,  eins  in  der  Mitte  und  eins  unten.  Vordem 
zeigte  nur  dcis  Thermometer  am  Manometer  die  Temperatur  an. 

So  beginnt  denn  mit  der  Mitte  des  Jahres  1881  die  umfangreichste  aller  Gang-Perioden,  die  erst 
im  August  1886  einen  Abschluss  erfährt,  da  das  Pendel  plötzlich  stehen  blieb,  nachdem  es  bis  auf  den 
letzten  Tag  fünf  Jahre  hindurch  diejenige  Sicherheit  und  Beständigkeit  im  Gange  bewahrt  hat,  die  wir 
im  Laufe  der  Untersuchung  noch  an  ihm  kennen  lernen  werden.  Eine  genaue  Durchsicht  sämmtlicher 
Pendelteile  liess  als  Ursache  des  Stillstandes  dick  gewordenes  Oel  an  2  Zapfen  vermuten;  im  Uebrigen 
zeigte  sich  das  Werk  in  guter  Ordnung. 

Wenngleich  wiederholt  teils  in  den  A.  N.,  teils  in  den  Jahresberichten  der  Sternwarte  (publicirt 
in  der  Vierteljahrschrift  der  Astr.  Gesellschaft)  auf  die  ausserordentliche  Beständigkeit  des  Ganges  dieser 
Uhr  in  kürzeren  und  längeren  Epochen  hingewiesen  worden  ist,  so  haben  andererseits  diese  weniger 
eingehenden  Untersuchungen  zur  Genüge  dargetan,  dass  in  den  Gängen  des  Pendels  noch  gewisse 
systematische  Veränderungen  enthalten  sind,  die  eine  erschöpfendere  Untersuchung  in  Bezug  auf  ihre 
Gesetzmässigkeit  erwünscht  machten.  Besonders  schienen  die  Druckverhältnisse  im  Pendelraum  und  die 
Beziehungen  derselben  zur  Temperatur,  sowie  als  Folge  hiervon  die  Einwirkungen  derselben  auf  den 
Schwingungsverlauf  recht  complicirter  Art  zu  sein. 

Ich  habe  deshalb  in  erster  Linie  versucht,  über  das  Verhalten  des  Barometerstandes  in  dem 
Pendelcylinder  auf  Gnmd  des  vorhandenen  Beobachtungs-Materials  eingehende  Untersuchungen  anzu- 
stellen, welche  in  mancher  Beziehung  zu  merkwürdigen  Ergebnissen  geführt  haben,  obwol  die  dabei  zur 
Sprache  gekommenen  Fragen  noch  nicht  als  entgültig  beantwortet  angesehen  werden  können. 


I. 

Aus  den  vorgefundenen  Registern,  welche  speciell  für  den  Zeitdienst  der  Sternwarte  im  Anschluss 
an  die  Meridian-Beobachtungen  für  dieses  Pendel  geführt  werden,  wählte  ich  zunächst  die  oben  erwähnte 
längere  Gang-Periode  aus,  die  mit  der  Mitte  des  Jahres  1881  beginnt,  einmal  weil  sie  einen  Zeitraum 
von  mehreren  Jahren  umfasst,  dann  aber  besonders,  weil  sich  herausgestellt  hatte,  dass  während  ihrer 
Dauer  die  Dichtung  des  Cylinders  eine  vollkommene  gewesen  ist,  was  man  sonst  bei  keiner  von  den 
andern  längeren  Perioden  sagen  kann.  Leider  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  in  dem  Zeitraum  von  5  Jahren 
in  Folge  wechselnder  Beobachter  eine  längere  Unterbrechung  der  regelmässigen  Ablesungen  von  Druck, 
Temperatur  und  Schwingungsbogen  verzeichnet  ist  im  Jahre  1883  während  der  Monate  August,  Septem- 
ber und  October. 

Im  Allgemeinen  werden  besagte  Ablesungen  bei  diesem  Pendel  wöchentlich  nur  einmal  gemacht, 
um  nicht  durch  wiederholtes  Oefihen  und  Betreten  des  abgeschlossenen  Raumes  unnötigerweise  Tempe- 
ratur-Schwankungen hervorzurufen,   die   bei  der  Enge  desselben  ziemlich  merklich  sind.     Das  Pendel 


hängt  nämlich  in  einem  durch  doppelten  Holzverschlag  noch  besonders  isolirten  Raum  zwischen  dem 
grossen  Turmpfeiler  und  der  den  Treppenraum  zu  demselben  umschliessenden  starken  inneren  Mauer- 
wanA  Die  jährliche  Temperatur-Schwankung  in  diesem  Raum  ist  zwar  noch  recht  erheblich  (14 — i5®C.), 
aber  die  tägliche  Temperaturperiode,  auf  deren  Kleinheit  es  bei  der  astronomischen  Winkelmessung  durch 
Zeitbestimmung  einzig  und  allein  ankommt,  ist  verschwindend  klein,  und  auch  bei  der  jährlichen  Tempe- 
raturänderung sind  Sprünge  gänzlich  ausgeschlossen,  so  dass  der  wöchentliche  Gradient  selbst  im  Maxi- 
mum einen  Centigrad  nur  wenig  übersteigt. 

Die  Einrichtungen  für  die  manometrischen  Ablesungen  sind  bisher  ziemlich  roh  gewesen,  da  man 
anfangs  auf  dieselben  einen  geringeren  Wert  gelegt  hatte  in  Betracht  des  Umstandes,  dass  eine  Variation 
des  Druckes  um  einen  Millimeter  erst  eine  Variation  des  täglichen  Ganges  von  0^014  bedeutet. 

AUmählig  haben  indessen  die  manometrischen  Ablesungen  im  Pendelraum  eine  grössere  physikalische 
Bedeutung  erlangt,  so  dciss  seit  December  1886  statt  der  sehr  roh  geteilten  früheren  Linien -Skala  eine 
genauere  Millimeter- Skala  in  Anwendung  gekommen  ist.  Leider  ist  die  Ablesung  immer  noch  etwas 
erschwert  durch  die  Schlieren  des  gläsernen  Cylinders,  innerhalb  dessen  das  Pendel  schwingt  Bei  dieser 
Gelegenheit  möge  in  Betreff  der  Dichtung  des  Pendels  in  Kürze  erwähnt  sein,  dass  dieselbe  durch  Auf- 
reiben einer  oberen  und  unteren  messingenen  Deckplatte  auf  den  oberen  bezüglich  unteren  Rand  des 
Glascylinders,  dessen  Wandstärke  ca.  5  ***"*  beträgt,  geschieht.  Die  Dichtung  dieses  Verschlusses  wird 
durch  Anfetten  des  gläsernen  Randes  mit  einem  Gemenge  von  Wachs  und  Schweinefett  gesichert 

Die  drei  Thermometer  sind  gute  Normal -Thermometer  und  zeigen  Grade  der  hundertteiligen 
Skala  mit  Strich-Intervallen  von  0.2  Grad.  Die  grösste  Differenz  zwischen  dem  oberen  und  dem  unteren 
in  Folge  verticaler  Temperatur-Schichtungen  bei  einem  Niveau-Unterschiede  von  0.72  Meter  beträgt  bis 
zu  o.®3,  ich  habe  deshalb  für  die  Barometerstände  eine  zugehörige  „mittlere  Temperatur**  gebildet  aus 
dem  Mittel  aller  drei.  Diese  mittlere  Temperatur  wurde  auch  als  die  Temperatur  des  Quecksilbers 
angesehen  und  mit  ihr  nach  der  bekannten  Formel  die  Barometer- Ablesungen  auf  o®  C.  reducirt.  Eine 
Correction  für  die  Capillarität,  welche  bei  der  Enge  der  Röhre  von  5  ""^  recht  merklich  sein  wird, 
konnte  nicht  angebracht  werden,  da  die  Kuppenhöhen  niemals  abgelesen  wurden. 

Bei  der  Ausgleichung  der  Manometerstände  in  dem  luftdicht  abgeschlossenen  Raum  lag  es  auf 
der  Hand,  dieselben  in  erster  Linie  als  Functionen  der  zugehörigen  Temperatur  auszudrücken. 

Gleichwol  zeigten  die  hier  beobachteten  Werte,  insonderheit  bei  der  graphischen  Darstellung, 
deutlich  genug,  dass  zur  Erklärung  der  Barometer-Variationen  der  Einfluss  der  Temperatur  allein  nicht 
hinreichend  sei.  Verglich  man  nämlich  die  denselben  Temperaturen  zugehörigen  Barometerstände  in  den 
verschiedenen  Jahren ,  so  Hess  sich  deutlich  eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  constatiren  imd  zwar 
nicht  in  dem  Sinne,  in  dem  das  Eindringen  von  Luft  in  den  Cylinder  wirken  musste. 

Bezeichnet  man  demnach  mit  bo  einen  mittleren  Barometerstand,  welcher  zur  Zeit  Tq  der  Tempe- 
ratur to  entspricht,  so  wird  man  einen  beliebigen  Barometerstand  b,  zur  Zeit  T  und  zur  Temperatur  t 
gehörig,  ausdrücken  können  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

x  +  y(T-^To)  +  yi  (T-To)«+z  (t-to).  ^=  b- bo 

Do 

worin  X,  y,  y^,  z  unbekannte  Zahlenwerte  bezeichnen. 

Nach  dieser  Formel  glich  ich  zunächst  die  Barometer-Ablesungen  aus.  Um  indes  deren  Anzahl 
möglichst  zu  verringern,  vereinigte  ich  die  Ablesungen  eines  Monats  zu  einem  Mittelwert  der  Art,  dass 
ich  aus  den  Temperaturen  das  Mittel  nahm  und  auf  dieses  Mittel  die  Manometerstände  mit  einem  aus 
einer  vorläufigen  Berechnung  erhaltenen  Näherungswert  0.72  pro  i®  C.  reducirte.  Aus  den  so  reducirten 
Daten  wurde  dann  wieder  das  Mittel  genommen.  Da  die  Schwankungen  der  Temperatur  selbst  in  den 
Uebergangszeiten  den  Betrag  von  5®  C.  pro  Monat  nicht  erreichen,  gewöhnlich  aber  weit  unter  ihm 
bleiben,  so  werden  die  Mittelwerte  keine  merklichen  Fehler  dadurch  erhalten  haben.  Die  Monatsmittel 
sind  folgende: 


Epoche  bezo- 

Mittelwerte von 

Epoche    bezo- 

Mittelwerte von 

Datum 

gen  auf 
Sept.  1881 

Temperatur 
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stand red. 

Datum 

gen   auf 
Sept.  1881 

Temperatur 

Barometer- 
stand red. 

< 

nach  Celsius 

auf  o« 

- 

t 

nach  Celsius 

auf  0° 

1881    September 

18* 

+    17.^2 

i53!8 

1884     April 

göz^ 

+    9-2 

I45!5 

October 

48 

13.1 

150.5 

Mai 

990 

II.3 

146.7 

November 

78 

9.6 

147.9 

Juni 

1022 

14.8 

149-3 

December 

IIO 

8.3 

146.8 

Juli 

1054 

18.8 

152.4 

1882     Januar 

141 

6.9 

145.8 

August 

1086 

19.4 

152.9 

Februar 

169 

6.2 

145.4 

September 

1117 

18.7 

152.8 

März 

200 

8.4 

146.0 

October 

1142 

15.8 

150.6 

April 

232 

10.5 

147.4 

November 

1176 

10. 1 

146.3 

Mai 

261 

12.3 

148.6 

December 

1207 

6.7 

144.0 

Juni 

290 

15-2 

150.9 

1885     Januar 

1236 

5.2 

143.2 

Juli 

322 

18.0 

153.0 

Februar 

1265 

4.5 

142.3 

August 

355 

18.4 

153.8 

März 

1295 

5.8 

142.8 

September 

384 

17.4 

153.2 

April 

1329 

8.6 

144.3 

October 

414 

14.7 

151. 1 

Mai 

1358 

12.1 

146.7 

November 

443 

10.8 

148.0 

Juni 

1387 

15.8 

149-5 

December 

477 

7.0 

145.4 

Juli 

1414 

19.2 

152.2 

1883     Januar 

506 

5-9 

144.7 

August 

1450 

18.6 

152.2 

Februar 

535 

5.6 

144.3 

September 

1481 

16.8 

150.8 

März 

567 

5.5 

144.2 

October 

1506 

14.8 

149.2 

April 

596 

6.7 

144-5 

November 

1542 

lO.O 

145.8 

Mai 

620 

9-9 

146.2 

December 

1572 

7.0 

143.8 

Juni 

656 

16.7 

151-5 

1886     Januar 

1603 

5.6 

142.9 

Juli 

679 

19.4 

153-4 

l^ebruar 

1635 

4.5 

142. 1 

November 

812 

11.2 

147.8 

März 

1665 

4.1 

I4I.6 

December 

840 

8.0 

145.4 

April 

1691 

8.0 

143.5 

1884     Januar 

871 

6.7 

144.5 

Mai 

1724 

12. 1 

146.2 

Februar 

900 

7.3 

144.6 

Juni 

1754 

16.8 

149.9 

März 

931 

7.6 

144.7 

Juli 

1782 

17.9 

150.8 

August 

1810 

18.7 

I5I.5 

Die  nach  obiger  Formel  aus  diesem  Material  gebildeten  Gleichungen  wurden  zum  Zwecke  der 
Untersuchung  des  Einflusses  des  Wasserdampfes  in  zwei  Gruppen  eingeteilt :  Gruppe  I  für  Temperaturen 
von  +14®  und  mehr,  Gruppe  II  fiir  Temperaturen  unter  +  14. 

Die  Auflösimg  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergab  die  Wertsysteme: 


I.  für  Temperaturen  über  14® 
x= — 01746^0^297  oder  bo==i48lo5  filr+io^C. 


IL  für  Temperaturen  unter  14® 
x=  —  01728  ±o?i  10  oder  bo=  148I07  für  +  10®  C. 


Die  Aenderung  proportional  der  Zeit  beträgt  in  100  Tagen  als  Einheit 
y== — ol245±olo4i  II  y==  —  o!230±:o!o30 

und  das  quadratische  Zeitglied  filr  dieselbe  Einheit 
yj  =  4-  0I0034  ±  o!oo2 1  II  Yi  ^  +  o!oo37  ±  oloo 1 6 

Die  Aenderung  des  Barometerstandes  für  i®  C.  ergiebt  sich 


z  =  +  01786  ±  0^036 


z-"-+- 0^589  ±  o!oi6 


Der  wahrscheinliche  Fehler  eines  Monatswertes  wurde  aus  den  durch  die  Substitution  erhaltene*" 
Fehlerquadraten  gefunden 


_i  - 


—    '   <-ki  <*  n  •» 


Wenn  es  erlaubt  ist,  aus  diesen  Resultaten  Schlüsse  über  das  Verhalten  des  Barometerstandes 
zu  ziehen,  so  wäre  der  Ausdehnungscoefficient  des  Gasgemenges  in  dem  Cy linder  für  Temperaturen 
unter  +  14^  erheblich  kleiner  als  für  höhere  Temperaturen.  Indes  sowol  die  Grösse  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  einer  Beobachtung  (im  günstigsten  Falle  =rn*ys)  als  auch  besonders  die  A'nordnung  der  übrig 
bleibenden  Fehler,  die  sich  unter  der  Bezeichnung  B — R  in  der  folgenden  Zusammenstellung  finden, 
scheinen  hinreichend  dafür  zu  sprechen,  dass  die  gefundenen  Werte,  \'ielleicht  mit  Ausnahme  der  Zeit- 
glieder, nicht  das  Zutrauen  verdienen,  das  ihnen  die  Rechnung  in  ihren  relativ  kleinen  wahrscheinlichen 
Fehlem  giebt.  Denn  in  diesen  übrig  bleibenden  Fehlem  findet  sich  eine  regelmässig  wiederkehrende 
Periode  ausgesprochen.  Die  Temperaturen  haben,  wie  es  zu  erwarten  stand,  mit  derselben  keinen  Zusam- 
menhang, und  konnte  ich  mir  den  Ursprung  dieser  Periode  anfangs  nicht  erklären.  Erst  als  ich  die 
Fehler  mit  den  zugehörigen  Jahreszeiten  verglich,  trat  der  Zusammenhang  deutlich  hervor.  Ordnet  man 
die  übrig  bleibendea  Fehler  nach  den  einzelnen  Monaten,  so  erhält  man  die  Mittelwerte  nebst  den 
zugehörigen  Temperatur-Mitteln 


Monat 

B- 

-R 

Temperatur 

dt 
dT 

November 

+ 

0)41 

+    io?3 

0.97 

December 

+ 

0.18 

+     7.4 

—  0.42 

Januar 

+ 

0.18 

+     6.1 

—  0.16 

Februar 

+ 

0.03 

+     5.6 

+  0.26 

März 

0.21 

+     6.3 

+  074 

April 

0.40 

+     8.6 

+  0.97 

Mai 

0.28 

+    11.5 

+   142 

Juni 

— 

0.37 

+   15-9 

+  0-93 

Juli 

0.24 

+   18.7 

+  0.03 

AugrUSt 

+ 

0.13 

+   18.8 

0.39 

September 

+ 

0.36 

+   176 

—  1.07 

October 

+ 

0.36 

+    M.4 

■      1-32 

Die  letzte  Kolumne  enthält  den  Differontialquotienten  der  Temparatur  nach  der  Zeit  (dT=io 
Tagen  gesetzt). 

Der  regelmässige  Gang  ist  trotz  einiger  Anomalien  hierin  nicht  zu  verkennen;  in  den  Monaten 
August  bis  Februar  deutet  das  positive  Zeichen  an,  dass  die  gefundenen  Werte  im  Vergleich  zu  den 
Beobachtungen  einen  zu  kleinen  Wert  ergeben;  umgekehrt  ist  es  vom  März  bis  Juli,  die  berechneten 
Werte  sind  hier  zu  gross. 

Eine  Erklärung  für  diese  Erscheinung  geben  die  nebenstehenden  Temperatur-Mittel.  In  der  Zeit 
vom  März  bis  Juli  lässt  sich  ein  anhaltendes  Steigen  der  Temperatur  im  Pendelraume  bemerken,  während 
letztere  in  der  Zeit  vom  August  bis  Februar  ebenso  stetig  abnimmt;  also  wird  man  vor  Allem  bei  der 
Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  Barometerstände  von  der  Temperatur  die  Stände  bei  fallender  Tem- 
peratur von  denen  bei  steigender  trennen  müssen. 

Man  erkennt  deutlich,  dass  die  Fehler  bei   den  Wendepunkten   der  Temperaturen   durch  Null 

gehen,  dagegen  ihre  grössten  P^^^  ^"f ^'^  i  Werte  bei  g^össtem|  ^..  Werte  des  DifFerentialquotienten 

der  Temperatur  nach  der  Zeit  erhalten.     Allgemein  lassen  sich  diese  Fehler  in  guter  Annäherung  dar- 

stellen  durch  den  Ausdruck  B — R==  +  oloii — o!3io -rrp- 

Diese  Unterschiede  werden  bekanntlich  durch  Capillaritäts- Wirkungen  bedingt,  und  sie  werden 
in  unserm  Falle  schon  aus  dem  Grnmde  einen  ziemlich  ansehnlichen  Betrag  erreichen  können,  weil  der 
Durchmesser  der   Barometerröhre  ziemlich  eng  ist,   und  das  Barometer  ausserdem  in  dem  Cy  linder  vor 


jeder  Erschütterung  bewahrt  bleibt.  Ueber  die  Grösse  des  durch  die  Vernachlässigung  der  Capillaritäts- 
Correction  begangenen  Fehlers  lässt  sich  unter  den  vorliegenden  Umständen  nichts  Bestimmtes  sagen. 
Da  die  innere  Reibung  des  Quecksilbers  geringer  ist  als  die  äussere  an  den  Glaswänden,  so  ändert  sich 
die  Kuppenhöhe  je  nach  dem  Sinn,  in  welchem  die  Bewegung  der  Quecksilbersäule  erfolgt.  Nehmen 
wir  z.  B.  die  Kuppenhöhe  nur  zu  o™°*6  an,  so  würden  wir  in  unserem  Falle  schon  einen  Fehler  be- 
gangen haben  von  i°*."o  =o!44,  und  nach  Anbringung  der  sich  so  ergebenden  Correction  würden 
wahrscheinlich  die  oben  gefundenen  Unterschiede  verschwinden. 

Bevor  ich  die  Untersuchung  fortführte,  suchte  ich  aus  den  Beobachtungen  den  störenden  Einfluss 
der  Zeit  zu  eliminiren.  Die  gute  Uebereinstimmung  der  vorhin  gefundenen  Zeit-Coefficienten  berechtigt 
zu  der  Annahme,  dass  die  erhaltenen  Werte  die  von  der  Zeit  abhängige  Barometer- Variation  genügend 
darstellen. 

Wir  hatten  gefundeh  fiir  eine  Einheit  von  loo  Tagen 

aus  .  .  .  I.  y  =  —  0I245    ±o!o4i 
Yj  =  +  0I0034  ±  0I0021 
„  IL  y  =  —  o!23o    ±  0I030 

yi  =  +  o!oo37  db  0I0016 
Vereinigt  man   die   entsprechenden   Werte  nach   ihren   zu  den   Quadraten   der  wahrscheinlichen 
Fehler  reciproken  Gewichten,  so  wird 

y  =  —  0)235    ±  o?024 

yi  =  +  0I0036  ±  0)0013 

Die  Ursache  dieser  langsamen  Druckabnahme  ist  wol  zum  Teil  in  einer  fortschreitenden  Adsorp- 
tion von  Gasteilchen,  insbesondere  von  gasförmigem  Wasser  an  den  Glsiswänden,  zum  Teil  in  einer  fort- 
schreitenden Bindung  von  Sauerstoff  durch  Oxydation  der  Metallmassen  zu  suchen. 

Ueber  die  Adsorption  der  Wasserdämpfe  hat  namentlich  Magnus  ausgedehnte  Versuche  ange- 
stellt. Er*)  findet,  dass  eine  metalUsche  Fläche  dieselben  in  solchem  Maasse  zu  adsorbiren  vermag,  dass 
dadurch  eine  wahrnehmbare  Temperaturerhöhung  eintritt.  Ausser  an  anderen  festen  Körpern  beobachtete 
er  auch  bei  Glas  die  Eigentümlichkeit,  Wasserdampf  aus  der  umgebenden  Tuft,  welche  dieselbe  Tem- 
peratur hat,  auf  der  Oberfläche  zu  verdichten  und  sich  durch  diese  Verdichtung  zu  erwärmen.  Wird 
die  umgebende  Luft  mit  einer  weniger  Dämpfe  enthaltenden  vertauscht,  so  verwandelt  sich  ein  Teil  des 
condensirten  Wassers  wieder  in  Dampf,  und  die  Oberfläche  des  Körpers  erkaltet. 

Als  Hauptfactoren  bei  der  Adsorption  sind  nach  H.  Kayser**)  folgende  Punkte  massgebend: 
Die  Grösse  der  Adhäsions- Kräfte,  die  chemische  Affinität  zwischen  Wand  und  Gas,  die  Cohäsion,  die 
Dichtigkeit,  der  Druck  und  die  Temperatur  des  Gases.  Dann  wird  die  Quantität  des  adsorbirten  Gases 
abhängen  von  der  Dichtigkeit  an  der  Wand  und  von  der  Dicke  der  verdichteten  Schicht,  die  Stärke  der 
Verdichtung  einmal  von  den  Cohäsions- Kräften  und  dann  von  der  chemischen  Affinität  des  Gases  zu 
der  Oberfläche.  Was  den  Einfluss  von  Druck  und  Temperatur  betrifft,  so  wird  erhöhter  Druck,  welcher 
die  Teilchen  einander  nähert,  die  Adsorption  vergrössem,  dagegen  erhöhte  Temperatur,  welche  die 
lebendige   Kraft  der  Molecüle  vermehrt,    dieselbe  verkleinern. 

Gleichwol  hatten  die  meisten  Physiker,  welche  die  Adsorption  von  Gasen  und  Wasserteilchen 
durch  Glasflächen  zum  Gegenstande  ihrer  Untersuchung  machten,  den  Einfluss  der  Zeit  dabei  ausser 
Acht  gelassen.  Sie  gingen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  Verdichtung  der  Gase  an  den  Ober- 
flächen schon  nach  wenigen  Stunden  oder  Tagen  stationär  werde.  Dass  diese  Voraussetzung  eine  unrich- 
richtige  sei,  wies  ßunsen***)  nach,  der  es  unternahm,  die  Abhängigkeit  der  Gasverdichtung  von  der 
Zeit  festzustellen.  Seine  Versuche  mit  völlig  getrockneter  Kohlensäure  erstrecken  sich  über  einen  Zeit- 
raum Von  drei  Jahren  und  die  gefimdenen  Resultate,  welche  sich  auch  auf  atmosphärische  Luft  erstrecken, 
berechtigten  ihn  zu  folgenden  Schlüssen: 


**)  Wiedem.  Ann.  N.  F.  Bd.  14. 
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1.  Ein  stationärer  Zustand  der  Gasverdichtung  wird  keineswegs  nach  einigen  Tagen,  sondern 
nicht  einmal  nach  mehreren  Jahren  erreicht 

2.  Während  der  dreijährigen  Dauer  des  Versuches  fand  trotz  der  instantanen  und  aUmählichen 
Druck-  und  Temperatur- Aenderungen  niemals  eine  bemerkbare  I^oslösung  der  an  der  Glasoberfläche  ver- 
dichteten Kohlensäure  statt. 

3.  Innerhalb  eines  Temperatur-Intervalles  von  +  23®  C.  bis  —  o?8  C.  erfolgt  mit  steigender  Tem- 
peratur eine  Beschleunigiing,  mit  abnehmender  eine  Verzögerung  der  Gasverdichtung. 

4.  Die  13.628  qm  grosse  Glasoberfläche  hatte  an  Kohlensäure  aufgenommen  im 

ersten  Jahre  42.91  ccm. 

2  „       15-03    ». 

3  ».       12.04     V 

Die  lange  Dauer  der  Gasverdichtung  erklärt  Bunsen  (a,  o.  O.)  durch  die  Annahme,  dass  die  Glas- 
masse für  Gase  nicht  völlig  undurchdringlich  ist,  und  dass  die  Gasteilchen  bei  dem  Eindringen  in  die 
molecularen  Interstitien  des  Glases  einen  Widerstand  zu  überwinden  haben,  der  sich  in  einem  mit  der 
Zeit  wachsenden  Verhältnis  steigert. 

Wie  lange  die  Verdichtung  vor  sich  geht,  ob  es  überhaupt  einen  Zeitpunkt  giebt,  wo  sie  statio- 
när wird,  lässt  sich  hieraus  ebenso  wenig  mit  Sicherheit  schliessen,  als  man  aus  den  oben  angefiihrten 
Zahlen  für  die  Barometerabnahme  sichere  Schlüsse  ziehen  kann.  Zwar  ist  es  höchst  wahrscheinlich,  dass 
die  Adsorptionsbeträge  und  somit  auch  ihre  Einwirkung  auf  den  Barometerstand  gegen  einen  gewissen 
Grenzwert  hin  convergiren  werden,  doch  würden  wol,  um  zweifellose  Aufklärungen  hierüber  zu  erhalten, 
kaum  die  Beobachtimgen  vieler  Jahre  hinreichendes  Material  liefern  können.  Gleichwol  glaubte  H.  Kayser 
in  den  eben  citirten  Resultaten  Widersprüche  gegen  die  Erfahrung  zu  sehen.  Er  meinte,  Bunsen  hätte 
die  Fehlerquelle  übersehen,  welche  in  dem  Apparat  durch  die  Schliffstücke  mit  Fettdichtungen  bedingt 
wird,  und  dass  in  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  der  grosse  Betrag  der  Adsorption  durch  Diffusion 
zu  erklären  sei.  Einen  Beweis  dieser  Erklärung  lieferte  Kayser  durch  das  Experiment  Er  füllte  zwei 
ähnliche  Apparate  gleichen  Volumens  sorgfältig  mit  getrockneter  Kohlensäure,  von  denen  der  eine  mit 
Fett  gedichtet  war,  während  der  andere  zugeschmolzen  wurde,  und  überliess  sie  dann  sich  selbst.  Nach 
47  Tagen  zeigte  sich,  dass  aus  dem  Apparat  mit  Fettdichtungen  erhebliche  Gasmengen  verschwunden 
waren,  während  in  dem  zugeschmolzenen  die  Gasmenge  absolut  constant  geblieben  war.  Trotz  dieses 
Einwandes  hält  Bunsen  seine  Behauptungen  in  vollem  Umfange  aufrecht,  das  Nähere  cf  Wiedem.  Ann.  Bd. 
22  pag.  145—152. 

Dass  in  der  Tat  die  mit  der  Zeit  stattfindende  Summation  von  Adsorptionen  einen  wesentlichen 
Anteil  an  der  oben  nachgewiesenen  Druckverminderung  hat,  dürfte  weiter  unten  durch  einen  andern 
Nachweis  erhärtet  werden,  wonach  nämlich  die  Temperatur-Änderungen  in  der  jährlichen  Periode  in 
unserm  Pendelraume  einen  viel  stärkeren  Ausdehnungscoefficienten  des  Gasgemenges  ergeben  als  alle 
Experimente  mit  schnelleren  Variationen  der  Temperatur,  bei  denen  die  mit  der  Temperatur  und  der 
Zeit  veränderlichen  Adsorptionen  in  geringerem  Maasse  zu  stände  kommen. 

Endlich  will  ich  an  dieser  Stelle  auch  noch  eine  andere  Einwirkung  der  Zeit  auf  den  Barometer- 
stand erwähnen,  welche  durch  das  Verhalten  des  Barometers  selbst  bedingt  wird.  Diese  Aenderung  ist 
die  Folge  einer  durch  Staub,  Oxydation  des  Quecksilbers  etc.  erzeugten  Veränderlichkeit  der  Capillar- 
wirkungen.  Durch  Verunreinigung  des  Quecksilbers  tritt  eine  Vergrösserung  der  Kuppenhöhe  im"  offenen 
Schenkel  ein  und  damit  zugleich  eine  Erhöhung  der  Angaben  des  Barometers. 

Im  60.  Bande  der  A.  N.  pag.  198  berichtet  Professor  Galle  über  einen  solchen  Fall.  Ein  Heber- 
barometer hatte  im  Laufe  der  Zeit  durch  veränderte  Capillarität  des  Quecksilbers  seinen  Stand  •um  Vs 
Pariser  Linien  erhöht.  Ebenso  berichtet  Professor  Jordan  in  seinem  Handbuch  der  Vermessungskimde, 
dass  bei  einem  von  ihm  auf  der  Liby'schen  Expedition  benutzten  Heberbarometer  sich  in  7  Monaten  die 
Höhe  der  Kuppe  im  offenen  Schenkel  um  o™"5  vergrössert  hat,  die  Angaben  dieses  Barometers  sich 
also  um  eben  so  viel  erhöht  hatten. 

Den  directen  Nachweis,  dass  die  Verunreinigung  des  offenen  Schenkels  die  Angaben  des  Baro- 
meters erhöht,  hat  H.  F.  Wiebe*)  geliefert  dadurch,   dass  er  eine  stark  verschmutzte  Röhre  mit  Oiüeck- 
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Silber  fiillte  und  sie  mit  einem  Normal-Barometer  verglich.  Dann  reinigte  er  dieselbe  vorsichtig  mit 
Salpetersäure  und  wiederholte  die  Vergleichungen.  Es  ergab  sich,  dass  nun  die  Angaben  der  Röhre  um  o°*f  4 
niedriger  geworden  waren,  und  dass  .sich  gleichzeitig  die  Höhe  der  unteren  Kuppe  um  o™f"6  verringert  hatte. 
Auch  bei  imserm  Barometer  in  dem  Pendelcylinder  hatte  sich  in  dem  offenen  Schenkel  an  dem 
Glase  eine  dicke  Schicht  von  Staub  und  Schmutz  gelagert,  die  ebenso  die  Angaben  desselben  entstellt 
haben  wird.  Streng  genommen  müssten  wir  also  zu  den  gefundenen  Zeit-Coefficienten  noch  eine  Correc- 
tion  hinzutun,  und  zwar  müsste  diese,  da  sie  in  unserm  Fall  der  Aenderung  des  Barometerstandes  mit 
der  Zeit  entgegenwirkt,  mit  dem  negativen  Zeichen  vorsehen  werden.  Es  würde  dann  also  die  Aenderung 
nach  der  Zeit  dargestellt  werden  durch  die  Gleichung 

|l^  =  A.T  +  B.T2— Ab 
dl 

wo  "^  b  die  Correction  für  Aenderung  der  Capillarität  bezeichnet,  welche  durch  directe  Vergleichung  mit 
einem  Normal-Barometer  gefunden  wird.  A  und  B  sind  Constanten,  welche  sich  aus  den  Beobachtungen 
ergeben,  und  welche  hier  ein  wenig  von  den  oben  gefundenen  numerischen  Werten  abweichen  werden 
der  Art,  dass  die  Abnahme  des  Barometerstandes  mit  der  Zeit  jetzt  noch  einen  grösseren  Betrag  erreicht. 
Um  nun  die  Beziehungen  zwischen  Barometer  und  Thermometer  weiter  zu  untersuchen,  eliminirte 
ich  aus  den  Ablesungen  des  Barometers  die  Zeit  mit  Hülfe  der  angegebenen  Beziehungen  und  war  somit 
im  Stande,  sämmtliche  Ablesungen  für  denselben  Grad  der  Temperatur  in  eine  Gruppe  zusammenfassen 
zu  können;  doch  wurden  hierbei  gleichzeitig  die  Barometer- Ablesungen,  welche  bei  steigender  Temperatur 
gemacht  waren,  von  denen  bei  fallender  geschieden.  Es  ergaben  daher  die  Werte  für  jeden  Grad  zwei 
Gruppen.  Innerhalb  derselben  reducirte  ich  Alles  auf  die  Mitte  jeden  Grrades  mit  d6m  schon  oben  benutzten  Nähe- 
rungswert von  0)72  pro  i^  C.  Die  so  reducirten  Barometerstände  zu  Mittelwerten  vereinigt  folgen  hier; 
die  nebenstehenden  Zahlen  sind  die  Gewichte  nach  Massgabe  der  in  dem  Mittel  vereinigten  Zahl  von 
Einzel- Werten;  die  Rubrik  B — R  enthält  die  nach  der  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler. 


I.  bei  steigender  Temperatur 

II.  bei  fallender  Temperatur 

Temperatur 

Barometer- 
stand 

Gewicht 

B    R 

Teilstriche  der 

Barometer- 

Scala. 

Temperatur 

Barometer- 
stand 

Gewicht 

B— R 

Teilstriche  der 

Barometer- 

Scala. 

+    20?5 

155!67 

3 

0?28 

155 

+  20:5 

155.87 

I 

o!25 

155 

+  19.5 

154-97 

13 

0.25 

154»  155 

+  1 

19-5 

155.22 

7 

—  0.46 

155 

+  18.5 

154.28 

12 

+  0.05 

154 

+  > 

18.5 

154.76 

12 

+  0.09 

154 

+  17.5 

153.50 

15 

-f-  0.40 

153 

+  > 

'7-5 

154.12 

12 

+  0.34 

154 

+  16.5 

152.65 

8 

-f-  0.18 

152 

+  1 

16.5 

153.23 

9 

-f  0.08 

153 

+   15-5 

151.76 

8 

+  0,16 

151 

+  1 

15-5 

152.44 

7 

+  0.12 

152 

+   H-5 

150.88 

5 

—  0.08 

150 

+  ' 

14-5 

151.76 

6 

+  0.17 

151 

+   13-5 

150.12 

4 

—  0.03 

150 

+  1 

13-5 

151.04 

6 

-f  0.18 

151 

+   12.5 

149.38 

6 

—  0.09 

149 

+  1 

12.5 

150.11 

10 

—  0.07 

150 

+   11.5 

148.56 

6 

0.25 

148 

+  1 

11-5 

149.44 

8 

—  0.05 

149 

+   10.5 

148.01 

II 

—  0.09 

148,147 

+  1 

10.5 

148.78 

7 

—  0.09 

149,148 

+     9-5 

147.48 

13 

+  0.07 

147 

+ 

9-5 

147.91 

12 

0.33 

148,147 

+     8.5 

146.71 

10 

—  0.23 

146 

+ 

8.5 

147.43 

8 

+  0.07 

147 

+     7.5 

146.29 

15 

0.00 

146,145 

+ 

7-5 

146.67 

14 

—  0.29 

147,146 

+     6.5 

145.92 

18 

+  0.30 

145 

+ 

6-5 

146.21 

22 

+  0.19 

146,145 

+     5.5 

145.28 

13 

+  0.03 

145 

+ 

5-5 

145.56 

10 

+  0.08 

.     ^45 

+     4-5 

144-73 

4 

—    O.II 

144 

+ 

4-5 

145.02 

5 

+  0.06 

145 

+     3.5 

144.32 

I 

—   O.Ol 

144 

+ 

3-5 

144.27 

3 

—  0.05 

144 

*\     T-\ IX.1 ^1 ä. Vr     XK^t.^ »^l^^X^^  ty^it—M XT-      .       1 ^1 J ir^i ^.l    Xr^...M.1    A  Cy^V..»»«  r'/^mvmieer\n    Pai^Iivi    tXRC. 


12 

Diese  Mittelwerte  zeigen  einen  sehr  regelmässigen  Verlauf.  Die  Barometerstände  unter  I  und  II 
sind,  wie  es  zu  erwarten  stand,  in  den  Umkehrpunkten  bei  3®  und  20^  fast  identisch  und  entfernen  sich 
bei  der  mittleren  Temperatur  am  meisten  von  einander.  Bemerkenswert  ist  übrigens  das  gleichmässige 
Ansteigen  resp.  Abfallen  der  Baremeterstände  bei  den  oberen  und  den  niederen  Temperaturen,  ein  Beweis, 
dass  die  von  der  Temperatur  abhängigen  Veränderungen  des  Barometerstandes  längs  des  Intervalles 
von  3®  bis  20*^  C.  gleichmässig  vor  sich  gegangen  sind. 

Aus  diesen  Mittelwerten  suchte  ich  nun  einen  definitiven  Temperatur- Coefl&cienten  herzuleiten. 
Nach  einer  einleitenden  Rechnung  erkannte  ich  indes,  dass  die  erste  Potenz  der  Temperatur  allein  nicht 
zur  Darstellung  der  fraglichen  Werte  führte,  und  sah  ich  mich  deshalb  genötigt,  auch  die  zweiten  Potenzen 
zu  berücksichtigen.  Ich  musste  deshalb  in  unserer  ursprünglichen  Gleichung,  die  nach  Weglassung  der 
eliminirten  Zeitglieder  lautete 

x  +  z(t--g^«b  — bo 

Oo 

für  z  einen  Ausdruck  von  der  Form  einführen 

z  =  5+^(t  — to). 
Demnach  wird  die  Gleichung 

X+  S(t-to)^-^  +  r^  (t-to)^^^  =  b-bo 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  erhielt  ich  dann  zur  Bestimmimg  von  x,  ?  und  r^  die  entsprechende 
Anzahl  von  Bedingiingsgleichungen,  aus  denen  sich  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Hin- 
zuziehung der  jeder  Gleichung  nach  der  Zahl  der  darin  enthaltenen  Einzel- Werte  zukommenden  Gewichte 
die  Werte  von  x,  5  und  ^  ergaben  und  damit 


I.  für  steigende  Temperatur 


+  13.^5  c. 

$  =  +  01728  ±  o!oo5 
//  =  +  oloi  2 1  ±  o!ooo6 


II.  für  fallende  Temperatur 


^0  =  150!  ^5  ±  o!o4    entsprechend    der    Temperatur     b^  =  150189  db  o!o4    entsprechend    der   Temperatur 


+  13.^5  c. 

^*=  -f-  o|730  ±  oIqoö 
17  =  +  o!oo42  ±  0I0007 


für  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  von  der  Einheit  des  Gewichts  ergab  die  Substitution 

^n=- ±01136  |i  ^n  =  ±  o!i49 

Erinnern  wir  uns  an  dieser  Stelle  der  anfangs  erwähnten  Uebelstände  und  Unsicherheiten  beim' 
Ablesen  der  meteorologischen  Instrumente  in  dem  Glascy linder,  so  können  die  eben  gefimdenen  Werte 
volles  Vertrauen  beanspruchen.  Zwar  zeigen  sich  in  den  übrigbleibenden  Fehlem,  insonderheit  am  An- 
fang, ziemlich  bedeutende  Abweichungen  von  den  Beobachtungen,  doch  legt  die  Uebereinstimmung 
dieser  Abweichungen  bei  beiden  Reihen  die  Vermutung  nahe,  dass  die  grösseren  Abweichungen  durch 
Teilungsfehler  bedingt  werden.  Die  neben  der  Columne  B — R  stehenden  Zahlen  geben  die  Striche  der 
Barometer-Scala  an,  bei  denen  die  Ablesungen  für  die  betreffenden  Temperaturgrade  statt  gehabt,  und 
man  erkennt  daraus ,  dass  in  der  Tat  die  starken  Abweichungen  bei  beiden  Serien  denselben  Teilstrichen 
entsprechen.     Bei  weitem  die  grösste  Zahl  der  Fehler  bleibt  unterhalb  der  Grenze  der  Beobachtungsfehler. 

Diese  Anordnung  berechtigt  daher  zu  dem  Ausspruch,  dass  die  gewählte  Form  das  Beobachtungs- 
IVIaterial  als  erschöpfend  darstellt. 

Verbindet  man  die  gefundenen  Werte  der  Temperatur-Coefficienten  nach  ihren  zu  den  Quadraten 
der  wahrscheinlichen  Fehler  reciproken  Gewichten,  so  wird 

S  =-  +  0I729  ±  0I004    1  ^  ^ 

ly  =  +  o!oo88  ±  o!ooo5  j  P^^   '    ^• 

oder 

z  «  +  01729  +  0I0088  (t— to). 

Die  Barometer -Variation   db  wird   demnach  dargestellt,  ausgehend  von  dem  Werte  bo=  150^5, 
welcher  der  Temperatur  -f  13.^5  C.  entspricht,  durch 

db-  +  ol72Q(t  —  t«)  4-0^0088  ft— t.V 


u 


Daraus  folgt 


db 


0.00484  -f-  0.000058  (t — to) 


(t-to). 


Bezeichnet  man  mit  i  den  mittleren  Ausdehnungscoefficienten  des  in  dem  Cylinder  eingeschlossenen  Geis- 
gemenges  incl.  der  Ausdehnung  des  Glascylinders,  so  ist  hiemach 

€  =  0.00484  +  0.000058  (t — to). 
Femer  sei   a  der  Ausdehnungscoefficient   des  Gases,  y  der  des  Glases,   so  besteht  die  Relation 

a  ^  «  +  y. 
Wir  erhalten  also  in  diesem  Falle,  wenn  wir  aus  der  Druckvermehrung  rückw^ärts  auf  den  Ausdehnungs- 
coefficienten der  eingeschlossenen  Luft  schliessen,  für  a  den  Ausdruck 

a  =  0.00484  +  0.000058  (t — to)  +  y. 
Nach  Fizeau  hat  y  den  Wert  0.000021  +  0.000  000  05.  t;  es  wird  daher 

a  «  0.00406  für  t  =  o®  C.  ' 


=  0.00464 


»>   >» 


=  10^ 


0.00522     „    „  =  20* 


d.  h.  der  Ausdehnungscoefficient  des  Gasgemenges  ist  im  Allgemeinen  erheblich  grösser  als  der  bekannte 
der  atmosphärischen  Luft  und  erscheint  hier  in  hohem  Grade  von  der  Temperatur  abhängig. 

Eine  Bestätigung  der  bisher  gefundenen  Ergebnisse  suchte  ich  aus  den  übrigen  Gangperioden 
des  Pendels  herzuleiten.  Leider  stellte  sich  bald  heraus,  dass  die  Dichtung  des  Cylinders  während  der 
früheren  Perioden  eine  weniger  vollkommene  gewesen,  und  dass  der  Barometerstand  durch  langsames 
Eindringen  von  Luft  beeinflusst  wurde.     Gleichwol  will  ich  die  Resultate  in  Kürze  hier  anfügen. 

Zunächst  operirte  ich  mit  der  Gangperiode  October  187 1  bis  Februar  1873,  bei  der  zum  ersten 
Male  Versuche  mit  getrockneter  Luft  gemacht  worden  sind.  Der  Cylinder  wurde  zu  Anfang  bis  auf 
ca.  5  Zoll  Druck  leergepumpt,  dann  durch  einen  Trockenapparat  voll  zugelassen  und  diese  Procedur 
noch  einmal  wiederholt 

Um  die  Aenderung  des  Barometerstandes  proportional  der  Zeit  zu  erhalten,  vereinigte  ich  wieder 
die  Ablesungen  eines  Monats  zu  einem  Mittelwert  analog  der  oben  angeführten  Art  und  Weise;  doch 
schien  es  hier  wie  bei  den  übrigen  Serien  wegen  des  stärkeren  Eindringens  der  Luft  geboten,  schon  bei 
der  Bildung  der  Mittelwerte  auf  den  Einfluss  der  Zeit  Rücksicht  zu  nehmen.  Es  wurden  also  die  zu 
einem  Wert  zu  vereinigenden  Daten  nicht  nur  mit  Hülfe  eines  Näherungswertes  auf  ihre  mittlere  Tempe- 
ratur, sondern  gleichzeitig  mit  einem  genäherten  Zeit-Coefficienten  auch  auf  die  Mitte  der  Zeit  reducirt. 

Die  Ablesungen  des  Barometers  sind  für  die  folgenden  Serien  in  hundertel  Zoll  angegeben, 
doch  habe  ich  der  Symmetrie  halber  die  Mittelwerte  in  Linien  umgerechnet.  Die  thermometrische  Einheit 
ist  i^  Reaumur.  Es  sei  jedoch  gleich  bemerkt,  dass  ich  in  der  Zusammenstellung  der  definitiven  Resul- 
tate die  gegenwärtig  gebräuchlichen  Einheiten  benutzen  werde,  Millimeter  und  Celsius-Grade. 

Die  erhaltenen  Monatsmittel  waren  diese: 


Epoche  be- 

Temperatur 

Barometer- 

Epoche  be- 

Temperatur 

Barometer- 

Zeit 

zogen  auf 

nach 

stand  auf 

Zeit 

zogen  auf 

nach 

stand  auf 

187 1  Oct.   I. 

R6aumur 

0"  red. 

1871  Oct.  I. 

Reaumur 

o»  red. 

1871     October 

0 

+     9:14 

214^20 

1872    Juni 

230 

+  13^80 

224164 

November 

20 

6.25 

211.68 

Juli 

265 

15-94 

227.76 

December 

50 

2.88 

208.92 

August 

300 

15-91 

228.36 

1872    Januar 

80 

2.81 

209.64 

September 

330 

14-57 

226.92 

Februar 

HO 

347 

210.72 

October 

360 

11.28 

222,24 

März 

140 

5-24 

213-36 

November 

390 

8.67 

218.76 

April 

170 

8.10 

2 1 6.96 

December 

420 

5-50 

215.16 

Mai 

200 

11.32 

221.16 

1873    Januar 

5-1 1 

214.56 

M 


Aus  diesen  Werten  ergaben  sich  zur  Bestimmung  der  Zeitglieder  17  Gleichungen,  in  denen  ich 
jedoch  gleichzeitig  die  erste  Potenz  des  Temperatur- Coefficienten  hinzugezogen  habe,  einmal  um  hierfiir 
einen  guten  Näherungswert  zu  erhalten,  dann  aber  auch,  um  durch  Einführung  der  vierten  Unbekannten 
den  Emfluss  der  Zeit-Coefficienten  auf  die  Darstellung  der  Beobachtungen  zu  verringern. 

Es  werden  dann  die  Unbekannten 

X  «-  +  o!44  ±  o!27  d.  h.  bo  ==  214144  entsprechend  der  Temperatur  +  9-^o  R., 
und  für  eine  Einheit  von  100  Tagen 

y  =^  +  3!2i  ±  o!28 

yi  -=  —  of449  ±  o!o55 
die  Aenderung  des  Barometers  für  eine  Temperatur- Aenderung  von  i  •  R.  wird 

z  —  db  i!i8  ±o!o2. 
Eliminirt  man  aus  den  ursprünglichen  Ablesungen  den  Einfluss  der  Zeit  und  vereinigt  dann  die 
innerhalb  desselben  Temperatur- Grades  liegenden  Barometerstände  zu  einem  Wert,  —  reducirt  mit  i!i8 
pro  i^  R.  auf  die  Mitte  jeden  Grades  — ,  so  erhält  man  die  resultirenden  Mittelwerte  nebst  den  zuge- 
hörigen Temperaturen  und  Gewichten: 


I  für  steigende  Temperatur 

II  für  fallende 

Temperatur 

Temperatur 
nach  Riaumur 

Barometer- 
Stand 

Gewicht 

B    R 

Temperatur 
nach  R6aumur 

Barometer- 
Stand 

Gewicht 

B    R 

+  17:5 

224J43 

2 

+  oloi 

+  16.5 

222.87 

4 

+  0.06 

+  i6'5 

223120 

7 

—  0!20 

+  15-5 

221.31 

4 

—  0.28 

+  15-5 

222.24 

5 

+  0.20 

+  14-5 

220.36 

4 

+  0.07 

+  14-5 

221.15 

2 

+  0.36 

+   13-5 

219.09 

2 

+  0.19 

+  '3-5 

219.29 

5 

0.05 

+    12-5 

217.61 

4 

—  0.06 

+  12.5 

2l8.II 

3 

+  0.15 

+  II-5 

216.46 

5 

+  o.io 

+  n-5 

216.66 

4 

0.05 

+  10.5 

215-55 

3 

+  0.26 

+  10.5 

2154I 

7 

0.23 

+    9-5 

214.15 

3 

—  0.02 

+     9.5 

214.16 

4 

—  0.18 

+     8.5 

213.02 

4 

0.00 

+     8.5 

213.18 

9 

+  0.08 

+     7-5 

211.89 

5 

—  0.04 

+     7.5 

212.00 

5 

—  O.Il 

+     6.5 

210.87 

2 

—  0.04 

+     6.5 

210.99 

4 

H-  O.Ol 

+    5-5 

209.65 

10 

—  0.18 

+    5-5 

210.12 

10 

+  0.22 

+     4-5 

208.68 

5 

—  0.16 

+     4-4 

209.00 

7 

—  0.03 

+    3-5 

207.68 

13 

+  0.04 

+     3-5 

207.93 

6 

+  0.03 

+      2-5 

206.84 

7 

+  0.16 

+     2.5 

207.00 

9 

—  0.04 

+     1-5 

205.99 

I 

—  0.12 

Die  Rubrik  B — R  enthält  die  nach  der  folgenden  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler. 
Wendet  man  hierauf  die  Gleichung  an 

X  +  S(t-to)^^  +  i7(t-to)«^  =b-bo 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  x,  S»  ^  wieder  zwei  Systeme  von  Bedingrungsgleichungen,  aus  denen  folgt: 


I.  für  steigende  Temperatur 
2 1 4^  3  ±  o!o4  entsprech.  d.  Temperatur  +  9.^5  R. 
S-=+  i?i50  ±o!oo5 
1?  «=  +  o!oo84  ±:  o?  001 3 


II.  für  fallende  Temperatur 
bo  =  2 1 4I38  ±  o!o4  entsprech.  d.  Temperatur  +  9.^5  R. 

5=  -|-  i!i6o±  o|oo6 
17=  +  o!oii3  ±olooi4 


Der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Ablesimg  für  die  Gewichts-Einheit  wird 

I                                rn  —  ±  o^.ioi                                      II                                      r„=±o?ii9  i 

Verbindet  man  die  Werte  von  S  und  tj  nach  ihren  zu  den  Quadraten  der  wahrscheinlichen  FeWfer 
wroken  Gewichten,  so  wird  
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pro  I  *  R.  pro  i  ^  C. 

5  =  +  I !  1 54  ±  0I004  oder  5  =•  +  0^923  ±  o^ooß 

17  «  +  0I0097  ±  o?ooio  »?'='  +  o!oo78  ±  o!ooo8 

Die  Barometer- Variation   in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  wird  demnach  dargestellt 
durch  den  Ausdruck: 

db 


dt 


+  0^923  (t— -  to)  +  o!oo78  (t— to)*    wo  to  «  +  1 1.9  C.  ist. 


Setzt  man  femer  b^^  21412,  so  wird 

db 


oder 


und 


«  [0.0043 1  +  0.000036  (t— to)]  (t— to) 
^0     ±  0.0000 1     ±  0.000004 

i  -=  0.0043 1  +  0.000036  (t — to) 

«  =»  0.0043 1  +  0.000036  (t — to)  +  )'• 


Eine  dritte  Serie  umfasst  den  Zeitraum  von  1876  Mai  bis  1878  März. 

Es  ergab  sich  aus  20  Gleichungen  die  Aenderung  des  Barometerstandes  mit  der  Zeit  in  der  Ein- 
heit von   100  Tagen: 

y  =  +  o»54    ±  o!oi     =«  +  6148    ±  o!i  i 
yi  =  —  010131h o"ooi  =  —  0*162  ±o}oi6, 
während  für  die  Aenderung  pro  i^R  in  erster  Näherung  gefunden  wurde 

z  =  +  ofii5  =+i!38. 
Die  für  Zeit  corrigirten  Mittelwerte  sind  dann  die  folgenden: 


I  für  steigende  Temperatur 

II  für  fallende  Temperatur 

Thermometer 
nach  R. 

Barometer- 
stand 

Gewicht 

B-   R 

Thermometer 
nach  R. 

Barometer- 
Stand 

Gewicht 

B    R 

+  I7V5 

242176 

2 

—  0I15 

+    16.5 

241.61 

10 

+  0.26 

+  i6<:5 

24i!i8 

6 

—  o!2o 

+  15-5 

240-37 

II 

—  0.42 

+  15-5 

240.36 

10 

+  0.30 

+  14.5 

240.22 

6 

+  1.03 

+  14-5 

238.72 

3 

0.13 

+  13.5 

23743 

5 

—  0.81 

+  13-5 

23740 

6 

+  0.03 

+  12.5 

236.52 

2 

—  0.21 

+  12.5 

236.10 

2 

—  0.08 

+  11.5 

235-32 

2 

0.33 

+  II-5 

234.90 

4 

—  0.12 

+  10.5 

234.48 

3 

+  0.17 

+  J0.5 

233-64 

4 

—  0.15 

+     9-5 

232.84 

7 

+  0.07 

+    9-5 

23249 

8 

+  0.03 

+     8.5 

231.74 

5 

+  0.25 

+    8.5 

231.12 

5 

—  O.IO 

+     7.5 

229.98 

4 

—  0.09 

+    7-5 

229.99 

8 

+  0.06 

+     6.5 

229.13 

5 

+  047 

+    6.5 

229.30 

5 

+  0.69 

+     5-5 

227.14 

17 

—  0.22 

+    5-5 

227.26 

17 

0.34 

+     4.5 

225.84 

I 

—  O.IO 

+    4-5 

226.20 

I 

+  0.16 

Der  Gang  in  diesen  Barometerständen  ist  nicht  mehr  so  gleichmässig  wie  in  den  vorhergehe. 
Serien.     Besonders  abweichend  zeigen  sich  die  zu  den  Temperaturen   i3?5  und  14^5  unter  I  gehörigfen 
Werte,   und  darf  es  deshalb  nicht  Wunder  nehmen,  dass  an  diesen  Punkten  in  der  später  folgenden! 
Ausgleichung  besonders  grosse  Fehler  übrig  bleiben.    Wahrscheinlich  ist  in  solchem  Falle,  wo  das  Ein- 
dringen der  Luft  in  den  Cylinder  einen  namhaften  Betrag  erreicht,  die  Annahme  nicht  mehr  zutreffend,. 


i6_^ 

dass  das  Eindringen  regelmässig  genug  vor  sich  geht,  um  durch  die  angenommene  Form  erschöpfend 
dargestellt  zu  werden. 

Für  die  definitive  Bestimmung   des  Temperatur- Coeficienten  wurden  aus  den  Mittelwerten  nun 
folgende  Resultate  abgeleitet: 


I.  für  steigende  Temperatur 

bo=  234*26  ±  o!i 3 entsprech.d. Temperatur-}-  lo.^sR. 
S=+  1^335  ±oIoi8     \ 
^  =  .-^010215  ±o!oo6i|  P^^  ^    ^• 


II.  für  fallende  Temperatur 

K  =  233)75  in  0*07  entsprech.  d. Temperatur  +  io.°5R. 
5=-j- 1I268  ±0*011         1 
iy=— ofoo7i  ±0)0038     }  P^^  ^^  ^• 


und  der  wahrscheinliche  Fehler  für  die  Gewichtseinheit  ist 


Tu   =  ±  0:323  Tn  =  ±  o!l93 

Die  Unsicherheit  dieser  Werte  resultirt  aus  den  oben  erwähnten  Discontinuitäten,  welche  bereits 
die  Mittelwerte  andeuteten.  Es  wird  daher  vor  Allem  das  zweite  Temperaturglied  vollständig  in  Frage 
gestellt. 

Verbindet  man  die  Werte  von  §  und  tj  wieder  wie  oben,  so  ergiebt  sich  für  eine  Aenderung  der 
Temperatur 

für  löR  für  jo  C. 

§=  +  1I286  ±  0)009  oder  $  -=  +  1)029  ±  0)007 

^  =  +  0)01 1 1  ±  0)0032  ^  =  +  0)0089  ±  0)0026. 

Es  wird  also  die  Barometer- Variation,  hervorgerufen  durch  die  Aenderung  der  Temperatur,  aus- 
gedrückt durch 

db  =  +  1)029  (t— to)  —  0)0089  (t— to)^    wo  t^  =  +  13.01  C. 

Setzt  man  b©  «=  234^  dann  ist 

db_  r     0.00440  —  0.000038  (t — to)]   (t — to) 

"u  [±0.00003  ±  O.OOOOII 


und  daraus 


a  =  0.00440  —  0.000038  (t — to)  +  y- 


Zu  einer  letzten  Untersuchung  benutzte  ich  die  Daten  der  Gang- Periode  des  Pendels  von  1878 
April  bis  1879  Ende  Mai. 

Die  Aenderung  des  Barometerstandes  nach   der  Zeit  fand  ich  aus   12  Gleichungen  für  die  Ein- 
heit von  100  Tagen 

y  =  +of46  ±  ofo2   =-  +  5)47  ±0)18 

yi=  — ofoi9  ±  ofo64  =  —  0)223  ±  0)048 
während  für  eine  Aenderung  der  Temperatur  von  i  ^  R  genähert  gefunden  wurde 


z«  0^109  =  1)31. 


Die  für  Zeit  corrigirten  Barometerstände  geben  dann  folj^ende  Mittelwerte  in  Linien  umjferechnet^ 


j 
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I.   für 

steigende 

Temp 

leratur 

IL  für 

fallende 

Temperatur 

Thermometer 
nach  R^umur 

Barometer- 
stand 

Ge- 
wicht 

B     R 

Thermometer 
nach  R^aumur 

Barometer- 
stand 

Ge- 
wicht 

B      R 

+  i5?5 

259^40 

8 

0I16 

+  15:5 

259!25 

9 

—  o!io 

+  14-5 

258.05 

9 

—  0.13 

+  14-5 

257.83 

8 

—   0.10 

+  13-5 

256.99 

5 

0.00 

+  13-5 

257.02 

5 

+    0.37 

+    12-5 

256.03 

10 

+  0.55 

+  12.5 

255.44 

6 

+    0.06 

+  11-5 

254.54 

6 

+  0.17 

+  11-5 

253.96 

3 

—   0.08 

+  I0.5 

253.32 

7 

+    O.I2 

+  I0.5 

252.90 

4 

+    0.16 

+     9-5 

251.82 

10 

+    0.03 

+    9-5 

.     251.54 

5 

+    0.04 

+    8.5 

250.19 

8 

—   0.80 

+    8-5 

249.98 

5 

0.33 

+    7-5 

249.55 

10 

+    0.17 

+     7-5 

248.88 

4 

—   0.22 

+    6.5 

248.52 

5 

+    0.42 

+    6.5 

248.14 

4 

+    0.15 

+    5-5 

246.97 

9 

—    0.12 

+     5-5 

246.94 

5 

0.00 

+     4-5 

245-73 

8 

+    0.02 

+     4-5 

245.93 

7 

+    0.08 

+    3-5 

244.56 

I 

+    0.14 

+     3-5 

244.68 

I 

+    O.Ol 

Leitet  man  aus  diesen  Mittelwerten  wieder  wie  oben  die  Abhängigkeit  des  Barometerstandes  her, 
SO  resultiren  folgende  Grössen  —  die  übrig  bleibenden  Fehler  zeigt  die  Columne  B — R  — 


I.  für  steigende  Temperatur 
bo  =  251196  ±  o!o7    entsprechend    der  Temperatur 

+  9.^5  R. 

g=+  i!245±  0^015      \ 

r^  =  -  0)0048  ±  o!oo44|  P''''  '    ^• 


IL  für  fallende  Temperatur 
l>o  =  251I51  ±  o!o5  entsprechend  der  Temperatur 

+  9.^5  R. 

?=+    l}2  14  ±0)009  I 

tj  =  +  o!oio3  ±  o!oo28    I  P^^  ^^^• 


Der  wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung  wird 


±  05240 


Tn   =±  o!l32 


Vereinigt  man  die  Werte  fiir  S  und  ly  nach  ihren  zu  den  Quadraten  der  wahrscheinlichen  Fehler 
reciproken  Gewichten,  so  wird  für  eine  Aenderung  der  Temperatur 

um  i**R.  um  i^C. 

§  =  +  i!222    ±    o!oo8  oder  §  =  +  0I978     ±  o!oo6 

^  =  +  ofoo59  ±  0J0024  tj  =+   o!oo47  ±:  0I0019 

Dann  wird 

db=-  +  0)978  (t — to)  +  o!oo47  (t— to)*    wenn  to  =  +  11.^9  C.  ist 

Setzt  man  bo  =  +  25117,  so  folgt 


db 


0.00389  +  0.000019  (t — to) 
4:0.00003  i  0.000008 


(t-to) 


und 


a  =  0.00389  +  0.000019  (t — to)  +  y. 


Werfen  wir  zum  Schluss  noch  einen  Rückblick  auf  die  Ergebnisse  der  Untersuchxmg,  so  können 
wir  dieselben  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass 

1.  in  einem  von  der  umgebenden  Luft  vollständig  abgeschlossenen  Raum  der  Barometerstand 
eine  langsame  Abnahme  mit  der  Zeit  erfährt; 

2.  die  Aenderung  des  Barometerstandes,  welche  durch  eine  Aenderung  der  Temperatur  hervor- 
gerufen wird,  sich  allgemein  darstellen  lässt  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

d  b  —  M  rt— t.^  4.  N  /t— t.^« 
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wo  to  die  dem  bekannten  Barometerstande  bo  entsprechende  Temperatur  bezeichnet  und  M  und  N  unbe- 
kannte Constanten,  welche  aus  den  Beobachtungen  herzuleiten  sind; 

3.   der  Ausdehnungscoefficient  des  Gasgemenges   in   dem  abgeschlossenen  Raum  erhalten   wird 
vermittelst  der  Gleichung 

a  =  m  +  n  (t— t^)  +  }' 
worin  y  der  Ausdehnungscoefficient  des  Gefässes  ist  und  m  und  n  gefunden  werden  durch  die  Beziehungen 

M  N 

bo  bo 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  gefundenen  numerischen  Resultate. 


Epochen 

Mitü. 
Barometer- 
stände 

Tempe- 
ratur nach 
Celsius 

«0 

M 

N 

m 

n 

a  fiir 
t=  o<> 

a  für 

t h   IQÖ 

a  für 

t— +  20« 

3I  1881  Aug. —86  Aug 

mm 

339-5 

+  13:5 

mm 

+    1-64 
-h    O.Ol 

+ 

mm 

0.020 

O.OOI 

0.00484 
±  00003 

+  0.000058 
±0.000003 

0.00406 
zt.  00020 

0.00464 
zt  00005 

0.00522 

4:  00013 

?IIi87i  Oct— 73Febr. 

483.2 

+  II-9 

4-  2.08 

zt  o-oi 

+ 

0.018 
0.002 

0.0043 1 

Hh  0000 I 

+  0.000036 
-4-0.000004 

0.00390 

-h  00013 

•  0.00426 

ZJr  00004 

0.00462 
+  0001 I 

5III  1876  Mai  — 78  März 

527-9 

+    I3-I 

+     2.^2 

th  0.02 

4- 

0.020 
0.006 

0.00440 
-4-  00003 

— 0.000038 

H-o.ooooi  I 

0.00492 
-h  00041 

0,00454 

zh  00016 

0.00416 
+  00028 

5 IV  1 878  April  —  79Mai 

567.8 

+  11.9 

+   2.20 

4" 

O.OII 
0.004 

0.00389 
Hh   00003 

+  0.000019 
-Ho. 000008 

0.00368 

zt.  00026 

0.00387 

-h  00009 

0.00406 
4-  00022 

Schliesst  man  also  von  der  Barometer- Variation  rückwärts  auf  den  Spannungscoefficienten  der 
eingeschlossenen  Luft,  so  erhält  man  für  diesen,  den  Temperaturen  o^  +  10®  und  +  20**  entsprechend,  die 
Werte  in  den  drei  letzten  Rubriken  vorstehender  Tabelle. 

Die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Werte  für  «  sind  nach  folgender  Methode  gefunden:  Hat  man 
aus  einer  beliebigen  Anzahl  Gleichungen  von  der  Form 

1  =  ax  +  by  +  cz 
für  X,  y,  z  als  wahrscheinlichste  Werte  gefunden  resp.  x®,  y^  z^  und  ist  L  =-  f  (x,  y,  z)  z.  B.  =  x  -f-  y  t  +  zt* 
so  wird  der  wahrscheinlichste  Wert  von  T.  gefunden  durch 

L^.  x^+yn  +  zH» 
und  der  wahrscheinliche  Fehler  dieses  Ausdruckes  wird 

To 


'i^     V  Ol 


,  wenn 


(t-m\ 


i 


+ 


,,      [bci]  ^      [ab]  [bc]  -  [ac]  [bb]  | » 
[bbi]  ■*  +  [aa]  [bb]  -  [ab]  [ab]  ( 


QL     [aa] 
WO  die  eingeklammerten  Grössen  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

Vernachlässigt  man  x^  im  Vergleich  zu  y®  und  z^  setzt  demnach  L'  =  f  (y,  z),  so  wird  der  wahr- 
scheinliche Fehler  von  U 


'ir 


VQv 


und  der  Ausdruck  für  -1—  geht  über  in 


k-JfrO    f!\r    t    rrlair-V«'»^;»; 


_J I , i_\  [bci]  \» 

QL'  -  [bbi]  +  [cc,]  \  2  (t-to)  -  ibbÖ  f 


fif      r»  ■>■>€>      «1  «•«  t>  ^^. 


17^11-.     j-„    iir 
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Die  gefundenen  Werte  für  «  weichen  von  dem  in  der  Physik  als  richtig  angenommenen  nicht 
nur  insofern  ab,  als  sie  im  Allgemeinen  erheblich  grösser  sind,  sondern  sie  lassen  auch  eine  starke  Ab- 
hängigkeit von  der  Temperatur  erkennen,  wie  solche  bisher  nicht  beobachtet  worden  ist. 

Die  Ursache  dieser  Abnormitäten  ist  wol  in  erster  Linie  auf  die  in  der  eingeschlossenen  Luft  ent- 
haltenen Wasserteilchen  zurückzufahren.  Die  Resultate,  welche  aus  den  Versuchen  mit  getrockneter  Luft 
in  Serie  II  gefolgert  sind,  würden  dieser  Annahme  durchaus  nicht  entgegenzutreten  vermögen.  Denn, 
wie  bereits  oben  erwähnt,  war  die  Trocknung  der  Luft  nichts  weiter  als  ein  Versuch,  und  ein  nur  zwei- 
maliges Einlassen  getrockneter  Luft  in  den  nicht  völUg  entleerten  Cylinder  wird  sicherlich  den  Feuchtig- 
keitsgehalt der  Luft  nur  verringert,  nicht  aber  beseitigt  haben,  da  bekanntlich  selbst  bei  sehr  hohen 
Temperaturen  noch  minimale  Feuchtigkeitsspuren  an  Glasoberflächen  zurückgehalten  werden.  Anderer- 
seits wurde  die  eingeschlossene  trockene  Luft  bei  dieser  Serie  auch  noch  dadurch  gefährdet,  dass  die 
unvollkommene  Dichtung  des  Cylinders  ansehnliche  Mengen  der  äusseren  Luft  hinzuströmen  liess.  Auch 
die  Ungenauigkeit  der  Ablesungen  und  die  Vernachlässigungen,  die  wir  uns  im  Laufe  der  Untersuchung 
gestattet  haben,  teils  bei  den  Manometerständen,  teils  bei  den  Temperaturen,  insofern  diese  nämlich  nicht 
auf  die  Angaben  des  Luftthermometers  bezogen  sind,  werden  selbst  in  ihrem  Maximalbetrage  die  Ab- 
weichungen, um  die  es  sich  hier  handelt,  nicht  zu  erklären  vermögen. 

Es  steht  daher  zu  erwarten,  dass  das  Experiment  uns  eine  richtige  Lösung  dieser  Frage  geben  wird. 

Nachträglich  will  ich  hier  noch  erwähnen,  dass  zu  Ende  des  Jahres  1886  die  Luft  in  dem  Cylin- 
der mit  Hülfe  eines  von  Dr.  Pemet  zusammengestellten  Trockenapparates  mehrere  Male  sorgfältig  von 
den  Wasserteilchen  und  der  Kohlensäure  befreit  worden  ist,  und  dass  ich  aus  den  Beobachtungen  vom 
Januar  1887  bis  März  1888  den  Expansions-Coefficienten  des  Gasgemenges  gleich  0.00535  gefunden 
habe  bei  einem  mittleren  Barometerstande  von  197.2  mm,  der  einer  mittleren  Temperatur -f  11.^5  C 
entspricht.     Seiner  Zeit  werde  ich  ausführlich  darauf  zurückkommen. 


n. 

Zum  Zwecke  der  Untersuchung  des  Ganges  der  Pendeluhr  Tiede  400  im  luftdichten  Raum,  mit 
deren  Verschluss  wir  uns  im  ersten  Teil  dieser  Abhandlung  beschäftigt  haben,  während  der  letzten 
grossen  Gangperiode  discutirte  ich  die  in  der  Zeit  von  Aug.  1881  bis  Aug.  1886,  in  den  pag.  5  erwähn- 
ten Registern,  ausgeführten  240  Zeitbestimmungen,  —  die  Gasammtzahl  der  ausgeführten  Zeitbestimmungen 
beträgt  mehr  als  doppelt  so  viel  —  deren  jede  die  Meridian -Durchgänge  mehrerer  Zeitsteme  und  eines 
oder  mehrerer  Polsteme  enthielt.  Das  Azimut  ist  also  gleichwie  die  Neigung  jedes  Mal  direct  bestimmt. 
Die  Durchgänge  wurden  nach  den  Schlägen  der  Normal-Uhr  Tiede  3  registrirt,  und  vor  und  nach  jeder 
Zeitbestimmung  wurde  Pendel  D  durch  eine  chronographische  Vergleichung  mit  grosser  Genauigkeit  an 
Tiede  3  angeschlossen.  Das  durchschnittliche  Intervall  zwischen  zwei  Zeitbestimmungen  beträgt  unge- 
fähr 8  Tage,  nur  in  den  Wintermonaten  bei  anhaltend  ungünstiger  Witterung  vermehrt  sich  diese  Am- 
plitude um  einige  Tage.  Gleichwol  habe  ich  es  nicht  für  notwendig  erachtet,  für  die  innerhalb  der  ver- 
schiedenen Abschnitte  abgeleiteten  Uhrgänge  verschiedene  Gewichte  einzuführen. 

Die  übrigen  Zeitbestimmungen  zur  Discussion  heranzuziehen  ist  deshalb  eine  unnötige  Vermehrung 
der  Arbeit,  weil  sie  naturgemäss  in  die  Jahreszeiten  fallen,  wo  bereits  die  kleineren  Intervalle  statthaben. 

Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  diese  schöne  fünfjährige  Periode  leider  durch  die  Ungunst  der  Ver- 
hältnisse eine  arge  Störung  erlitten  hat  bei  den  bauUchen  Veränderungen,  die  an  dem  Refractorpfeiler 
in  der  grossen  Kuppel  zu  Anfang  des  Jahres  1883  ausgeführt  werden  mussten  (c£  V^  J.  1884).  Die  Stein- 
metz-Arbeiten dauerten  vom  9  bis  19  Januar.  Wie  eingreifend  die  Erschütterungen  auf  den  Schwingungs- 
ATerlauf  des  Pendels  wirkten,  das  er.  8  m  unterhalb  des  Pfeiler-Kopfes  hängt,  erkennt  man  am  besten 
aus  den  Veränderungen,  denen  der  Schwingungsbogen  in  dieser  Zeit  unterworfen  war.  Während  der 
halbe  arcus  nämlich  vorher  nur  um  wenige  Zehntel  der  Minute  schwankte,  jjeben  die  Ablesungen  j 
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am    9. 

Jan. 

1883  . 

•  76I5 

10. 

n 

»» 

76.5 

11. 

91 

>» 

74.6 

12. 

n 

»> 

75-7 

14. 

»> 

»» 

75-6 

15. 

»» 

>» 

76.0 

16. 

»» 

» 

74-1 

17. 

)> 

»» 

73-7 

18. 

>* 

»1 

71-7 

19. 

t» 

»» 

75-2 

21. 

»1 

»» 

76.6 

Der  tägliche  Gang  erfuhr  zugleich  eine  sprungweise  Aenderung  von  +  0.5  Sekunden.  Ob  diese 
plötzliche  Aenderung  dauernd  die  Constante  des  Uhrganges  afficirt  hat,  konnte  von  vornherein  nicht 
sicher  entschieden  werden.  Zwar  schien  es,  als  wollte  die  Uhr  die  verlorene  halbe  Sekunde  wieder  neich- 
holen,  indes  blieb  es  mehr  oder  weniger  der  Willkür  überlassen,  eine  beliebige  Anzahl  von  täglichen 
Gängen  von  der  Diskussion  auszuschliessen.  Ich  habe  deshalb  vorgezogen,  an  der  Hand  der  Unter- 
suchung die  Zeitdauer  zu  ermitteln,  während  der  sich  die  Nachwirkungen  der  erwähnten  Erschütterung 
auf  unser  Pendel  geltend  gemacht  haben,  und  daher  keine  Zeitbestimmung  dieser  Periode  fortgelassen. 

Ausgeschlossen  mussten  natürlich  die  während  der  bereits  auf  pag.  5  erwähnten  Monate  ange- 
stellten Zeitbestimmungen  werden,  da  für  dieselben  die  erforderlichen  Ablesungen  fehlen.  Die  Anzahl 
dieser  Zeitbestimmungen  beträgt  16,  und  bleiben  demnach  224  übrig. 

Da  der  Einfluss  der  Schwankungen  der  Luftdichtigkeit  auf  den  täglichen  Gang  durch  die  Art 
der  Aufstellung  des  Pendels  von  vornherein  eliminirt  war,  und  die  übrigbleibenden  beobachteten  Baro- 
meter-Variationen sich,  wie  wir  im  ersten  Teil  nachgewiesen  haben,  lediglich  als  Funktionen  der  Tem- 
pertur  und  zum  geringeren  Betrage  als  solche  der  Zeit  ergaben,  so  stand  zu  erwarten,  dass  der  empirische 
Ausdruck  für  den  täglichen  Gang  unseres  Pendels  sich  einfacher  gestalten  würde,  als  man  ihn  bisher  bei 
anderen  Uhren  gefunden  hat.  Meine  früheren  Ausgleichungen  der  täglichen  Gänge,  die  sich  immer  nur 
auf  kürzere  Epochen  erstreckten,  haben  mir  jedoch  gezeigt,  dass  gerade  die  Temperatur- Wirkungen  recht 
complicirter  Art  gewesen  sind.  Zwar  ist  die  summarische  Compensation  hinreichend  gelungen,  nur  die 
anfangs  erwähnten  Temperatur-Schichtungen  in  dem  Cylinder  verschlechtem  die  sonst  erzielte  Wirkung 
erheblich. 

Es  ist  bereits  an  vielen  Stellen  auf  den  schändlichen  Einfluss  solcher  Schichtungen  längs  der 
Pendelstange  hingewiesen  worden,  doch  hat  meines  Wissens  bisher  Niemand  diesen  Einfluss  auf  den 
Uhrgäng  tatsächlich  nachzuweisen  versucht.  Welchen  erstaunlichen  Betrag  er  selbst  bei  minimalen 
Temperatur-Differenzen  hier  erreicht  zu  haben  scheint,  werden  wir  weiter  unten  sehen. 

Die  drei  Thermometer,  welche  die  Temperatur  in  dem  Cylinder  in  verschiedener  Höhe  anzeigen, 
sind  in  folgenden  Intervallen  angebracht.  Das  untere,  mit  (56b)  bezeichnet,  hat  seine  Kugel  ungefähr 
in  der  Mitte  der  Pendellinse  d.  h.  in  einem  Abstände  von  er.  1 20  ™™  von  dem  unteren  Verschluss  des 
Cy linders;  das  in  der  Mitte  (56  c)  hängt  er.  360"»™  höher,  und  das  obere  (56  a)  hat  seine  Kugel  dicht 
oberhalb  der  Stellschraube,  welche  das  Zink  mit  dem  Stahlrost  verbindet  d.  h.  er.  840  ™™  vom  unteren  Ver- 
schluss des  Cylinders  entfernt.  Sämmtliche  Thermometer  hängen  vertikal  über  einander  und  zwar  80  bis 
jQQinm  yQj.  ^^j^  schwingenden  Pendel.  Sind  demnach  auch  noch  horizontale  Temperatur -Unterschiede 
vorhanden,  die  man  in  einem  Querschnitt  im  Allgemeinen  als  Functionen  des  Radius  betrachten  kann, 
so  werden  die  Ablesungen  der  Thermometer  nicht  genau  die  Temperatur  der  einzelnen  Pendelteile  an- 
geben. An  die  Ablesungen  habe  ich  durchgehends  die  Eispunktscorrectionen  angebracht,  und  da  sich  diese 
nach  den  Untersuchungen  auf  der  Normal  -  Aichungs-Commission  von  1879  Jan.  und  1886  Sept  mit  der 
Zeit  verändert  haben,  so  wurde  zwischen  den  betreffenden  Untersuchimgen  interpolirt  Die  Thermometer 
sind  von  Grad  zu  Grad  untersucht  und  ihre  Correctionen  auf  himdertel  Grade  angegeben. 

Pur  die  Darstellung  des  Uhrganges  fand  ich  nach  mehreren  Versuchen,   dass  die  Rechnung  die 

beobachteten  Gänge  bei  weitem  am  besten  wiedergab,  wenn  ich  für  den  täjylichen  Gancf  folgenden  Aus- 
druck einführte:  8  S        6 
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Darin  ist  der  der  Zeit  To  entsprechende  tägliche  Gang  Uq,  die  zugehörige  Temperatur  t©,  die  zugehörige 
Temperatur-Differenz  (oben  weniger  unten)  dg,  der  zugehörige  halbe  arcus  ao. 

X  ist  die  zum  mittleren  Gange  gehörige  Correction, 
y  und  Yi  die  Zeitcoefficienten  für  eine  Einheit  von  loo  Tagen, 
fj  und  tji  die  Temperaturcoefficienten  für  die  Einheit  der  Skala, 
z  der  Coefficient  des  halben  Schwingungsbogens  für  die  Einheit  i'. 
Mit  Hülfe  dieser  Formel  stellte  ich  unter  der  Annahme 

To  =  1883  Nov.  7 
Uo  =  —  3?oo 
to  =  +   12.^0 
do  =  +  0.O05 
a©  =  76!o 
für  die  beobachteten  täglichen  Gänge  die   resp.  Gleichungen  auf,   ohne  dabei  diu*ch  Vereinigen  benach- 
barter Werte  zu  einem  Mittelwert  die  Zahl  der  Gleichungen  zu  verringern.    Ich  wurde  dadurch  in  den 
Stand   gesetzt,    mir    über  jeden  beobachteten  Uhrgang    ein  Urteil  zu  bilden.     Aus  den  so   erhaltenen 
224  Gleichimgen  ergaben  sich  zur  Lösung  nach  bekannter  Methode  die  folgenden  Normal-Gleichungen: 

+  224.00  X  +  i40.7oy'  +  410.9071'  —  143.9017 —     i3.6oi?i'  -]-     92.60z  *=  +  13.300 

+   140.70       +  1647.71       +  685.77       +  44-36     +   114.99       +  5^7- II     =  —  146.806 

+  410.90       +  685.77       +  1386.15       —  79.65     +     30.75        +319.82     =—  18.459 

—  143.90       +  44.36       —  79.65        +  5555.71     +  928.12        —  168.37     =  +  132.758 

—  13.60       +     114.99       +       30.75        +     928.12     +  227.98       +       9.29     ^  +     23.128 
+     92.60       +     587-"       +     319-82       —     168.37     +       9-29       +  259.30    ==  —     49.428 

Hieraus  folgt  das  Wertsystem  unter  Berücksichtigung  von 

Uo  =  —  2^856  ±  0*010 

y  =  —  0^0658  ±  ofoo29 

yi  =  —  o?ooo57  ±  0*00026 

V   ==  +  o'oo39  ±  0*0023 

'h  =--  +  i'592  ±  ofii5 

z   =  +  0*064  ±  0*015 

während  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  Ganges  sich  zu 

±  o?093     ergab. 

Die  durch  die  Substition  dieser  Werte  übrig  bleibenden  Fehler  haben  in  der  Zusammenstellung 
auf  pag.  25  etc.  die  unter  I  angeführten  Beträge  im  Sinne  Beobachtung  —  Rechnung. 

Aus  diesen  Zahlen  erkennt  man  sofort  die  Perioden,  während  deren  das  Pendel  von  seinem  sonst 
gleichmässigen  Gange  abgewichen  ist.  Es  sind  dies  erstens  die  Werte  No.  i  bis  7  d.  h.  ungefähr  die 
eisten  sechs  Wochen  nach  dem  Aufhängen  der  Uhr.  Die  Darstellung  würde  auch  für  diese  Periode 
eine  befriedigende  werden,  wollte  man  zu  dem  mittleren  Gange  eine  Constante  hinzufügen.  Eine  solche 
Erscheinung  erklärt  sich  nach  technischen  Erfahrungen  bei  einer  neuen  Aufhäng^ngsfeder  durch  Ver- 
änderungen, welche  die  Elasticität  derselben  während  der  Pendelschwingungen  zu  erleiden  pflegt.  In 
diesem  Fall  war  die  Feder  aber  eine  gebrauchte,  das  Pendel  hatte  nur  längere  Zeit  vorher  gestanden. 
Dass  aber  die  Untätigkeit  auch  auf  die  gebrauchte  Feder  irgend  welchen  Einfluss  gehabt  hat,  ist  nicht 
befremdlich,  wo  es  sich  um  die  minimalsten  Veränderungen  und  Umgestaltungen  handelt. 

Die  Grösse  No.  8  scheint  den  Uebergang  zu  dem  dann  folgenden  gleichmässigen  Gange  zu 
bilden,  wenigstens  bedarf  sie  zur  besseren  Darstellung  eine  erheblich  kleinere  Correction  als  die  ersten 
sieben  Werte. 

Auch  über  die  Dauer  der  erwähnten  Störung  im  Gange  des  Pendels  geben  uns  obige  Zahlen 
Auskunft.  Sie  verbürgen  die  Tatsache,  dass  die  Erschütterungen  des  Pfeilers  nur  vorübergehende  Ver- 
änderungen in  dem   Gange  der  Uhr  hervorgerufen  haben.     Zwar  haben  sich  allem  Anscheine  nach  die 
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Einwirkungen  volle  fünf  Monate  geltend  gemacht  (cf.  No.  64 — 87);  doch  ist  es  interessant  zu  sehen,  wie 
das  Pendel  diese  Ungleichförmigkeiten  mit  der  Zeit  auszugleichen  sucht,  bis  es  endlich  den  ursprünglichen 
Gang  wieder  erreicht  hat.  Erklären  lässt  sich  diese  Wahrnehmung  vielleicht  dadurch,  dass  das  Pendel  in 
Folge  der  stossweisen  Erschütterungen  mehr  oder  minder  oscillirende  Schwingungen  um  das  Planum  ausgeführt 
hat,  und  dass  es,  der  Schwere  folgend,  nach  und  nach  in  die  gewohnte  Schwingungsebene  zurückgekehrt 
ist,  oder  dass  sich  auch  der  Zustand  der  Feder,  vielleicht  auch  der  des  Rostes,  vorübergehend  geändert  hat 

Es  empfiehlt  sich  deshalb  bei  der  Aufstellung  einer  guten  Uhr  von  vornherein  selbst  unvorher- 
gesehenen Störungen  Rechnung  zu  tragen  und  die  Aufstellung  an  einem  isolirten  Pfeiler  vorzunehmen, 
der  keinem  anderen  Zwecke  dienen  darf. 

Nach  der  Erkenntnis  dieser  Erscheinungen  schloss  ich  von  der  weiteren  Discussion  aus  die  Zeit- 
bestimmungen No.  I — 7  und  No.  62 — 87  imd  bestimmte  aus  den  übrigen  von  neuem  die  resp.  Coefücienten. 

Die  Normal-Gleichungen  waren  die  folgenden: 


+  1 9 1 .00  X 

+ 

196.207'  + 

376.8071' 

—      84.70// 

5.80V 

+  106.00z  —  + 

0.520 

+   196.20 

+ 

1510.26 

+ 

796.10 

+       18.48 

+ 

95.53 

+  555.95     - 

128.985 

+  376.80 

+ 

796.10 

+ 

1286.24 

—    13^.98 

+ 

40.22 

+  343.51      - 

27.935 

—     84.70 

+ 

18.48 

131.98 

+  4594.95 

+ 

750.62 

-  172.78     -^  + 

147.101 

—       5.80 

+ 

95-53 

+ 

40.22 

+    750.62 

+ 

181.40 

4-     4.69     -  + 

21.782 

+   106.00 

+ 

555.95 

+ 

343.51 

-    172.78 

+ 

4.69 

+  245.40    «= 

45.580 

II 


Hieraus  folgt  das  Wertsystem 

Uo  =  —  2»942  ±  o':oo5 
Die  Accelerations-Coefficienten   für  die  Einheit  von 
100  Tagen 

y  =  —  0*0837     ±  010015 
yi  —  +  o"ooi52  4:  ofoooi3 

Die  Compensations-Coefficienten   für  die  Einheit  i^C. 

ly  =  +  0"0222  it  0'0012 

171  =  -f  i>o88    ±  o'o58 

während  eine  Aenderung  von  i  Minute  im  halben  Schwing^ungsbogen  auf  den  Gang  einwirkt  um 

z  =•  +  o"i48  ±  o*oo8 
Der  wahrscheinliche  Fehler  eines  Ganges  seilt  sich  auf 

±  0*041. 

Die  aus  der  Substitution  dieser  Werte  übrig  bleibenden  Fehler,  welche  sich  unter  der  Rubrik  II 
auf  pag.  25  und  flF.  finden,  zeigen  im  Allgemeinen  einen  recht  befriedigenden  Verlauf,  vielleicht  mit  Aus- 
nahme des  Jahres  1882;  wenigstens  lässt  das  vorherrschend  positive  Zeichen  in  den  Sommermonaten  wie 
das  vorherrschend  negative  in  den  Wintermonaten  die  Vermutung  begründet  erscheinen,  dass  die  Con- 
stante  des  Ganges  im  Sommer  nicht  dieselbe  gewesen  ist  wie  im  Winter.  Jedoch  wird  diese  Vermutung 
in  den  übrigen  Jahren  weiter  nicht  bestätigt.  Der  Wert  No.  8  steht  auch  bei  dieser  Darstellung  ganz 
isolirt  da,  so  dciss  man  wol  berechtigt  ist  ihn  auszuschliessen^  Der  Hauptanteil  an  diesen  Fehlem  fällt 
natürlich  der  Temperatur- Differenz  (oben  —  unten)  zur  I^ast,  welche  bei  der  Kleinheit  der  Beträge  am 
wenigvSten  sicher  abzulesen  ist,  und  welche  gerade  den  grössten  Einfluss  auf  den  Gang  besitzt.  Im  Sommer 
beträgt  diese  Differenz  im  Maximum  +  0.^25,  giebt  einen  rechnungsmässigen  Einfluss  auf  den  täglichen 
Gang  von  +  0^27,  im  Winter  .  .  — 0.^15  .  .  giebt  —  o"i6 

Ueber  die  Sicherheit,  mit  der  diese  Grössen  zu  bestimmen  sind,  lässt  sich  wenig  Positives  cmfuhren. 
Die  Thermometer-Intervalle  sind,  wie  bereits  zu  Anfang  erwähnt,  ^5  Grade,  und  ist  es  leicht  begreiflich, 
dass  selbst  bei  grösster  Sorgfalt  die  kleine  Grrösse  von  wenigen  Hunderteln  des  Grrades  ohne  besondere 
Vorkehrungen  nicht  wird  zu  ermitteln  sein.  Dazu  tritt  noch  der  Umstand,  dass  selbst  kurze  Zeit  der 
Anwesenheit  des  Beobachters  genügt,  die  Thermometer- Angaben  zu  verändern.  Hat  also  der  Beobachter 
nicht  sofort  nach  dem  Betreten  des  Uhrraumes  die  Thermometer- Ablesungen  gemacht,  wie  dies  allerdings 
wol  die  Regel  gewesen   ist,  so  war  die  später  gefundene  Differenz  nicht  mehr  die  richtige;  solche  her- 
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Ausserdem  konnte  ich  mit  Sicherheit  constatiren,  dass  in  Folge  wechselnder  Beobachter  die  resp. 
Differenzen  mit  persönlichen  Fehlem  behaftet  sind. 

In  Anbetracht  dieser  Unsicherheiten  habe  ich  verschiedentlich  gesucht,  für  besagte  Grösse  eine 
angemessene  Interpolationsformel  zu  finden,  doch  ist  mir  das  nicht  insoweit  gelungen,  dass  es  sich  ver- 
lohnte, ausführliche  Mitteilungen  darüber  zu  machen.  Zwar  zeigte  eine  nach  dem  sinus  und  costnus  der 
Sonnenlänge  fortschreitende  Reihe  ziemlich  gute  Annäherungen  an  die  Beobachtungen,  doch  kann  eine 
derartige  Periode  nicht  die  Schwankungen  zum  Ausdruck  bringen,  welche  ein  Umschlag  in  die  Tempe- 
ratur bewirkt,  und  die  sich  zuweilen  auch  deutlich  in  der  Temperatur-Differenz  im  Pendelraum  markiren. 
Andererseits  kann  aber  auch  die  mittlere  Tagestemperatur  keine  genügende  Erklärung  geben,  weil  die 
Erwärmung  des  oberen  Teiles  des  Refractorpfeilers  nicht  unwesentlich  von  der  jeweiligen  Witterung 
abhängen  wird,  je  nachdem  nämlich  die  Kuppel  direct  von  der  Sonne  bestrahlt  ist  oder  durch  Wolken 
davor  geschützt  wird,  und  wie  weit  die  einzelnen  Effecte  sich  gegenseitig  compensiren,  lässt  sich  nicht 
einmal  annähernd  beurteilen. 

Durch  diese  Unsicherheiten  bewogen,  bin  ich  wieder  zu  den  directen  Ablesungen  zurückgekommen, 
nur  habe  ich  von  Mitte  1883  an,  wo  die  wöchentlichen  Ablesungen  beginnen,  die  Werte  durch  graphische 
Interpolation  mit  Hinzuziehung  der  mittleren  Tagestemperatur  von  unbegründeten  grösseren  Abweichungen 
zu  befi-eian  gesucht.  Vor  dieser  Zeit  standen  jedes  Mal  mehrere  Ablesungen  zu  Gebote,  und  konnte  ich 
durch  Mittelbilden  die  Genauigkeit  erhöhen.  Die  so  erhaltenen  Werte  finden  sich  in  der  definitiven 
Zusammenstellung  pag.  25  u.  ff.  unter  der  Rubrik  „mittlere  Temperatur-Differenz  oben  —  unten." 

Einen  ähnlichen  Wert  für  den  Einfluss  der  vertikalen  Temperatur-Schichtungen  findet  A.  Wagner*) 
durch  einen  ungefähren  Ueberschlag  bei  der  Pulkowa'er  Normaluhr.  Das  Pendel  dieser  KesseFschen  Uhr  ist 
ein  Quecksilberpendel,  und  wenn  der  Temperatur-Unterschied  zwischen  dem  Quecksilber  und  der  Stahl- 
stange sich  nur  um  Y^  ®  Reaumur  änderte,  so  würde  dadurch  eine  Aenderung  von  ofo6  im  täglichen 
Gange  erklärt  werden  können. 

In  unserem  Falle  ist  der  Betrag  noch  erheblicher  trotz  der  Rost-Compensation,  so  dass  ein 
Temperatur -Unterschied  von  nur  o.**i  C.  hier  schon  denselben  Einfluss  auf  den  täglichen  Gang  zeigt  als 
eine  Barometer -Bewegung  von  7  —  8"",  wenn  man  den  Barometer-Einfluss  gleich  o"i49  bei  einer  Be- 
wegung von  10  °*™  ansetzt. 

Angesichts  dieser  starken  Abhängigkeit  des  Uhrganges  von  den  Temperaturschichtungen  längs 
des  Pendels  schien  es  geboten,  diesen  Einfluss  wenn  nicht  zu  beseitigen  so  doch  zu  mindern.  Ihn  rechr 
nerisch  jedes  Mal  zu  ermitteln  und  dann  zu  eliminiren  konnte  bei  der  Unsicherheit  der  Bestimmung  nicht 
zum  gewünschten  Ziele  führen,  und  ist  es  deshalb  vorzuziehen,  ihn  mechanisch  zu  beseitigen. 

Doch  will  ich  hier  gleich  vorausschicken,  dass  bei  Pendel  D  derartige  Experimente  teils  w^egen 
der  lokalen  Verhältnisse,  teils  wegen  der  langen  Zeitdauer,  die  erforderlich  ist,  um  bei  der  langsamen 
Temperatur -Aenderung  irgend  welche  Wirkungen  zu  constatiren,  nicht  über  die  ersten  Versuche  hinaus- 
gekommen sind. 

Da  es  vor  Allem  darauf  ankommt,  die  Wärmeausstrahlung  des  Pfeilers  auf  die  Uhr  zu  verringern, 
so  wurde  z.  B.  am  25.  October  1886  zwischen  der  Uhr  und  dem  Pfeiler  eine  starke,  fi-eihängende  Papp- 
tafel angebracht  —  der  Pfeiler  ist  ausserdem  in  der  Breite  der  Uhr  auch  noch  mit  Pappe  bekleidet  — ; 
doch  hat  diese  Tafel  keinen  nachweisbaren  Einfluss  auf  die  Temperatur  -  Differenz  oben  tninus  unten 
gehabt.  Am  3.  April  1887  wurde  daher  diese  Papptafel  beseitigt  und  durch  eine  andere  Einrichtung 
ersetzt  und  zwar  in  der  Weise,  dass  über  den  Glascylinder,  welche  die  Uhr  von  der  äusseren  Luft 
abschliest,  ein  weiterer  Cylinder  von  dünnem  Kupferblech  geschoben  wurde,  ohne  dass  beide  Cylinder 
sich  irgendwo  berühren.  Ausserdem  ist  auch  zwischen  dem  Kupfercylinder  und  der  Pfeilerwand  ein 
Luftraum  geblieben.  Um  die  betreffenden  Ablesungen  in  dem  eigentlichen  Pendelraum  vornehmen  zu 
können,  sind  in  der  vorderen  Seite  des  Kupfercylinders  mehrere  kleine  Oeffhungen  eingeschnitten.  Die 
Angaben  des  oberen  und  unteren  Thermometers  sind  freilich  nach  dieser  Zeit  nicht  viel  verschieden  von 
einander   ausgefallen,  doch  braucht  dies  nicht  allein  der  Wirkung  der  Metallschicht  zu  Gute  gehalten 


*)  Bullet,  de  l'Ac.  de  St.  Paersb.     Tome  III  1864. 
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zu  werden,  da  auch  in  den  anderen  Jahren  die  P'rühlings-  und  Herbstmonate  diese  Erscheinung  zeigen. 
Erst  die  Sommermonate,  in  denen  die  Differenz  der  Angaben  das  Maximum  erreicht,  können  ein  sicheres 
Urteil  abgeben. 

Die  Frage  nach  einer  geeigneten  Schutzvorrichtung  gegen  strahlende  Wärme  ist  neuerdings  auf 
dem  astrophysikalischen  Observatorium  .zu  Potsdam  auf  Anregung  des  Herrn  Professor  H.  C.  Vogel 
einer  eingehenden  Untersuchung  unterzogen  worden.  Die  Ergebnisse  derselben  (cf.  Zeitschrift  für  Instru- 
mentenkunde August  1887)  sprechen  in  hohem  Grade  zu  Gunsten  der  blanken  Metalle;  übertroffen  werden 
diese  in  ihrer  Wirkimg  nur  durch  geeignete  Combinationen  von  Leitern  mit  Nichtleitern ,  während  die 
schlechten  Wärmeleiter  selbst  bei  grösserer  Dicke  nur  unvollkommenen  Schutz  gegen  die  Strahlung 
gewähren. 

Die  äussersten  Werte,  welche  während  der  Beobachtungsreihe  für  den  ganzen  Schwingungsbogen 
abgelesen  worden  sind,  betragen  i49'.o  und  15 6! 2.  Da  sich  nun  für  eine  Variation  von  i  Minute  im 
ganzen  Schwingungsbogen  der  tägliche  Gang  eines  freischwingenden  Secundenpendels  bei  einem  Schwin- 
gungsbogen von  2^30'  um  ofo34  ändert,   so  liefert  der  aus  II  sich  ergebende  Wert  für  dieses  Uhrpendel 

-rr^  ofo74>  wenn  A  =  2a  ist,  gerade  den  doppelten  Betrag.     Gleichwol  wird  bei  der  grossen  Constanz 

des  Schwingungsbogens  der  resultirende  Einfluss  auf  die  Gangänderung  wenigstens  für  Perioden  von 
einigen  Monaten  kaum  zu  berücksichtigen  sein. 

Zur  Ermittelung  des  Ganges  der  Uhr  während  der  von  der  Discussion  ausgeschlossenen  Zeiten 
substituirte  ich  das  Wertsystem  II  in  die  zu  diesen  Zeitbestimmungen  gehörigen  Gleichungen  und  bildete 
die  Abweichungen  gegen  die  Beobachtungen.  Diese  Werte  finden  sich  unter  der  Bezeichnung  III  auf 
pag.  25  und  ff.  Die  Abweichungen  liegen  zu  Anfang  der  Periode  alle  nach  derselben  Seite  hin  imd  zeigen  alle 
fast  den  gleichen  Betrag,  —  0*50 ;  die  Darstellung  würde  demnach  eine  tadellose  werden,  wollte  man  der 
Correction  des  mittleren  Ganges,  x,  die  sich  zu  +ofo6  ergeben  hatte,  den  Wert  x  =  —  0^44  geben. 

Aehnlich  vorhält  es  sich  mit  den  Gängen  nach  der  Störung.  Lässt  man  die  Werte  No.  62 
bis  65  fort,  welche  die  Zeit  umfassen,  wo  die  Steinmetzarbeiten  fortwährende  Erschütterungen  verursacht 
haben,  und  bildet  die  monatlichen  Abweichungen,  so  erhält  man 

für  Januar +  o"48 

„     Februar +  0.43 

„     März  +  0.45 

,.    Aprir  +  0.37 

„    erste  Halfle  Mai +0.37 

„     zweite  Hälfte  Mai +  0.24 

„    Juni +  0.15 

„Juli +  0.15 

oder  genähert  im  Mittel 

für  Januar  Februar  März +  o"45 

„    April  und  erste  Hälfte  Mai  .    .    .     .  +  0.35 

„    zweite  Hälfte  Mai ,  +  0.25 

„    Juni  und  Juli +  o-i5 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Correction  werden  auch  die  Gänge  nach  der  Störung,  wo  keine  äusseren 
Einflüsse  mehr  auf  das  Pendel  gewirkt  haben,  durch  obiges  Wertsystem  genügend  wiedergeben.  Eine 
übersichtliche  Zusammenstellung  der  beteffenden  Daten  für  Pendel  D  in  den  letzten  fünf  Jahren  geben 
folgende  Seiten: 
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Beobachtete  und  reducirte  Gänge  von  Pendel  D  nebst  den  zugehörigen 
Ablesungen  für  die  Zeit  von  1881  Aug.  26.  bis  1886  Aug.  26. 


No. 

Datum  der  Zeit- 
bestimmungen. 

Beobach- 
teter tagt. 
Gang. 

mittl 
V,arcus 

mittl.  coi 

Tempe- 
ratur nach 
Celsius. 

•rigirte*) 

Tempera- 
tur-Difle- 

ren2 
oben-unten 

reducirter 

täglicher 

Gang 

Abweichun- 
gen gegen 
den  Mittel- 
wert 

**)  Beobachtung  —  Rechnung 

I              n             ra 

I 

1 881  Aug.  26 — Sept.  I. 

—  2?67 

75^0 

+    i 

'7!99 

+      0:08 

~  2?95 

—  o!oi7 

—  o!3i 

—  of5i 

2 

Sept.   1 — 19 

—  2.67 

74.7 

+    1 

■7-5I 

+      0.10 

—  2.89 

+   0.043 

—  0.32 

0.49 

3 

19     24 

2.71 

75-0 

+    1 

16.68 

+      0.05 

—  2.91 

+    0.023 

—  0.32 

0.49 

4 

24 — Oct.  I 

2.72 

75-3 

+    1 

'5-57 

+       0.03 

—  2.91 

+   0.023 

—  0.26 

0.47 

5 

Oct.    1—6 

—  2.82 

75-2 

+    1 

14.56 

+      0.03 

2.97 

0.037 

0.34 

—  0.51 

6 

6-15 

—  2.84 

75-4 

+    1 

13-50 

0.00 

2.95 

—  0.017 

—  0.29 

0.49 

7 

15     29 

—  2.80 

75-6 

+    1 

11.96 

0.02 

—  2.87 

+    0.063 

—  0.30 

0.43 

8 

29 — Nov.  8 

2.71 

75-6 

+ 

9.80 

0.06 

—  0.12 

o!25 

9 

Nov.  8 — 19 

2.55 

75-7 

+ 

9.14 

—      0.05 

—  3.02 

—   0.087 

+  0.05 

0.07 

lO 

19     24 

2.54 

75.8 

+ 

9.38 

—      0.03 

3-04 

—  0.107 

+  0.03 

0.09 

1 1 

24 — Dec.  10 

—  2.50 

75-7 

+ 

9-36 

0.04 

—  2.96 

—  0.027 

-f-   O.IO 

0.02 

12 

Dec.   10 — 17 

—  2.53 

75-8 

+ 

8.38 

0.09 

—  2.92 

+    0.013 

+  0.13 

+ 

0.02 

13 

17 — 22 

—  2.58 

75-8 

+ 

7-85 

0.07 

2.97 

0.037 

+  0.06 

0.02 

M 

22—30 

2.59 

75-9 

+ 

7-39 

0.08 

2.97 

0.037 

-f-    O.IO 

0.00 

15 

30    Jan.  7 

—  2.61 

75-7 

+ 

7.04 

0.07 

—  2.96 

—  0.027 

+  0.05 

0.02 

i6 

1882   Jan.  7 — 14 

-  2.58 

75.8 

+ 

7.18 

0.08 

—  2.92 

+   0.013 

+  0.05 

O.Ol 

'7 

14     30 

—    2.64 

75-6 

+ 

6-73 

0.08 

--  2.93 

+    0.003 

+  0.03 

0.02 

i8 

30 — Febr.  10 

2.73 

75-7 

+ 

6.10 

O.IO 

—  2.99 

0.057 

+    O.Ol 

0.05 

^9 

Febr.  lo — 21 

—  2.70 

75-7 

+ 

6.15 

—  0.07 

—  2.98 

—  0.047 

+  0.03 

0.01 

20 

21 — März  I 

—  2.62 

75-6 

+ 

6.72 

O.Ol 

—  2.96 

—  0.027 

—    O.Ol 

0.03 

21 

März  I — 9 

—  2.58 

75-6 

+ 

745 

—    O.Ol 

—  2.92 

'+•0.013 

• 

+    O.Ol 

O.X) 

22 

9 — 16 

—  2.58 

754 

+ 

8.21 

0.00 

—  '-  .•' 

+   0.023 

+  0.03 

+ 

0.04 

23 

16— 23.-'^ 

—  2.61 

754 

+ 

9.22 

+  0.03 

2.9-8 

—  0.047 

—  0.04 



0.04 

24 

23^31 

—  2.62 

754 

+ 

9.71 

+  0.02 

—  2.99 

0.057 

—  0.04 

0.06 

25 

31 — April  6 

—  2.60 

754 

+ 

9.90 

-f  0.02 

2.97 

—  0.037 

—  0.03 



0.04 

26 

April  6 — 12 

—  2.58 

754 

+    1 

0.00 

+  0.02 

—  2.96 

—  0.027 

0.00 

0.02 

27 

12 — 21 

—  2.58 

75-5 

+    1 

10.15 

+  0.02 

—  2.96 

—  0.027 

+  0.03 

0.00 

28 

21 — 26 

2.51 

75-5 

+    1 

[0.78 

+  0.05 

2.93 

+    0.003 

+  0.05 

+ 

0.05 

29 

26 — Mai  2 

2.49 

754 

+    1 

11-33 

+  0.06 

—  2.91 

+    0.023 

+  0.04 

+ 

0.03 

30 

Mai  2 — II 

2.47 

75-3 

+    1 

12.09 

+  0.07 

—  2.90 

+    0.033 

+  0.04 

+ 

0.04 

31 

11  — 16 

—  2.48 

75-2 

+    > 

12-35 

+  0.06 

—  2.89 

+    0.043 

+    O.IO 

+ 

0.09 

32 

16 — 20 

—  2.51 

75-1 

+    > 

12.19 

+  0.04 

2.86 

+   0.073 

+  0.08 

+ 

0.08 

33 

20 — 26 

—  2.48 

75-J 

+    1 

12.25 

+  0.07 

-.  2.86 

+    0.073 

+  0.10 

+ 

0.09 

34 

26 — Juni  I 

2.44 

75» 

+    > 

13-39 

+  0.15 

2.93 

+   0.003 

+  0.03 

+ 

0.05 

35 

Juni  I — 6 

2.39 

75-2 

+    > 

14-56 

+  0.17 

2.94 

—  0.007 

0.00 

+ 

0.02 

36 

6 — 22 

2.39 

75.0 

+    1 

15-43 

+  0.18 

—  2.93 

+   0.003 

+   O.Ol 

+ 

0.03 

37 

22 — 29 

2.32 

75-0 

+    1 

15.81 

+  0.19 

—   2.87 

+   0.063 

+    O.IO 

+ 

O.II 

3B 

29 — Juli  10 

—  2.24 

75-1 

+    i 

16.83 

+  0.20 

—  2.82 

+   O.II3 

+  0.15 

+ 

0.14 

39 

Juli  10 — 14 

—  2.25 

75-1 

+    1 

'7-50 

+  0.20 

—  2.84 

+   0.093 

+  0.12 

+ 

O.II 

*]  cf.  pag.  23. 

**1  Zu   I  cf.  pac.  21 

26 


1 

( 


No. 

Datum  der  Zeit- 
bestimmungen. 

Beobach- 
teter tägl. 
Grang. 

mittl. 
^/,arcus 

mittl.  corrigirte 

/-•  1  .               renz 

reducirter 

täglicher 

Gang 

Abweichun- 
gen gegen 
den  Mittel- 
wert 

Beobachtung  —  Rechnung 

in            in 

^x 

oben-unten 

40 

1882  Juli  14 — 21 

—   2?23 

75'.i 

+ 

i8?i7 

+  o!2i 

-   2-84 

+    0!093 

+  o?io 

+ 

o?io 

41 

21—28 

—    2.20 

75-1 

+ 

19.29 

+  0.21 

—   2.83 

+   0.103 

4-  O.ll 

+ 

0.09 

42 

28 — Aug.  10 

—  2.29 

75-1 

+ 

18.95 

+  0.18 

—    2.87 

+   0.063 

+   0.15 

+ 

0.10 

43 

Aug.  10 — 19 

2.35 

75-1 

+ 

18.64 

4-  0.16 

—   2.89 

+   0.043 

+   0.07 

+ 

0.04 

44 

19     24 

—    2.35 

75-0 

+ 

18.58 

+  0.16 

—    2.87 

-j-  0.063 

+  0.07 

+ 

0.06 

45 

24     31 

—   2.39 

75-1 

+ 

17.97 

+  0.14 

—  2.88 

+   0.053 

4"  0.12 

+ 

O.IO 

46 

31— Sept.  7 

2.44 

75-2 

+ 

17-54 

+  0.09 

2.88 

+   0.053 

+  0.09 

+ 

0.04 

47 

Sept.  7—15 

2.45 

75-1 

+ 

17-37 

+  0.07 

—  2.84 

+   0.093 

+  0.16 

+ 

O.II 

48 

15     25 

2.50 

74-9 

+ 

1750 

+  0.07 

—  2.85 

+   0.083 

+  0.14 

+ 

O.IO 

49 

25— Oct  4 

2.54 

74-9 

+ 

17.00 

+  0-05 

—  2.85 

+  0.083 

+    O.II 

+ 

0.09 

50 

Oct.4  —2 1 

2.68 

74.9 

+ 

«5-27 

+   O.Ol 

—  2.90 

+   0.033 

+    O.Ol 

+ 

O.Ol 

51 

21 — 26 

2.88 

74.9 

+ 

13.22 

O.Ol 

—  3.02 

—  0.087 

—  0.12 

0.09 

52 

26 — 29 

—  2.90 

74.8 

+ 

12.68 

—  0.02 

2.99 

0.057 

—  0.12 

0.07 

53 

29 — Nov.  2 

—  2.95 

74.8 

+ 

12.41 

—  0.03 

—  302 

—  0.087 

—  0.14 

0.09 

54 

Nov.  2—8 

—  2.98 

747 

+ 

12.06 

—  0.04 

—  3.02 

—   0087 

—  0.19 

— 

O.II 

55 

8-13 

3-03 

74-7 

+ 

11.62 

—  0.04 

—  3-05 

—   0. 1 1 7 

—  0.18 

O.II 

56 

13     24 

—  3-IO 

74-5 

+ 

10.02 

—  0.06 

303 

—  0.097 

—  0.23 

O.II 

57 

24 — Dec.  3 

—  3-14 

74.8 

+ 

8.73 

—  0.07 

—  306 

—  0.127 

0.00 

0.17 

58 

Dec.  3—8 

—  3-1 1 

750 

+ 

7.80 

—  0.08 

303 

—   0.097 

—  0.16 

0.04 

59 

8     21 

—    3-20 

74-5 

+ 

7.01 

—  0.08 

—  302 

—  0.087 

—  0.21 

0.05 

60 

21—30 

3-19 

74.2 

+ 

6.61 

—  0.05 

2.97 

0.037 

—  0.28 

0.06 

61 

30— Jan.  6 

3-22 

74-5 

+ 

6.66 

—  0.04 

3.05 

—  0.II7 

0.28 

— 

0.09 

62 

1883   Jan.   6     13 

~  3.17 

74-5 

+ 

6.46 

—  0.08 

0.18 

—  o!oi 

63 

13     15 

3.17 

75-8 

+ 

590 

—  0.09 

ft 

—  0.25 

—  0.18 

64 

15     21 

2.74 

74.1 

+ 

5.62 

—  0.09 

+  0.33 

+  0.57 

65 

21     25 

2.71 

75-4 

+ 

552 

—  0.09 

— 

+  0.27 

+  0.3B 

66 

25 — Feb.  2 

2.59 

75-5 

+ 

5-30 

—  0.07 

2.93 

+  0.003 

+  0-36 

+  0.48 

67 

Feb.  2 — 11 

2.56 

75-7 

+ 

5-55 

0.05 

2.95 

—   0.017 

+  0.32 

+  0.43 

68 

II — 16 

—  2.60 

75-7 

+ 

5-79 

—  0.07 

2.97 

0.037 

+  0.34 

+  0.44 

69 

16 — 26 

—  2.62 

75-9 

+ 

570 

—  0.07 

—  30^ 

0.077 

+  0.29 

+  0.38 

70 

26— März  I 

—  2.52 

75.8 

+ 

5-95 

—  0.05 

2.93 

+   0.003 

+  0.36 

+  0.47 

71 

März  1—8 

2.53 

75-7 

+ 

6.17 

—  0.06 

—  2.90 

+  0.033 

+  0.37 

+  0.48 

72 

8-15 

2.57 

75-9 

+ 

5-79 

—  0.07 

2.95 

—   0.017 

+  0.37 

+  0.46 

73 

15—21 

—  2.58 

75-9 

+ 

5-35 

—  0.09 

—  2.92 

+   0.013 

+  0.38 

+  0.47 

74 

21 — 29 

—  2.60 

76.3 

+ 

5-78 

—   O.IO 

2.99 

0.057 

+  0.35 

+  0.41 

75 

29— April  5 

—  2.62 

76.2 

+ 

5-27 

—  0.04 

2.94 

—  0.007 

+  0.24 

+  0.35 

76 

April  5 — 12 

—  2.56 

76.2 

+ 

6.01 

—  0.02 

—  2.92 

+   0.013 

-l-  0.26 

+  0.36 

77 

12 — 19 

2.54 

76.1 

+ 

6.69 

0.00 

—  2.91 

+   0.023 

+  0.27 

+  0.38 

78 

19     27 

2.49 

75-9 

+ 

7-65 

-l-  0.02 

—  2.87 

+  0.063 

+  0.27 

+  0.40 

79 

27 — Mai  5 

—  2.49 

75.8 

+ 

8.60 

+  0.04 

—  2.89 

+    0.043 

+  0.27 

+  0.40 

80 

Mai  5 — 12 

2.47 

75-9 

+ 

9-55 

+  0.07 

2.93 

+   0.003 

+  0.24 

+  0.35 

81 

12 — 17 

2.52 

76.0 

+ 

10.53 

+  0.09 

—  2.93 

+   0.003 

+  0.18 

+  0.26 

82 

17     29 

2.47 

76.0 

+ 

12.41 

+  0.16 

2.99 

0.057 

+  0.09 

+  0.22 

83 

29 — Juni  6 

—  2.48 

75.8 

+ 

14.81 

+  0.22 

—  2.98 

0.047 

-f-   O.Ol 

+    O.II 

V 

Juni  6 — 21 

^^                 2i~2n 

—  2.41 

75-7 

+ 

16.63 

-f-  0.26 

2.97 

—  0.037 

+  0.02 

+  0.12 

»- 

—  2.35 

75-6 

+ 

17.40 

+  0.20 

—  2.84 

4-   O.OQ.^ 

-1-  0.20 

+  0.21 
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No. 

Datum  der  Zeit- 
bestimmungen. 

Beobach- 
teter tägl. 
Grang. 

mittl. 
*/,arcus 

mittL  c< 

Tempera- 
tur nach 
Celsius. 

^rrigirte 

Tempera- 
tur-Diffe- 
renz 
oben-unten 

reducirter 

täglicher 

Gang. 

Abweichun- 
gen gegen 
den  Mittel- 
wert. 

Beobachtung  —  Re< 
I                   II 

:hnung. 
III 

86 

1883 Juni 

29— Juli  13 

—   2?30 

757 

+  I 

8?96 

+  o!>24 

—   2-87 

+  o?o63 

+ 

Ofll 

+  0M9 

«7 

JuU 

13—20 

—   2.33 

75-6 

+  20.40 

-f-  0.26 

2.93 

+  0.003 

+ 

0.04 

+    O.II 

88 

Nov. 

5     II 

—   2.99 

76.2 

+  > 

12.2 

+  0.03 

—  3-00 

—  0.067 

0.13 

—  0.07 

89 

II  — 17 

3-04 

76.2 

+  > 

[I.7 

-l-  0.02 

—  3.02 

—  0.087 

0.18 

—  0.12 

90 

17     24 

—   3.08 

76.1 

+  > 

[0.6 

+   O.Ol 

—  3.01 

—  0077 

— 

0.18 

—  0.09 

91 

24     29 

3-1 1 

76.1 

+ 

9.9 

—  0.02 

2.99 

0.057 

0.16 

—  0.07 

92 

29 — Dec.  5 

3.04 

76.1 

+ 

9-5 

—  0.02 

—  2.90 

+  0.033 

O.Ol 

+  0.07 

93 

Dec. 

5-16 

—  3-i6 

76.2 

+ 

8.1 

—  0.04 

—  2.98 

—  0.047 

— 

0.15 

—  0.04 

94 

16—23 

— •  3-IO 

76.2 

+ 

74 

—  0.02 

—  2.92 

+  0.013 

O.IO 

+  0.02 

95 

23     29 

—  3.14 

76.0 

+ 

7-2 

0.00 

2.94 

—  0.007 

0.16 

0.00 

96 

29 — ^Jan.  2 

3-19 

76.0 

+ 

7.0 

0.00 

—  2.98 

0.047 

0.18 

—  0.02 

97 

1884 Jan. 

2 — 12 

3.12 

76.1 

+ 

6.5 

—    O.Ol 

—  2.90 

+  0033 

0.05 

+  0.09 

98 

12     15 

—  3.23 

76.0 

+ 

6.5 

—  0.03 

—  2.96 

—  0.027 

— 

0.19 

—  0.03 

99 

15     21 

—  3-1 1 

76.2 

+ 

6.7 

—  0.02 

—  2.89 

+  0.043 

— 

O.IO 

+  0.06 

100 

21 — 27 

3-13 

76.2 

+ 

6.9 

—    O.Ol 

—  2.92 

+  0.013 

0.14 

+  0.03 

lOI 

27— Feb..  3 

—  3-IO 

76.2 

+ 

7-1 

0.00 

—  2.90 

+  0.033 

— 

O.II 

+  0.05 

102 

Feb. 

3     10 

3-14 

76.2 

+ 

7.2 

0.00 

2.93 

+  0.003 

0.12 

+  0.03 

103 

10 — 16 

—  3.08 

76.2 

+ 

74 

—  0.02 

—  2.85 

+  0.083 

O.Ol 

+    O.II 

104 

16     25 

—    3-12 

76.3 

+ 

7-3 

—  0.07 

—  2.84 

+  0-093 

O.Ol 

-f-  0.09 

105 

25 — März  4 

3.15 

76.4 

4- 

7-2 

—  0.06 

—  2.89 

+  0.043 

— 

0.03 

+  0.07 

106 

März 

4-  8 

3.12 

76.5 

+ 

7.0 

—  0.03 

—  2.90 

+  0.033 

0.07 

+  0.04 

107 

8-15 

3.14 

76.5 

+ 

7.0 

0.00 

2-95 

—  0.017 

0.12 

0.00 

108 

15     21 

3.11 

76.4 

+ 

7.6 

+  0.03 

2.94 

—  0.007 

— 

0.12 

+  0.02 

109 

21 — 29 

3-04 

76.4 

+ 

8.5 

+  0.05 

—  2.91 

+  0.023 

0.04 

+  0.08 

110 

29 — April4 

3-04 

76.4 

+ 

8.7 

+  0.03 

—  2.89 

+  0.043 

— 

0.04 

+  0.07 

III 

April 

4 — 10 

—  3-02 

76.5 

+ 

9.0 

+  0.02 

—  2.87 

+  0063 

0.03 

+  0.08 

112 

10—18 

3.04 

76.8 

+ 

9-5 

+  001 

—  2.93 

+  0.003 

0.07 

0.00 

113 

18-25 

—  3.08 

76.5 

+ 

9.2 

0.00 

—  2.90 

+  0.033 

— 

0.09 

-f-    O.Ol 

114 

25 — Mai  4 

3-05 

76.7 

+ 

9.2 

—   O.Ol 

—  2.89 

+  0.043 

— 

0.03 

+  0.05 

115 

Mai 

4—  9 

—  3.00 

76.7 

+ 

9.6 

+  0.02 

—  2.87 

+  0.063 

0.03 

-f-  0.06 

116 

9—17 

2.99 

76.7 

+ 

[0.8 

+  0.07 

—  2.94 

—  0.007 

0.09 

0.00 

117 

17—24 

—  2.92 

76.6 

+  1 

[2.9 

+  0-15 

—  2.98 

—  0.047 

— 

0.13 

—  0.04 

118 

24     29 

—  2.90 

76.6 

+  > 

135 

+  0.17 

2.99 

—  0.057 

0.13 

—  0.04 

119 

29— Juni  5 

—  2.88 

76.6 

+  > 

[4.1 

+  0.17 

—  2.98 

—    0.047 

0.14 

—  0.06 

120 

Juni 

5     13 

—  2.89 

76.5 

+  > 

14.6 

+  0.13 

2.94 

—  0.007 

0.07 

0.00 

121 

13     19 

—  2.90 

76.5 

+  > 

[4.9 

-h  0.08 

—  2.89 

+  0.043 

0.04 

-f-   O.Ol 

122 

19 — 26 

—  2.89 

76.7 

+  ' 

15-0 

+  0.13 

—  2.96 

—  0.027 

0.13 

—  0.07 

123 

26— Juli  3 

—  2.84 

76.8 

+  1 

15.7 

+  0-15 

—  2.96 

—  0.027 

0.06 

—  0.03 

124 

Juli 

3     10 

—  2.74 

76.7 

+  ' 

17.1 

+  0-19 

—  2.92 

+  0.013 

— 

O.Ol 

+  0.02 

125 

10—17 

—  2.71 

76.7 

+  1 

[8.4 

-l-  0.22 

1 

2.94 

—  0.007 

0.03 

—   O.Ol 

126 

17     25 

—  2.71 

76.6 

+  1 

^9-3 

+  0.20 

—  2.92 

+  0.013 

0.00 

+    O.Ol 

127 

25— Aug.  I 

—  2.72 

76.6 

+  1 

[9.1 

+  0.20 

—  2.92 

+  0.013 

O.Ol 

+   O.Ol 

128 

Aug. 

I—  8 

2.74 

76.9 

+  ' 

[8.8 

+  0.17 

2.94 

—  0.007 

+ 

0.06 

+  0.03 

129 

8—16 

2.71 

76.9 

+  ' 

[9.2 

+  0.17 

—  2.91 

+  0.023 

+ 

0.07 

+  0.04 

130 

16—23 

—  2.72 

76.8 

+  > 

[9.6 

+  0.16 

—  2.90 

4-  0.033 

+ 

0.08 

+  0.05 

T  1  T 

22 — 28 

—  2.78 

76.8 

-1-  1 

[0.6 

-L  Ol  a 

—   2  n? 

4-  0.0 1 1 

-1- 

0  07 

4-  0.02 

28 


<o. 

Datum  der  Zeit- 
bestimmungen. 

Beobach- 
teter tägl. 
Gang. 

mittl. 
7,arcus 

mittl.  corrigirte 

Tempera-      Tempera- 
tur nach        t'"-»«f<=- 

reducirter 

täglicher 

Grang. 

Abweichun- 
gen gegen 
den  Mittel- 

Beoba 
I 

chtung  —  Rechnung. 

II               in 

Celsras. 

oben-unteo 

wert 

32 

1884 Aug.  28 — Sept.  6 

—    2^80 

76'7 

+    ' 

■9"3 

+  o«i5 

2^94 

—  0*007 

+ 

Of09 

+  of04 

33 

Sept     6 —  1 5 

—    2.85 

771 

+    I 

.8.8 

+  0.12 

—    3.00 

—  0.067 

— 

0.03 

—  0.09 

34 

15     24 

—    2.87 

77-2 

+    1 

8.6 

+  0.08 

—    2.98 

—  0.047 

+ 

0.05 

—  0.03 

^35 

24     30 

—  2.88 

76.9 

+    > 

[8.1 

+  0.08 

2.92 

+  0.013 

+ 

O.Ol 

—  0.02 

'36 

30 — Oct.  4 

2.94 

77.0 

+    ' 

17-7 

+  0.07 

—   2.98 

0.047 

0.00 

—  0.06 

137 

Oct      4 — 10 

—  2.96 

77-1 

+    > 

7-7 

4"  0.04 

—   2.98 

0.047 

+ 

0.03 

—  0.04 

i38 

10—18 

—  302 

77.0 

+    > 

15.6 

0.00 

—   2.92 

+  0.013 

+ 

0.02 

—  0.02 

^39 

18—27 

3.15 

77.0 

+    ' 

13-9 

0.00 

—   3.01 

0.077 

0.07 

0.09 

[40 

27 — Nov.  4 

—    3-20 

77.0 

+    > 

12.1 

—  0.02 

—   2.99 

0.057 

0.12 

—  0.09 

[41 

Nov.     4—13 

—  3.28 

76.9 

+    1 

[1.6 

—  0.04 

—  3.02 

—  0.087 

0.12 

—   O.II 

[42 

13—21 

3.31 

77.1 

+    > 

[0.2 

—  0.06 

—  3.02 

—  0.087 

0.07 

—  0.07 

^43 

21  — Dec.  I 

3-36 

77.2 

+ 

8.3 

—  0.07 

—   3.02 

—  0.087 

— 

0.16 

—  0.12 

[44 

Dec.      I — II 

3.37 

77-4 

+ 

6.5 

—   O.IO 

2.99 

0.057 

0.06 

—  0.03 

145 

11—18 

3-30 

77-3 

+ 

6.8 

—  0.04 

—   2.97 

0.037 

— 

O.II 

—  0.04 

146 

18—27 

3-31 

774 

+ 

6.9 

—  0.05 

—   2.98 

—  0.047 

— 

0.08 

—  0.03 

147 

27— Jan.   2 

3.31 

77-2 

■f 

6.3 

—  0.09 

—   2.91 

+  0023 

-f 

0.02 

+  0.07 

148 

1885  Jan.       2—9 

3-31 

77-4 

+ 

5.8 

—  0.05 

—   2.94 

—   0.007 

— 

0.07 

0.00 

149 

9     17 

3-31 

77-5 

+ 

5.4 

0.09 

—   2.90 

+    0.033 

0.00 

+  0-05 

150 

17     25 

-  3.38 

77-5 

+ 

4-7 

—    O.IO 

—  2.94 

—   0.007 

0.08 

—  0.02 

151 

25 — Feb.  2 

3.36 

77-5 

+ 

3-9 

—  0.04 

—    2.96 

—  0.027 

— 

0.14 

—  0.03 

152 

beb.     2 — 12 

3-33 

77.8 

+ 

4-3 

—  0.04 

—    2.97 

0.037 

0.12 

—  0.04 

153 

12 — 19 

—  3.29 

77-9 

+ 

4.7 

—  0.06 

—   2.93 

4-  0.003 

0.04 

4-    O.Ol 

154 

19     25 

3.27 

77-9 

+ 

50 

—  0.05 

2.93 

+  0.003 

0.02 

-(-  0.02 

155 

25     März  5 

3.29 

77-9 

+ 

5-4 

—  0.04 

—    2.96 

—  0.027 

O.IO 

—  005 

156 

März    5 — II 

3.25 

78.1 

+ 

5.6 

—  0.03 

—    2.96 

—  0.027 

— 

0.05 

—  0.02 

157 

11 — 19 

3.25 

77-9 

+ 

5.8 

—  0.03 

2.93 

+  0.003 

0.02 

+  0.02 

158 

19     29 

324 

77-7 

+ 

6.2 

—  0.02 

—    2.90 

+  0.033 

— 

0.05 

-|-    O.Ol 

159 

29 — April2 

3-22 

77.6 

+ 

Ö.5 

—    O.Ol 

2.88 

+  0.053 

+ 

O.Ol 

-j-  006 

160 

April    2 — 13 

—  320 

77-3 

+ 

7-2 

+    O.Ol 

—  2.88 

+  0.053 

0.03 

4-  0.06 

i6i 

13—21 

—  3-i8 

77-5 

+ 

8.0 

+  0.03 

—  2.91 

+  0.023 

0.00 

-j-  0.06 

162 

21—28 

3.12 

77.6 

+ 

9-5 

+    O.II 

—  2.96 

—  0.027 

— 

0.14 

—  0.06 

•63 

28 — Mai  7 

3-J3 

77-4 

+    ' 

[1.4 

+  0.17 

—  3.05 

—  0.117 

— 

0.23 

—  0.14 

164 

Mai       7 — 15 

3.14 

77-2 

+    ' 

[1.9 

+  0.14 

—  300 

—  0.067 

— 

0.13 

—  0.06 

165 

15—22 

—  3-i6 

77.1 

+    ' 

[1.7 

+  0-07 

—  2.92 

+  0.013 

0.02 

+  0.02 

166 

22—28 

3.13 

77-2 

+    > 

[2.0 

+  0.09 

2.93 

+  0.003 

0.09 

—  0.03 

167 

28 — Juni  2 

—  310 

77.1 

+    1 

[2.8 

+    O.II 

—  2.92 

+  0.013 

0.00 

+  0.04 

168 

Juni      2 — 10 

—  3-o6 

77.0 

+    1 

[4.1 

-(-  0.18 

—  2.96 

—  0.027 

O.II 

—  0.04 

169 

10 — 19 

3-04 

77.0 

+    ' 

[6.0 

+  0-17 

2.97 

—  0.037 

0.07 

—  0.04 

170 

19 — 26 

2.95 

77.1 

+    ' 

[6.9 

+  017 

—  2.91 

+  0.023 

+ 

0.02 

+  0.02 

171 

26— Juli  I 

—  2.90 

77-2 

+    > 

17.6 

+  0.18 

—  2.90 

+  0.033 

+ 

0.04 

+  0.02 

172 

Juli        1       8 

—  2.91 

77.1 

+    ' 

18.5 

+  0.18 

—  2.91 

+  0.023 

+ 

0.06 

+  0.03 

173 

8-17 

2.93 

76.8 

+    1 

19-3 

+  0.24 

—  2.96 

—  0.027 

O.II 

—  0.07 

174 

17     25 

2.95 

76.8 

+    ' 

[9.8 

+  0.23 

—  2.97 

0.037 

— 

0.06 

—  0.06 

175 

25     Aug.  3 

2.97 

76.9 

+    1 

^9-3 

+  014 

—  2.90 

+  0.033 

+ 

0.05 

-(-  0.02 

176 

1         Aug.     3—10 

2.94 

77.2 

+ 

19.1 

4-  013 

—  2.89 

+  0.043 

+ 

O.II 

+  0.04 

177 

1                                lO IQ 

—  .^.00 

77.2 

+ 

[Q.I 

4-  0.14 

—  2.q6 

—  0.027 

4- 

0.02 

—  0.04 
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No. 

Datum  der  Zeit- 
bestimmungen. 

Beobach- 
teter tägl. 
Gang. 

mittl. 
Yjarcus 

mittl.  corrigirte 

Tempera-      Tempera- 
tur nach       ^"^-^iff^- 
renz 

Celsms.      oben-unten 

reducirter 

täglicher 

Gang 

Abweichun- 
gen gegen 
den  Mittel- 
wert. 

Beobachtung  —  Rechnung. 
I.                II                 in 

178 

1885  Aug.  19—26 

—  3!o4 

n'.2 

+  ' 

8:2 

+    0.09 

—   2^92 

+  o!oi3 

+ 

o"o6 

■ O^OI 

179 

26 —  Sept.  I 

—  3.07 

77-3 

+  ' 

7-3 

+    0.06 

—   2.90 

+    0.033 

+ 

0.13 

+  0.03 

180 

Sept.  1—5 

311 

77-2 

-f  1 

[6.9 

+    0.05 

—   2.91 

+   0.023 

+ 

0.08 

+   O.Ol 

« 

181 

5-16 

3" 

77-J 

+  1 

16.7 

+  o.io 

2.94 

—   0.007 

+ 

0.03 

0.00 

182 

16—26 

3.1 1 

77.2 

+  ' 

[6.9 

+    0.12 

2.97 

0.037 

0.03 

—  0.07 

183 

26— Oct.  2 

—  3-1 1 

77-2 

+  1 

[6.2 

+    0.09 

—    2.92 

+   0.013 

+ 

0.09 

+  0.04 

184 

Oct.  2 — 10 

—  3.20 

774 

+  1 

^5.3 

0.00 

—    2.92 

+   0.013 

+ 

0.10 

+    O.Ol 

185 

10 — 14 

—  328 

77-4 

+  > 

[4.6 

—    O.Ol 

—   2.96 

—  0.027 

+ 

0.03 

—  0.05 

186 

14 — 20 

—  3.28 

77-3 

+  1 

[4.1 

—  0.02 

—   2.92 

+   0.013 

+ 

0.08 

+   O.Ol 

187 

20 — 28 

3.32 

774 

+  1 

^34 

—  0.02 

—   2.96 

—   0.027 

+ 

0.04 

—  0.03 

188 

28 — Nov.  4 

3-36 

774 

+  > 

[2.4 

—  0.05 

2.94 

—  0.007 

+ 

0.05 

—    O.Ol 

189 

Nov.  4—10 

3-35 

774 

+  1 

11.4 

—  0.06 

2.89 

+   0.043 

+ 

0.08 

+  0.03 

190 

10 — 16 

3.36 

77.6 

+  ' 

[0.7 

—  0.07 

—   2.90 

+  0.033 

+ 

0.09 

+  0.03 

191 

16 — 29 

—  3-39 

77-5 

+ 

9.1 

—  0.07 

2.88 

+    0.053 

+ 

0.03 

+  0.02 

192 

29 — Dec.  7 

346 

77-5 

+ 

8.2 

—  0.04 

2.95 

—   0.017 

O.Ol 

O.Ol 

193 

Dec   7—18 

—  348 

77-5 

+ 

7-2 

—  0.03 

—  2.96 

—  0.027 

0.03 

—   O.Ol 

194 

18—31 

—  349 

77-7 

+ 

6.4 

—  0.03 

2.97 

0.037 

0.05 

—  0.03 

195 

31— Jan.  7 

346 

77-7 

+ 

6.3 

—  0.03 

2.93 

+    0.003 

0.03 

—   O.Ol 

196 

1886  Jan.  7—18 

3.51 

77.6 

+ 

5.8 

—  0.06 

—  2.92 

+   0.013 

0.03 

0.00 

>97 

18—24 

3-50 

77.6 

+ 

5.2 

—  0.09 

2.86 

+   0.073 

+ 

O.ll 

4-    O.I  I 

198 

24—30 

—  3-50 

77-7 

+ 

50 

—    O.IO 

—    2.HS 

+  0.083 

+ 

O.II 

+   O.IO 

199 

30— Febr.  8 

347 

77.8 

+ 

5-0 

—  0.09 

—    2.84 

+   0.093 

+ 

O.IO 

+   O.IO 

200 

Febr.  8 — 13 

—  3.50 

77-7 

+ 

4.8 

—  0.09 

—    2.85 

+    0.083 

+ 

O.Ol 

+  0.04 

201 

13     25 

3-51 

77.8 

+ 

44 

—  0.08 

—    2.87 

+   0.063 

+ 

0.06 

+  0.07 

202 

25 — März  I 

3.51 

77.8 

+ 

4.1 

—  0.04 

—    2.90 

+    0.033 

0.02 

-l-  0.02 

203 

März  1—8 

3.52 

77.8 

+ 

3-7 

—  0.02 

—    2.92 

+    0.013 

0.04 

4-    O.Ol 

204 

8-13 

3-5 1 

77.8 

+ 

3.5 

0.04 

—    2.89 

+    0.043 

+ 

O.Ol 

+  006 

205 

13     23 

349 

77-7 

4- 

3.5 

—  0.04 

—    2.85 

+   0083 

+ 

O.Ol 

+  0.07 

206 

23     29 

—  348 

77.8 

+ 

4.5 

0.00 

—    2.91 

+   0.023 

O.Ol 

+  0.03 

207 

29— April  2 

344 

78.1 

+ 

5-1 

+  0.03 

—    2.96 

—  0.027 

0.05 

—  0.03 

208 

April  2 — II 

3-36 

78.0 

+ 

6.8 

+  0.04 

—    2.91 

+    0.023 

+ 

O.Ol 

+  0.02 

209 

1 1 — 21 

3-34 

77-9 

+ 

8.0 

+  0.06 

—    2.92 

+    0.013 

+ 

0.02 

+  0.02. 

210 

21—30 

—  3-31 

77-7 

+ 

9.2 

+  0.06 

—  2.88 

+    0.053 

+ 

0.05 

+  0.05 

211 

30 — Mai  6 

3.34 

77-7 

+ 

9.9 

+  0.06 

—   2.92 

+  0.013 

+ 

O.Ol 

—   O.Ol 

212 

Mai  6—18 

3.31 

77-7 

+  1 

[0.4 

+  0.05 

—  2.89 

+   0.043 

+ 

0.03 

+    O.Ol 

^13 

18     26 

324 

774 

+  1 

[2.3 

+  0.16 

2.93 

+   0.003 

O.Ol 

0.00 

214 

26— Juni  5 

3.19 

77-5 

+  1 

[5.0 

+  0.20 

2.99 

0.057 

0.07 

—  0.09 

215 

Juni  5—10 

-  318 

77-3 

+  > 

[6.4 

+  0.20 

—   2.98 

—  0.047 

O.Ol 

—  0.05 

216 

10 — 19 

3.13 

77-3 

+  1 

[6.9 

+  0.19 

2.93 

+    0.003 

+ 

0.05 

0.00 

217 

19     24 

3.15 

77-3 

+  ' 

[6.9 

+  0.19 

•  2.94 

—  0.007 

+ 

0.02 

—  0.03 

218 

24 — Juli  2 

—  3.16 

774 

+ 

16.8 

+  0.19 

2.97 

0.037 

+ 

0.02 

—  0.04 

219 

Juli  2—7 

3.13 

774 

+  1 

17,4 

+  0.17 

—  2.92 

+  0.013 

+ 

0.06 

—  0.02 

220 

7 — 20 

3.13 

774 

+  . 

17.7 

+  0.15 

—  2.90 

+  0.033 

+ 

0.12 

-f-  0.02 

221 

20 — 29 

3.1 1 

77-3 

+ 

18.5 

+  0.15 

—  2.85 

+  0,083 

+ 

0.14 

+  0.04 

222 

29     Aug.  9 

3.14 

77-3 

+ 

18.7 

+  0.17 

—  2.93 

+   0.003 

+ 

0.07 

+    O.Ol 

771 

Auor.    0 16 

1.^f^ 

•7  7    2 

-U 

r»  c 

-L    nifi 

—    7  nn 

-X-    r\mi 

4- 

008 

—  0.0  A 

!  Der  mittlere    Wert,   um    den   während    dieser    1818   Tage   die    reducirten    Gänge    des  Pendels 

geschwankt  haben,  beträgt  —  2f933,  und  trotz  dieser  langen  Periode  zeigen  die  Abweichvmgen  gegen 
ien  Mittelwert  nur  in  7  Fällen  d.  h.  3.270  eine  Grösse,  die  ein  Zehnteil  der  Sekunde  überschreitet, 
Fehler  über  0.05  Sekunden   kommen  66  vor  d.  h.  30.1  7oJ  ^^^  wahrscheinliche  Fehler  eines  Ganges  wird 

±  o«033. 
Gleich  günstige  Resultate  hat,  wie  mir  scheint,  bisher  noch  keine  astronomische  Uhr  aufzuweisen  gehabt 

Bei  der  Uhr  Knoblich  1952  auf  dem  astrophysikalischen  Observatorium  zu  Potsdam  stellte  sich 
Oach  der  Untersuchung  von  Professor  Becker  (c£  Astr.  Nachr.  No.  2290)  auf  der  Berliner  Sternwarte  für 
den  Zeitraum  eines  Jahres  (Mai  1877  bis  Mai  1878)  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  berechneten  Ganges  auf 

±  o':o35. 

Für  eine  andere  Uhr  von  demselben  Künstler,  die  auf  der  Strassburger  Sternwarte  befindlich 
die  No.  1963  trägt,  fand  Profossor  Schur  (Astr.  Nachr.  No.  2286)  für  dieselbe  Grrösse  aus  35  Sommer- 
Gängen  eines  Jahres  den  Betrag 

±  0*045. 

Eine  erheblich  bessere  Leistung  hat  eine  zweite  Strassburger  Uhr,  Hohwue  25,  aufzuweisen  (cf, 
Winnecke  Astr.  Nachr.  No.  2282).  Es  sind  von  Professor  Schur  zu  der  Discussion  herangezogen  die 
Gänge  der  Jahre  1875  bis  1878,  jedoch  nur  insoweit,  als  sie  in  die  Monate  Mai  bis  October  fallen  d.h. 
in  die  Monate  mit  mittlerer  und  höherer  Temperatur;  unberücksichtigt  blieben  die  Monate,  in  denen 
geheizt  wurde.  Die  so  restirenden  106  Gänge  deuteten  durch  ihre  Abweichungen  von  der  Rechnung  als  wahr- 
scheinlichen Fehler  eines  Ganges  den  Wert 

±  0*029  an. 

Als  besonderer  Vorzug  dieser  beiden  Strassburger  Uhren  ist  zu  betonen,  dass  bei  der  Darstellung 
der  täglichen  Gänge  durch  eine  Formel  kein  Zeitglied  eingeführt  zu  werden  brauchte,  beide  Uhren  dem- 
nach fi-ei  sind  von  Acceleration,  während  bei  Tiede  400  grade  dieses  Glied  recht  merklich  ist. 

Ebenso  fi-ei  von  Zeiteinflüssen  zeigt  sich  die  Hauptuhr  der  Leidener  Sternwarte,  Hohwue  17 
(cf  E.  Kaiser  Astr.  Nachr.  No.  1502)  welche  wegen  ihrer  ausgezeichneten  Leistungen  mit  Recht  die 
Bewunderung  der  Fachmänner  hervorgerufen  hat.  Zur  Darstellung  bringt  Kaiser  die  Gänge  von  28  Mo- 
naten, und  aus  den  115  Abweichungen  im  Sinne  Beobachtung  —  Rechnung  lässt  sich  der  wahrscheinliche 
Fehler  eines  Ganges  zu 

±  o'048 
herleiten.     Unter   den   Abweichungen  kommen  nur    14  d.h.  12.270  vor,  bei  denen  die  zehntel  Sekunde 

überschritten  wird.    Fehler  über  0.05  Sekunden  giebt  es  deren  39  d.  h.  33.9  7o- 

Diese  Zahlen  gelten  für  Zeitbestimmungen  im  Intervall  von  ca.  8  Tagen.  Professor  Kaiser 
benutzte  zur  Ableitung  der  einzelnen  Coefficienten  für  die  Uhr  jedoch  nur  tägliche  Gänge,  die  aus  Zeit- 
bestimmungen mit  vierwöchentlichen  Intervallen  hergeleitet  sind;  es  wird  demnach  der  Fehler  eines 
solchen  Ganges  erheblich  vermindert,  er  beträgt  nur  noch 

±    Of032. 

In  den  28  Abweichungen  gegen  die  Beobachtung  treten  dann  nur  7  Werte  d.  h.  25  %  über 
0.05  Sekunde  auf. 

Die  analog  gebildeten  Gänge  für  Pendel  D  nebst  den  betreffenden  Abweichungen  geben  folgende  Zahlen : 


Vierwöchentliche  Gänge  von  Pendel  D- 


Datum 


Beob.  tägl. 
Gänge 


Abwei- 
chungen 
gegen  den 
Mittelwert 


Datum 


Beob.  tägl. 
Gänge 


Abwei- 
chungen 
gegen  den 
Mittelwert 


Datum 


Beob.  tftgl. 
Gänge 


Abwei- 
chungen 
gegen  den 
Mittelwert 


1881  Sept. 
Oct. 


2?907 
2.914 


+    0?026 

+  0.019 


1882  Jan. 
Febr. 
März 


2!936 
2.978 
2.0SO 


0:003 
0.045 
0.017 


1882  Mai 
Juni 
Tuli 


2!89i 
2.917 
2.8.^0 


+  0^042 
+  0.016 
-f  o.io.^ 


i 
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Abwei- 

Abwei- 

Abwei- 

Datum 

Beob.  tägl. 

chungen 

Datum 

Beob.  tägl. 

^      chungen 

Datum 

Beob.  tfigl. 

chungen 

Gfinge 

gegen  den 
Mittelwert 

Gänge 

gegen  den 
,  Mittelwert 

Gänge 

gegen  den 
Mittelwert 

1882  Sept. 

—  2-854 

+   0*079 

März 

2^927 

+  ofoo6 

Juni 

2?94i 

—  o!oo8 

Oct. 

—   2.946 

—  0.013 

April 

—   2.898 

+    0.035 

Juli 

2.935 

—    0.002 

Nov. 

3-040 

—  0.107 

Mai 

2.947 

—  0.014 

Aug. 

—  2.921 

+    0.012 

JDec. 

3005 

--  0.072 

Juni 

2.947 

—  0.014 

Sept. 

2.942 

—    0.009 

1883  Jan. 

2.979 

—   0.046 

Juli 

2.925 

+   0.008 

Oct. 

2.938 

—    0.005 

Febr. 

2.971 

—  0.038 

Aug. 

2.917 

+   0.016 

Nov. 

—  2.901 

+    0.032 

März 

—   2.943 

—  0.010 

Sept. 

2.964 

—  0.031 

Dec. 

—  2.962 

—    0.029 

April 

—    2.909 

+    0.024 

Oct. 

2.972 

—  0.039 

1886  Jan. 

—  2.896 

+    0.037 

Mai 

—    2.943 

—    O.OIO 

Nov. 

—  3-OI3 

—  0.080 

Febr. 

—  2.862 

+    0.071 

Juni 

—    2.939 

—  0.006 

Dec. 

—  2.968 

0.035 

März 

—  2.887 

+    0.046 

Juli 

—   2.890 

+    0.043 

1885  Jan. 

2.935 

—    0.002 

April 

—  2.9  u 

+    0.022 

Nov. 

—   3.006 

0.073 

Febr. 

—  2.951 

—    0.018 

Mai 

—  2.909 

+    0.024 

Dec. 

2.947 

—   0.014 

März 

2.919 

+    0.014 

Juni 

2.963 

—    0.030 

1884  Jan. 

-.    2.907 

+    0.026 

April 

—  2.91 1 

4-    0.022 

Juli 

—  2.887 

+    0.046 

Febr. 

—   2.876 

+    0.057 

Mai 

—  2.973 

—    0.040 

Aug. 

2.905 

+    0.028 

Unter  diesen  57  Fehlem  kommen  nur  10  in  einem  grösseren  Betrage  als  0.05  Sekunden  vor,  das 
sind  17.570»  ^"d  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  Ganges  vermindert  sich  auf 

±    0"027. 

Noch  günstigere  Resultate  hätte  ich  bei  der  Darstellung  der  Gänge  von  Pendel  D  erzielen  können, 
wenn  ich  die  Gänge  vor  und  nach  der  erwähnten  Störung  getrennt  von  einander  behandelt  hätte,  wozu 
ja  hinreichend  Grund  vorhanden  war.  Doch  es  kam  mir  besonders  darauf  an,  nachzuweisen,  dass  selbst 
für  eine  Periode  von  mehreren  Jahren  bei  dieser  Uhr  die  Gänge  in  eine  befriedigende  Darstellung 
gebracht  werden  können. 

Wie  weit  dies  gelungen,  zeigt  die  Vergleichung  mit  anerkannt  vorzüglichen  Uhren. 

Um  auch  über,  die  Leistung  des  Pendel  in  kurzen  Zeiträumen,  für  welche  der  Gang  einer  Uhr 
in  der  Regel  nicht  mit  hinreichender  Schärfe  zu  ermitteln  ist,  ein  sicheres  Kriterium  zu  haben,  discutirte 
ich  die  Daten  der  automatischen  Uhrvergleichungen,  welche  zur  Sicherung  der  öffentlichen  Zeitangaben 
seit  einer  Reihe  von  Jahren  auf  der  Berliner  Sternwarte  eingerichtet  sind.  Bei  diesen  Vergleichungen 
verzeichnen  die  für  den  Zeitdienst  bestimmten  Uhren  der  Sternwarte  alle  1 2  Stunden  auf  einem  Registrir- 
Apparat  automatisch  ihre  Schwingungsphasen  gegen  die  Registrir-Uhr  T  3,  und  ist  man  daher  im  Stande, 
die  halbtägigen  Gänge  jeder  Uhr  relativ  zu  T  3  zu  controliren. 

Es  würde  zu  weit  führen,  wollte  ich  auf  diese  umfangreichen  Untersuchimgen  hier  näher  ein- 
gehen, zumal  da  der  grössere  Teil  derselben  auf  T3  als  der  unter  weniger  günstigen  Verhältnissen 
arbeitenden  Uhr  entfällt;  es  sei  nur  kurz  erwähnt,  dass  in  dem  resultirenden  Zahlenmaterial  mit  grosser 
Sicherheit  verbürgt  liegt,  dass  beide  Uhren  auch  in  kurzen  Intervallen  einen  in  hohem  Grade  regelmässigen 
Gang  zeigen. 

Einen  beträchtlichen  Teil  der  mit  der  Pendeluhr  D  erzielten  Erfolge  darf  man  wol  der  Art 
der  Aufstellung  derselben  zu  Gute  halten,  wodurch  einmal  die  welchselnde  Einwirkung  der  Luftdichtig- 
keit ganz  aufgehoben,  andererseits  das  Werk  vor  Staub  und  Schmutz  sorgfältig  geschützt  wird.  Frei- 
lich ist  nicht  zu  verkennen,  dass  diese  Aufstellung  mit  mancherlei  Schwierigkeiten  verbunden  ist, 
welche  teils  durch  die  erhöhte  Sorgffalt  beim  Aufhängen  der  Uhr  und  beim  Ansetzen  des  Cylinders 
und  durch  die  Herstellung  des  völligen  Abschliessens  von  der  umgebenden  Luft  bedingt  werden,  teils 
in   der  Umständlichkeit  liecen.  welche  ein  wiederholtes  Abnehmen  und  Ansetzen  des  Cvlinders  mit  sich 
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bringt,  falls  die  Aufstellung  nicht  in  allen  Teilen  vollkommen  gelungen  ist.  Gab  es  doch  Stimmen  genug, 
welche  die  Möglichkeit  des  Gelingens  der  Aufhebung  der  Luftdichtigkeits- Schwankungen  auf  diese  Art 
gegenüber  den  technischen  Schwierigkeiten  anzweifelten.  Dass  diese  Schwierigkeiten  vorhanden,  wird 
Niemand  leugnen,  dass  sie  aber  nicht  unübersteiglich,  hat  unser  Pendel  hinreichend  dargetan,  und  ist 
in  diesem  Fall  der  erreichte  Vorteil  gewiss  der  Mühe  wert.  Ausserdem  hilft  auch  hier  wie  bei  allen 
technischen  Schwierigkeiten  ein  wichtiger  Factor  mit  —  die  Erfahrung. 

Mögen  daher  die  mitgeteilten  Resultate  dazu  beitragen,  die  Aufstellung  von  Uhren  im  luftdichten 
Raum  von  nahezu  constanter  Temperatur  überall  da  zu  empfehlen,  wo  es  sich  um  die  feinsten  Zwecke 
der  Zeitmessung  handelt,  sei  es  zur  Bestimmung  von  fundamentalen  Rectascensionen,  sei  es  zur 
wochenlangen  Vorausberechnung  der  Angaben  für  den  öffentlichen  Zeitdienst. 

Berlin  im  October  1887. 


Vita. 


Natus  sum  Woldenberg^ae  Marchicae  anno  MDCCCLVIII  a.  d.  XL  Cal.  Octobres  patre  Friederico 
matre  Antonia  e  gente  Krüger.  Fidem  confiteor  evangelicam.  IJtterarum  rudimentis  primis  cum  in 
scholis  elementariis  imbutus  essem,  quinto  decimo  aetatis  anno  Friedebergiam  in  progymnasium  me  con- 
tuli,  ibique  quattuor  per  annos  versatus,  g^mnasio  regioJoachimicoBerolini  „Alumnus"  adscriptus  sum,  de  quo 
auctumno  anni  MDCCCLXXIX  testimonio  maturitatis  omatus  decessi.  Paulo  post  almam  litterarum  uni- 
versitatem  Friedericiam  Guilelmam  adii,  ut  per  octies  sex  menses  cum  mathematicis  et  physicis  tum  astro- 
nomicis  studiis  incumberem.     Hos  viros  clarissimos  audire  mihi  contig^t: 

H.  Bruns,  Foerster,  Helmholtz,  G.  KirchhofF,  Kummer,  Lehmann-Filhes,  Pauken,  Tietjen,  Treitschke, 
Weierstrass,  Zeller.  Ad  excercitationes  seminarii  astronomici  me  admiserunt  professores  Bruns,  Foerster, 
Tietjen.  Observationum  in  observatorio  regio  instituendarum  ab  anno  MDCCCLXXX  benigne  comiterque 
participem  me  fecit  ill.  Foerster  neque  consilio  atque  opera  me  adjuvare  destitit  ♦ 

Quibus  illustrissimis  viris  omnibus,  optime  de  me  meritis,  imprimis  autem  praeclarissimo  viro 
Guilelmo  Foerster  summas  quar  debeo  hie  ago  gratias. 

Ab  anno  MDCCCLXXXII  usque  ad  anni  MDCCCLXXXIII  auctumnum  postquam  et  in  instituto, 
quod  »Kaiserliche  Normal- Aichungs-Commission«  vocant,  observationibus  et  computationibus  metronomicis 
vacavi,  et  opera  mihi  a  professore  ill.  Auwers  pro  »Venus-Commision«  imperata  perfeci,  usque  ad  hoc 
temporis  spatium  in  observatorii  regii  muneribus  auxiliatus  sum. 


